ANNALES ACADEMIAE SCIENTIARUM FENNICAE

Series A

I. MATHEMATICA

309

EINE VERALLGEMEINERUNG DER
BETRAGSFUNKTION IM ZUSAMMENHANG
MIT EINER KLASSE VON
DIFFERENTIALOPERATOREN AUF
RIEMANNSCHEN FLACHEN

VON

WOLFGANG TUTSCHKE

HELSINKI 1962
SUOMALAINEN TIEDEAKATEMIA

https://doi.org/10.5186/aasfm.1962.309


koskenoj
Typewritten text
https://doi.org/10.5186/aasfm.1962.309


Am. 8. September 1961 vorgelegt von R. und F. NEvVANLINYA

KESKUSKIRJAPAINO
HELSINKI 1962



Eine Verallgemeinerung der Betragsfunktion im Zusammenhang mit einer
Klasse von Differentialoperatoren auf Riemannschen Flidchen

Im folgenden werden auf einer Riemannschen Fliche R solche Diffe-

rentialoperatoren zweiter Ordnung
02 ) 02 02 b 0 . 0

M gpr T 20 g, T 0m e T hig, TGy
betrachtet, fiir die sich in der Nachbarschaft eines Punktes P € B ein
lokaler Parameter Z derart angeben ldsst, dass in diesen umgerechnet der
Hauptteil konstante Koeffizienten besitzt. Es wird gezeigt werden, dass sich
die Hauptteile solcher Differentialoperatoren auf verallgemeinerte Ko-
varianten

() = e gofe)

zuriickfiihren lassen, wobei ¢,(z) ein Abelsches Differential und ®,(z) ein
Abelsches Integral ist, fiir das die Perioden von Im [®,] ganzzahlige Viel-
fache von =x sind.

Weiter wird gezeigt, dass ¢ = Re[®;] + log |¢,] in einer analogen
Beziehung zu

all(x 9 y)
x,y) = —— fir ap(x,y)#0
Q( 7/) azz(x , y) 12( y)
und zu
A (X, ) .
Qlr,y) = 2 fir ay(x,y) — agx,y) #0

ap(@ , y) + an(@ , y)

~

(bzw. zu @ = (le in einem ausgearteten Fall) steht, wie die Argument-
o

funktion einer holomorphen Funktion zu der zugehdrigen Betragsfunktion.

Auf einer kompakten Riemannschen Flidche vom Geschlecht p lassen
sich (falls man fiir den Differentialoperator isolierte Singularitédten zulésst,
in denen sich ¢ bestimmt verhdlt) alle moglichen g¢* = Im [®D;] + arg ¢,
durch Angabe eines Divisors vom Grad 4(p — 1) und Wahl eines Gitter-
punktes im 2p -dimensionalen euklidischen Raum eindeutig charakteri-
sieren.
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1. Die Kovariante G(z2)

Im Parameter z (Giiltigkeitsgebiet U) sei (z =a + ¢-¥)

82 82 82
(L.1) Cor\m gpo + 20 G5, F e g

der Hauptteil eines Differentialoperators, wobei C, ein beliebiger konstan-
ter Faktor ist1). Ist Z derjenige Parameter, in dem der Hauptteil konstante
dz
dz
auf einen komplexen Faktor eindeutig bestimmt. Z ist also eindeutig fest-
gelegt bis auf eine Drehstreckung der Parameterebene (von einer Translation

ganz abgesehen). Uber diese kann man so verfiigen, dass

Koeffizienten besitzt, so ist holomorph, von null verschieden?) und bis

(g2
4 =
Ay Uy
im Parameter 2z die Form
¢ 0
(1.2)
0 ¢

annimmt, wobei
el >y, € =1 fir det 4 >0

gl=1, ¢,=0 fir det 4 =0

!

¢ >¢C, 0 = —1 fir det 4 <0

gefordert wird. z ist dann bis auf eine Translation und eine Drehung der
Parameterebene um =z eindeutig festgelegt. (c; = ¢, = 1 entspricht dem
Fall des Laplace-Operators, der von den nachfolgenden Betrachtungen aus-
geschlossen wird.)

Setzt man

dz
=)

dz

und ist 2z’ in U’ giiltiger Parameter (U' N U’ 5= A), so hat man

1) Der Fall, dass anstelle von C, ein beliebiger ortsabhdngiger Faktor A(x, y) == 0
steht, wird in Abschnitt 3 betrachtet.

2) Nullstellen von - bedeuten Singularitditen des Differentialoperators. Diese

az

‘werden in 4 zugelassen.
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dz o p dz
dz/ - (Z) = (Z) : dZI .

Kehrt man jedoch lings eines Riickkehrschnittes y zu dem urspriinglich
betrachteten Parameter z zuriick, so wird (entsprechend der Willkiir von
C, in (1.1)) der der Normierung (1.2) entsprechend nunmehr zu wihlende
Parameter 2, mit dem urspriinglich gewéhlten Z durch eine Relation der
Form

2, =dy+dy -z, dyreell,

zusammenhingen. Hieraus folgt, dass G(z) léngs Riickkehrschnitten reelle
multiplikative Perioden besitzen darf. Macht man den Ansatz

G(Z) — eg+i.gs ,

so ergeben sich fiir g*(x, y) die drei folgenden Bedingungen:
1°. Ag*¥ =0
2°. Bei Parameterwechsel 2 = 2'(z) ist

= gt g
dz

3°. Fiir die Perioden w[g*] von g* lings eines Riickkehrschnittes y

gilt: 7[g*] =0 (mod 7).
dz’

Da bei Parameterwechsel arg g, mod 2z bestimmt ist, kann
man dabei (falls man nicht iber die zuldssigen Parameter einschriankende
Voraussetzungen macht) wegen 2° die Periode  [g*] iiberhaupt nur
mod 27 definieren. Fiir g nimmt die Bedingung 2° die Form

) ) Ldz |

g =g —1og } dz |
an. Da sich der Hauptteil 4 bei Parameterwechsel 2z’ = 2'(z), Re [Z'(z)] =
V(z, y), nach

A'=C"-4-C
transformiert, wo
oV v |
T
o Y
v av
ay ox ‘x

ist, ergibt sich aus (1.2), in den Parameter z umgerechnet:
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ay = e %8 (cy - cos2g¥ 4 ¢, - sin?g*)
(1.3) Uy = €75+ (cy — ¢;) cos g* + sin g*
Ogp = €778+ (cy - sin2 g% | ¢, - cos?g*) .

Hat ¢ lings eines Riickkehrschnittes y die Periode 7,[9] = p, so multi-
plizieren sich beim Umlauf lings y alle a; mit e P Ist g* = g*(x, y)
eine Grosse auf R, die die Eigenschaften 1°, 2° und 3° besitzt, so liefert (1.3)
den Hauptteil eines Differentialoperators, der bei geeigneter Wahl des
lokalen Parameters konstante Koeffizienten besitzt. Dieser ist elliptisch,
parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem ¢, - ¢, positiv, null oder negativ
ist. Aus (1.3) folgt weiter, dass

ay(x , y) ¢y * cos?g* 4 ¢, - sin2 g*
(1.4) Q(%‘?/)I 1, = — S 9 % : 2 %
@@, y) ¢ sing* 4 ¢, - costy
und
(1.5) @(x Y) = v, ) _ kT a - sin 2 g*
' ’ @, y) + am@,y)  2(¢ + o) g

explizit nur von g¢g* abhingen.

2. Holomorphie in Abhingigkeit von einem Multiplikator

Um die in der Einleitung aufgestellte Behauptung zu beweisen, dass sich
die Funktionen Q(x,y) (1.4) und @(x, y) (1.5) dhnlich wie die Betrags-
funktion einer holomorphen Funktion verhalten, soll zunichst als Hilfs-
betrachtung die folgende Aufgabe behandelt werden: f,,...,f, seien
gegebene Funktionen von » und y, und H,, H, seien Funktionen der f,
die iiberdies in den f; homogen von der Ordnung « seien:

Hlz-fy...., Aful = A H [ fy .. Jal -

Die Funktionen f;, H, seien dabei nach allen Argumenten zweimal stetig
differenzierbar. Es soll nun 2 als Funktion von x, y so bestimmt werden,
dass

HiAz,y) iz, y) ..., Az, y) - ful@, y)]
+ 2 . HZ[}”(x3 y) .fl(x ) 3/) LR} )'(x > y) -f"(x > y)]

holomorphe Funktion von z =« -+ ¢ -y ist. Die Funktion A(z,y) muss
daher so bestimmt werden, dass die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen
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i A*H. i AH.
ax ( l) - ay ( 2)

? AH i AH
ay ( 1) - ox ( 2)
oA o4
erfilllt sind. Lost man nach o und 2 auf, so ergibt sich (H, # 0)
1 24 1 2 0w (H? + I 1 H; 0 Hl)
e = 2a aw UoBULT D) T L H (}7
(2.1) v
1 94 1 2 1 H; 0 /Hl‘)
—_— . — = _— . —— 2 2 e — ¢« —— |
7oy = T e oy s T g e VAR

Dies System (2.1) zur Bestimmung von Mz, y) ist genau dann integrabel,
wenn

o Ll ) 2 ()

ow \HE L HX ow \H, oy \H: + H: oy \H,/
ist.
Macht man den Ansatz
H: 0o H, og
B i wH
(2.3)
H: 0o H, o9
H: 4+ H 8y Hy, oz’

so wird damit, falls (2.2) erfiillt ist, den Funktionen H, (bei gegebenen f;)
eine Funktion g¢(x,y) zugeordnet. Um sie aus (2.3) zu berechnen, sei
Mz, y) die wegen (2.2) existierende Losung von (2.1). Setzt man

)‘(:U ’ ?/) 'fi(x . Y) :.fz(x s y)
Hk[fl)' .. 7fn] = Hk:
so ist ﬁl + - ﬁz holomorph. Nach (2.1) ist somit (1 = const.)
2 1 4 rr2 72
oy 7«,:-—*7:—*.—-(10g(H1+H2))

H:+ H oy H, 2 ox
(2.4) 1~. 2 Y 2

19 L
~ . — (log (H? + HY).
H+~ H ox Hy 2 ay(g(l 2)

Da andererseits die H, in den f; homogen sind, ist
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2

H, H, Vg H?
Hy Hy H++m H -+ B

und somit nach (2.3) und (2.4)

(2.5) g(x , y) = const. + log l/ 0 —}—_H{g .

3. Differentialgleichung der verallgemeinerten Betragsfunktion

Damit man einen lokalen Parameter 7 so wéhlen kann, dass in diesem
der Hauptteil 4 eines Differentialoperators die Form (1.2) hat, miissen die
a; gewissen Relationen geniigen. Diese lauten 3):

a) Ist der Differentialoperator elliptisch oder nicht-ausgeartet hyper-
bolisch (d.h. ist a;; + ay % 0), so miissen die @; zwei (und damit auch
allen drei) der nachfolgenden Kriterien geniigen:

Kriterium I:

(g3 + @) = € * (Agy009 — a3,) , ¢ = const.,

und zwar ¢ > 4 (elliptischer Fall) oder ¢ < 0 (nicht-ausgeartet hyper-
bolischer Fall).
Kriterium I1:

" (a_ Y| w00y
12 ) ox ox ) - 1 ay 22 ay
. ( day aa22) . oa,, . 0ay,
12 \ ay ay ) — 22 ax ‘11 ax

Kriterium I11:

1 oty aazz) Oay Oy,
o (a2p — ayy) ( o + o + (2 + ag) ay — Oy (a—y - Ty) =0

1 ( oa, N 6a22> doa,, day 6a22)

2 (g2 — ay) \—337 Ty T (@ + ag) o T g (E‘ T ! T 0.
b) Im Fall von parabolischen Differentialoperatoren miissen die beiden
Kriterien II, IIT erfiillt sein. In diesem Fall tritt also die Bedingung

%) Diese Bedingungen sind fiir den Fall von elliptischen Differentialoperatoren in
[4] hergeleitet. Fiir den Fall von parabolischen und hyperbolischen Differentialopera-
toren erfolgt die Ableitung ganz analog.



W. TurscuKE, Differentialoperatoren auf Riemannschen Flichen 9

Aty — ajy = 0 fiir parabolische Differentialoperatoren allein an die
Stelle von Kriterium I.

c¢) Im Fall von ausgearteten hyperbolischen Differentialoperatoren 4) ist
ist @y + @y = 0 (d.h. Kriterium I von a) ist mit ¢ = 0 erfiillt). An Stelle
der Kriterien II, IIT tritt hier

Kritertum I1I*:

1 y Odyy 0ctyy
Ty ) =t — sy,
1 s 0ay, oay,
7 e k) =

Es sei noch bemerkt, dass der Grenzfall ¢ = 4 in a) dem Laplaceoperator
entspricht: a;; = dgy, a1, = 0.

Die in a), b) und c¢) formulierten Bedingungen driicken im wesentlichen
aus, dass die folgende Funktion H; -+ i - H, holomorph ist: Im Fall a) ist
dabei

o 1 \/W [1 e (g -+ a3,) Ay — Qo ]
= —- , L sign. (a oo) *
P2 ay + ay gn- NV 4dd, + (ay — ag)?
(3.1) e
1 le] [ Ay — Qg ]
H: = —- 1 — sign. Qos) * ,
? 2 lay + gl sign- (6 + Gar) vV daly, + (g — ag)?
im Fall b)
lay |
H = ——
(3.2 ! (@ + ag)?
2 , | ag, |
= -

(@ + ag)?
und im Fall ¢) schliesslich

ay + \/aix + ai,
' 2 (af, + aiy)
— ay + \/a%l -+ a%z

3 2
2(ay; -+ aip)

(3.3)

7 —

1) Es ist stets ay; + ag 7% 0 oder ay; + ag =0. ay; + ay kann nur dann eins
isolierte Nullstelle besitzen, falls die Parametertransformation 2 = 2(z) in dem be-
treffenden Punkt singuldr ist (vergl. 4).
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zu setzen. Vom Standpunkt der Betrachtungen 2 aus sind H; und H,
Funktionen von ay, @, ay. Das Kriterium II (bzw. III, II*) entspricht
somit den Gleichungen (2.4). Kriterium I stellt eine Kopplungsbedingung
zwischen den a; dar. Die Funktionen H; = H,[ay, a5, @5 und H, =
Hy[ay;, Gy, a5] sind in den a; homogen von der Ordnung o = — 3.

Die Frage, wann der Hauptteil A eines Differentialoperators zweiter
Ordnung durch konforme Abbildung auf die Form

AvCy, A Cya, AeCy

(c;j = const.) gebracht werden kann, lduft dann auf die Frage hinaus, unter
welchen Bedingungen ein A(z, y) existiert, so dass

Hy [Atyy , Ay 5 Atgg] + @ Hy[2ayy 5 Atyy , Adto]

holomorph ist.
Als Integrabilitdtsbedingung ergibt sich nach den Betrachtungen 2 die
Gleichung (2.2). Diese hat (entsprechend den Kriterien II, III) die Form

e\ VFQ) &/ W \1+QVFQ)
bzw.
o/ 1 aQ 9/ 1 Q) =
Dl Ry ———— i P — :0 F O .
(3.5) ax(\\/ 70 ax/,+ay(.,\/ 70) ay) (F(@)>0)

Dabei ist?)

ay(x,y) —_— (2, y)
S FQ) = ——
)=y V@ =y

A ap(® , ) P anp(®, y) — agn(®, y)

Q(x: 3/) =

an(®, y) + axn(@, y) ’ an(x, y) + axn@, y)

und (Kriterium I)

1
FQ =@ — -1+ Q2 FQ =0
(3.6)

A A - A A

FQ =———4¢, F@=z0

5) Im elliptischen Fall ist stets agy 7= 0. Sollte im parabolischen oder nicht-aus-

geartet hyperbolischen Fall ay = 0 sein in gewissen Punkten, so ist dort a;; # 0.
a J— a . . .

Man erhiilt dann fir @ = —=, V F(Q) = —> wieder die Gleichung (3.4). a;; + a
an an

ist in den genannten Fillen stets = 0.
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mit ¢ > 4 im elliptischen und ¢ < 0 im nicht-ausgeartet hyperbolischen
Fall; im Falle parabolischer Differentialoperatoren lautet (3.6) einfach
(¢ = )

F@Q)=¢@

F@) =1—40.
Da sich die Gleichungen a;,, = 0 und a; — a,, = 0 gegenseitig aus-

schliessen, ist entweder F(¢)) > 0 oder ﬁ(@) > 0.
Im ausgearteten hyperbolischen Fall (a;; + @, = 0) setze man

~ an (@, y) (@, y)
x,y) = bzw.§) = ———,
Uz, 9) g (2, Y) ) ay (z, y)
Man erhélt dann (entsprechend Kriterium I1*) die Integrabilitdtsbedingung
3/ 1 aQ ] 1 3Q
(3.7) —( ~-*)+*< ~-——)=O
ox \1 - @2 ox oy \1 4+ Q> oy
Die Gleichungen (3.4), (3.5) und (3.7) haben die Form
0 ' ak) 0 ( ' ok )
(3.9) 5o v - 5, )+ 5 (v - 5 =0,

sie sind also Verallgemeinerungen der Gleichung

0 (’1 ak“) o (1 ak‘)
ox \k oz, + ay(k. ay/zo’

denen die Betragsfunktion % = |f(z)| einer holomorphen Funktion f(z)

geniigt.
Anstelle von (2.3) erhélt man spezieller
. ok og
vk o = 1 5y
ok o9
(k) - i

und ersieht hieraus, dass die Funktion g¢(z,y) sogar harmonisch ist?).

) Man vergleiche Fussnote ); es ist stets af;, + af, > 0, danur bei Vorliegen einer
Singularitat (vergl. 4) alle Koeffizienten gleichzeitig verschwinden kénnen.

1 N
) Im Falle y(k) = m ist k(x, y) - ¢+ holomorph. Fiir (3.4), (3.5) bzw. (3.7)

ist zu setzen:

1 2 1
k) = —————, p(k) = ——— bzw. k) = — — .
(1 + &)V F(k) V B ¥ 1+
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Bestimmt man A(x, y) so, dass a; = 4 - a; den Kriterien 11, 11T bzw. 1T*
geniigen, so folgt aus (2.5) unter Beriicksichtigung von (3.1), (3.2), (3.3)

(3.9) g(x , y) = const. — log V/ |ay + G
im Fall a) und b), bzw.

(3.10) g(z , y) = const. — log (/mﬁ
im Fall c).
Diese harmonische Funktion g¢(x, ) wird also im Sinne von (2.3) den
Funktionen @ = . und (:) = e (bzw. ) = ﬁl—), die Lo-
oo Ay T Gy Oy /

sungen von Gleichungen vom Typ (3.8) sind, zugeordnet. Aus (1.3) kann

man nachrechnen, dass die Funktion g¢(z, y) (3.9) bzw. (3.10) mit der in

Abschnitt 1 eingefiihrten Funktion identisch ist. Insbesondere geniigt also

die Funktion @Q(z,y) (1.4) der Gleichung (3.4) und die Funktion (:)(x, Y)
(¢, + )

—— im elliptischen und hyperbo-
€10y

(1.5) der Gleichung (3.5), ¢ =

lischen Fall.
Und die Funktion

~ cos? g* — sin? g*

= —= 2 g*

2 - cos g* - sin g* otg (29%)
im ausgearteten hyperbolischen Fall geniigt der Gleichung (3.7). Aus der
Bedingung 2° von 1 ersieht man iibrigens, wie sich @Q(z, y) und @(Jc, Y)

bzw. Q(z,y) bei Parameterwechsel transformieren.

4. Differentialoperatoren mit isolierten Singularititen

U sei Umgebung von P (Parameter z=0), U*=U — {P}. Ist
g(x, y) die Funktion (3.9) bzw. (3.10), so sei g(x,y) nurin U* als iiberall
reguldre Funktion vorausgesetzt. Soll sich g¢g(x,y) jedoch in ganz U
bestimmt verhalten, so muss g¢(z,y) in P einen logarithmischen Pol
besitzen. Ist v, die geschlossene Kurve |z| =7, (r, hinreichend klein), so
muss nach Bedingung 2° von 1 fiir die konjugierte Funktion g¢* gelten:

7, [9*] = 0 (mod n) .
Danach folgt fiir g(x, y):

n _
(4.1) g(x,y) = 3 log [z| +g(x.y),
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n ganz, g(x,y) reguldr in ganz U, und fiir G(2):
GE) = (V2" G)

G(z) holomorph in ganz U, G(0) # 0.
R sei zunichst eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht p.
Ist ¢,(z) ein Abelsches Differential, so ist

Ny—No=2(p—1),

wobei N, bzw. N_, die Anzahl der Nullstellen bzw. der Polstellen des
Differentials sind. Setzt man

log py(2) = g1 + - 9%

so geniigt g¥ den Bedingungen 1°, 2°, 3° aus 1. Ist g* irgend eine Grosse,
die den Bedingungen 1°, 2°, 3° geniigt und fiir die g(»,y) in isolierten
Punkten P, (k= 1,...,n) Singularititen der Form (4.1) besitzen darf,
8o ist

(9 —g1) + 1 (g% —g7)

ein Abelsches Integral. Nach dem Residuensatz ist

1 n
S Y m— (N =N =0
~ 1
also
Dme=4(p—1)
1

Ist ® = [ Pj* ein vorgegebener Divisor, so gibt es, falls dessen Grad
k=1

4(p — 1) ist, ein Abelsches Integral g, + i - gy, so dass
(gr + 92) + 1 (g7 + 97)

genau in P, einen logarithmischen Pol mit dem Residuum § - n; (vergl.
(4.1)) besitzt. Bilden die y;....,7,, eine Homologiebasis von R, so gibt
es eine bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte, tiberall regulére, additive
harmonische Funktion ¢§, so dass ¢F + g5 + g5 lings allen y; vorge-
schriebene Perioden ;-7 besitzt, w; ganz (j=1.....2p). g7 +g5 + g5
geniigt somit den Bedingungen 1°, 2°, 3°.

Insgesamt ergibt sich:

Abgesehen von einer additiven Konstanten wird jedes g*, das den
Bedingungen 1°, 2° und 3° geniigt und in isolierten Punkten Singularitédten
der oben beschriebenen Art besitzen darf, durch folgende Angaben eindeutig
charakterisiert:
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a) durch einen Divisor vom Grad 4(p — 1)

b) durch einen 2p -dimensionalen Vektor {u;,...,pu.,}, wm ganz.
Dadurch (man vergl. Formel (1.3)) erhiilt man auch eine Ubersicht iiber alle
Differentialoperatoren zweiter Ordnung?®), deren Hauptteile sich durch
geeignete Wahl der lokalen Parameter in konstante Form iiberfithren
lassen:

|y + Gos| bzw. vV an —b—d—IQ hat in der Umgebung von P, (z, = 0) die
Form

1 1
o k(2

B
wobei A(0) = 0 ist und A(z|) fir |[z]—0 beschrinkt bleibt. Durch
verschiedene Wahl von {u;,...,u,,} kann man die multiplikativen
Perioden der Gy, @y, dp lings der y;(j=1,...,2p) abédndern.

Da der Grad des Divisors ¢ gleich 4(p — 1) sein muss, gibt es bei
kompakten Riemannschen Flichen nur im Fall »p = 1 (Torus) ein singula-
ritdtenfreies g*(x, y). Ist dagegen R offen, so gibt es auf R (vergl. [1])
eine nicht konstante holomorphe Funktion, also auch ein nicht identisch
verschwindendes Differential erster Gattung. Da es nach dem Weierstrass-
schen Produktsatz eine holomorphe Funktion gibt, die in vorgegebenen
Punkten Nullstellen vorgegebener Ordnung besitzt, gibt es auf R auch ein
iiberall von null verschiedenes Differential ¢, erster Gattung. Setzt man

log gy = gy + ¢ - g5 ,

so ist g¢ eine Grosse, die den Bedingungen 1°, 2°, 3° aus 1 geniigt und die
singularitdtenfrei ist. Ist dann ¢, + ¢ - g¥ ein Abelsches Integral, das nur

n
logarithmische Pole mit Residuen der Form 5 M ganz, besitzen darf und

fir das 7,[9f] = 0 (mod. =) gilt (fiir alle Riickkehrschnitte y), so erhilt
man durch
g5 + g%

eine weitere zuldssige Grosse, die die Bedingungen 1°, 2°, 3° erfiillt, und die
genau dann singularitdtenfrei ist, falls ¢, + ¢ - ¢gFf von erster Gattung ist.

Eine besondere Klasse (&*) von Differentialoperatoren erhilt man,
wenn g* ausser 1°, 2°, 3° den folgenden Bedingungen geniigt:

4°. g*(x,y) ist reguldr ausser in den Punkten einer abzidhlbaren Menge
M, die auf R keine Hiufungspunkte besitzt. In den Punkten P (z = 0)
von M hat ¢+ i-g* die Form

8) Andert man g* um eine additiv hinzutretende Konstante ¢, ab, so erhilt man
dabei andere a;;, falls nicht ¢y = 0 (mod ) ist.
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g+i-gt=mn-logz+f(2),

n ganz, f(z) holomorph.
5°. In den Punkten von M ist
Res (2" - ¢/®) = 0.
P

Die Bedingungen 4° und 5° garantieren, dass eine Umgebung von P durch
G(z) auf ein volles Windungsflichenelement abgebildet wird (man vergl.
dazu [4] 9). Bedingung 5° ist fiir positives n trivial. Fiir elliptische Opera-
toren der Klasse (§&*) wurden, speziell fiir gewisse berandete Riemannsche
Fldchen, in [5] additive Losungsfunktionen (mit stetig differenzierbaren
periodischen Randwerten auf den Randkurven) betrachtet.
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