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1. Einleitung

1. Gegenstand der folgenden Untersuchungen bilden Funktional-
gleichungen von der Form

(L1) J(R() = A(2) f(2) + B(2) ,

wo R(z), A(z) und B(z) gegebene rationale Funktionen von z bezeichnen.
Es ist unsere Absicht, unter den analytischen Losungen f(z) der Gleichung
(1,1) gewisse spezielle Losungen zu finden, die wegen ihrer besonderen
Eigenschaften als einfachste angesehen werden konnen.

Unsere Gleichung enthélt als Spezialfille die Gleichungen

(1,2) J(R() = f(z) + 1
und
(1,3) J(B(z)) = ¢ f(z),

die von ABEL bzw. SCHRODER untersucht worden sind. Allgemeinere Glei-
chungen von der Form (1,1) haben spéter u.a. FaTou und P1icArD behandelt.
Offenbar gelten fiir die Losungen von (1,1) die folgenden formalen Sétze.
1. Sind fi(2) und fy(z) irgendzwei Losungen der nichthomogenen
Gleichung (1,1), so geniigt die Differenz

fz) = fi(z) — fo(2)
der entsprechenden homogenen Gleichung
(1,4) f(B(z) = A(2) f(2) .

2. Sind fi(2) und f,(z) irgendzwei Losungen von (1,4), so geniigt der
Quotient f(z) = fi(2)/fa(2) der Gleichung

und er ist also eine automorphe Funktion der von der rationalen Funktion
R(z) erzeugten Gruppe.
3. Sind fi(z) und f,(2) Losungen der homogenen Gleichungen

[i(B()) = Ay(2) fiz)  bzw.  [fo(R(2)) = 4,(2) fo(2) »
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so geniigen die Funktionen
Fi(z) = f1(2) fo(z) und  Fyz) = f,(2)/f5(2)
den Gleichungen
Fy(R(z)) = Ay(2)dy(z) F1(z)  bzw.  Fy(R(z)) = [d,(2)/A,(2)] Fal2) .

Wird insbesondere R(z) = kz gewdhlt, wo % eine Konstante be-
zeichnet, so gelangt man zu den speziellen Gleichungen

(1,6) flkz) = A(z) f(z) + B(z)
und
(1,7) Jkz) = A(z) f(2) -

Die Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, dass aus ihren Liésungen
diejenigen der allgemeinen Gleichungen (1,1) und (1,4) durch eine Trans-
formation der Variablen z erhalten werden kénnen.

2. Die spezielle homogene Gleichung

(Xo): flkz) = A(2) [ (2) .
2. Weil die Gleichung (X,) &dquivalent ist mit der Gleichung
h Ly I 1
I 4)=A(k2),f(2)» =
welche wieder die Form (X,) hat, so kann im Falle %t =1 ohne Ein-
schrinkung k| << 1 angenommen werden. In diesem Falle ist der Null-
punkt z = 0 ein attraktiver Fixpunkt der Abbildung " = /.

Wir wollen zuerst untersuchen, wann die Gleichung (X,) Loésungen
besitzt, die im Nullpunkt regulér sind.
Es sei

2.1) flo) = i_oocnz"

die in einer Umgebung des Nullpunktes konvergente Reihenentwicklung
der gesuchten Funktion und

o0
(2,2) Az) = Y an.
n=20

Durch Einsetzung der Reihen (2,1) und (2.2) in (X,) und durch Vergleich
der Koeffizienten der Potenzen von z bekommt man folgendes:
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Aus ¢, = a,c, ergibt sich a; =1, wenn ¢, # 0.

Fir a, %1 ist ¢y = 0, und aus ¢k = quc; ergibt sich a, =k, wenn
¢y #= 0.

Fiiv ay # 1,k ist ¢y = ¢, = 0, und aus c,k? = q,c, ergibt sich a, = k2,
wenn ¢, #* 0, usw. Hieraus erhilt man den

Satz 1. Wenn
(2,3) ay #= k", mn=20,1,2,...),

so hat (X,) keine im Nullpunkt regulire Losung ausser f(z) =
Es ist somit fir die Existenz einer im Nullpunkt reguldren Losung
von (X,) notwendig, dass

(2,4) ay = A(0) = k* (n = 0).

Wir behaupten, dass unsere Bedingung (2,4) dafiir auch hinreichend ist.
Es sei zuerst a, = 1. Wir bilden dann mit Fatou das unendliche Pro-
dukt

(e}

(2,5) a(z) =TT Ak"z) .

n=>0
Offenbar konvergiert der Ausdruck (2,5) in jedem gegebenen endlichen
Bereich der z-Ebene wenigstens nach Verkiirzung, d.h. nach Fortlassen
derjenigen endlich vielen Glieder, die im genannten Bereich Pole besitzen.
Der Ausdruck

1
a(z)

welcher der Gleichung (X,) formal geniigt. definiert dann eine der Anfangs-

bedingung f(0) = 1 geniigende. in der ganzen z-IEbene meromorphe Lisung

unserer (leichung (X,). Die allgemeine fiir z = 0 regulidre Losung hat

dabei den Ausdruck Cf(z), wo C eine willkiirliche Konstante bezeichnet.
Es sei nachher a, = £". Dann ist nach dem Obigen

(2,6) 1) =

Cp=0=...=¢,_; =0.
Wir bilden jetzt den Ausdruck
Ja(z) = f))=",

der einer Gileichung der Form (X,) geniigt. wo jetzt A4(0) == 1. Hieraus
ergibt sich fiir die entsprechende Losung von (.X;) der Ausdruck

J(z) = 2"a(z) .
Es gilt somit der
Satz 2. Die Gleichung (X,) hat eine bis auf eine multiplikative Kon-
stante bestimmte, im Nullpunkt reguldre Losung stets und nur dann, wenn
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A(0) = k", (m=0,12..)

und die genannte Losung besteht aus einer in der ganzen endlichen Ebene
meromorphen Funktion, die durch den konvergenten Ausdruck (2,5)
darstellbar ist.
Offenbar ist unser Satz noeh dann giiltig, wenn A(z) eine beliebige der
Bedingung (2,4) geniigende ganze oder meromorphe Funktion bezeichnet.
Wir erginzen unsere Ergebnisse noch mit der Bemerkung, dass im Falle

A(0) = k™ m=1,2,..)

die Funktion
2 f(2) = ful2)

der Gleichung (X,) mit der Bedingung j~',,(0) = 1 geniigt. Im vorliegenden
Falle besitzt also die Gleichung (X,) eine meromorphe Losung, die im Null-
punkt einen Pol nter Ordnung besitzt.

Nach der in Nr. 1 gemachten 2. Bemerkung bekommt man die allge-
meine Losung von (X,), wenn man die oben gefundene spezielle Losung
mit einer durch

Jo(kz) = fo(2)

definierten automorphen Funktion multipliziert. Jede solche eindeutige
Funktion hat den Ausdruck

foz) = E(log z ; 27 , log k) ,

wo K eine elliptische Funktion von logz mit den Perioden 2zi und
log & bezeichnet. Eine solche Funktion hat aber die Punkte z = 0 und
z = oo als wesentlich singuldre Stellen.

3. Indem wir jetzt zur Behandlung des allgemeinen Falles

(3,1) A(0) £k (n=0.+1.=2....)
tibergehen, kénnen wir setzen
Az) = A 10— )
(2) = Ay(2) ay . Ao(z) = ()

wodurch die Auflésung von (X,) auf die Auflosung der Gleichungen

(3,2) F(kz) = Ay(z) Fy(2)
und
(3,3) Fo(kz) = ay Fy(2)

zuriickgefiihrt wird.
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Die erste Gleichung (3,2) gehort wegen A,(0) = 1 zur Kategorie der
in der vorigen Nummer behandelten Gleichungen. Zur Auflésung der
zweiten Gleichung setzen wir z = ¢!, wodurch F(z) in eine Funktion
g(t) tibergeht, die den Gleichungen

(3,4) g(t + 2ai) = g(t), gt + o) = awg(t), o =logk

geniigt. Bekanntlich existiert fiir das System (3,4) eine meromorphe L&-
sung ¢(t), diein der Form
H(t — a)
g(t) = —f](t_)— 5 o == IOg gy
vermittels der elliptischen Thetafunktion H(t) darstellbar ist, die den
Gleichungen

H(t + 2mi) = — H(t), H(t + o) = - ¢ H(t)

o~ -

geniigt. In der Funktion
(3,5) Fy(z) = g(log z) = 9(z)

besitzen wir eine fiir z = 0 meromorphe Losung von (X)), die im all-
gemeinen den Punkt z = 0 als wesentlich singuldren Punkt hat, der eine
Haufungsstelle fiir die Pole ist.

4. Ubrig ist noch der oben ausgeschlossene Fall A(0)=0. Als
Vorbereitung betrachten wir das Beispiel A(z) = z, also die Gleichung

(4,1) Jolkz) = z fo(2) . k=1
Wird hier

Jolz) = Z Cn2"

n—= -—-0oo

eingesetzt, so erhilt man zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, die Glei-
chungen

an" - Cn—l .

Fiir ¢, =1 ergibt sich hieraus

Cn == "Ta+D -

2

Nun konnen wir schreiben

(4.2) Jo®) = fi2) + fo(2)
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WO

o) 2"
(4,3) L) = Y —aTy

n=290 T
und

d S Z_m

(4>4) j2(z) - Z —m(m—l) .

m=1f ~y

Die erste Reihe (4,3) definiert eine ganze Funktion, die der Gleichung
Silkz) = zfi(z) + 1
geniigt, wihrend die zweite Reihe eine der Gleichung

Jolkz) = zf3(2) — 1

geniigende ganze Funktion von — definiert. In der Summe (4,2) besitzen

wir also eine fiir z = 0, co regulire Losung der Gleichung (4.1).
In dem allgemeinen Falle, wo A(0)= 0. kann man die Gleichung
(Xy) in der Form

(4.5) Jkz) = 2" dy(2) f()

darstellen, wo A4,(0) # 0. Nach dem Obigen gibt jetzt der Ausdruck

(4.6) J(z) = Fy(2) 9(2) J" (2)

eine fiir z # 0, oo meromorphe Losung von (4,5). Weil gleiches fiir den
Fall A(0) = oo gilt, gelangt man zusammenfassend zu

Satz 3. Die spezielle homogene Gleichung (X,) besitzt stets eine in
der Form (4,6) darstellbare fiir z 2= 0, co meromorphe Losung, die im
Falle 4(0) = k™ im Nullpunkt reguldr ist und in diesem speziellen Fall bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt ist.

Zum Abschluss noch ein paar Bemerkungen.

Ist A(oc) = k", so existiert bei (X;) eine im Unendlichen regulire

1

Lésung, wie man durch Ausfithrung der Transformation 2’ = — bestdtigt.
2

In speziellen Fillen reduziert sich eine Losung von (X,) auf eine ratio-
nale Funktion. Ist ndmlich 7(z) eine beliebige rationale Funktion von
z, so kann diese als Losung der Gleichung (X,) angesehen werden, wo

r(kz)

r(2)

(2) =
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3. Die spezielle nichthomogene Gleichung

(X): flkz) = A(z) f(z) + B(z) , (k] < 1).

5. Zur Auflosung von (X) gehen wir mit Fatou von der unendlichen
Reihe

(5,1) Fz) = Zoé(k"z) |_ 0 {(k"2)
aus, wo

~ 1 ~

€)= 45 Be) =—B0)

und wir haben es mit einem Ausdruck zu tun, der unserer Gleichung (X)
formal geniigt.

Zur Untersuchung der Konvergenz von (5,1) betrachten wir dessen
allgemeines Glied. Unter der Annahme

A(0) = a, £ 0, B(0) = 0™
ist es bis auf einen endlichen Faktor asymptotisch gleich(a—) .
Ist nun o
(5,2) e < lag!

was stets fiir einen hinreichend grossen Wert von m gilt. so ist die Reihe
(5,1), wenigstens nach Verkiirzung, in jedem endlichen Bereich der 2-
Ebene gleichmiissig konvergent, und ihre Summe definiert dann eine mero-
morphe Losung der Gleichung (X).

Es soll nun im folgenden gezeigt werden, dass man unter der Annahme

(5,3) a, #= k* (n=20,1,2,...)

zur Bedingung (5,2) stets durch eine einfache Transformation gelangen kann.
Wir fithren zu diesem Zweck in (X) die Substitution

(5:4) fz) =g() + P(2)

ein, wo P(z) ein unbestimmtes Polynom bezeichnet. Die neue Funktion
g(z) geniigt dann einer Gleichung der Form (X), ndmlich

(5,5) glkz) = A(z) g(z) + B*(2) .
WO

(5,6) B#(z) = B(z) + A(z) P(z) — P(kz) .
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Es seien nun

die Entwicklungen der Koeffizienten von (X) im Nullpunkt, die dort als
regulir angenommen werden. Sei ferner

P =) pz
Fiir die Koeffizienten von
(5.7) B*:) = Y b
n=10

gelten dann Ausdriicke von der Form
b= (ay — K)pu + g .

wo allgemein ¢, eine ganze rationale Funktion von

Po>Prs---5Pn

bezeichnet. Unter der Annahme (5,3) kann man nun das Polvhom P(z)
so wihlen, dass beliebig viele unter seinen ersten Koeffizienten ver-
schwinden werden. Insbesondere kann man dadurch erreichen. dass die
Bedingung (5,2) fiir die Gleichung (5,5) gelten wird.

Wir haben somit den

Satz 4. Die Gleichung (X) hat unter der Bedingung «, = k" eine mero-
morphe Loésung, die dabei in der Form

J(&) =9 + Pi)

darstellbar ist als Summe einer durch die Reihe (5,1) darstellbaren Funk-
tion ¢(z) und des Polynoms P(z).

Zu bemerken ist, dass unsere Losung eindeutig bestimmt ist. Denn die
Differenz zweier Losungen wiirde einer homogenen Gleichung (X,) mit
ay # k" geniigen und im Nullpunkte reguldr sein, was unserem Satz 1
widerspricht.

6. Es sei nachher
(6,1) ay = k", (n = 0).

Wie oben kann man durch die Substitution (5,4) beliebig viele unter
den Koeffizienten von g(z) zum Verschwinden bringen, vom Koeffizienten
b* von 2* allerdings abgesehen.

Wir setzen nun

B(z) = Byz) + bz
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und ersetzen die gegebene Gleichung (X) durch das System
(6,2) F(kz) = A(z) F(z) + By(2), Jfolkz) = A(2) fy(2) + bz~

aus dessen Losungen eine Losung von (X) durch Addition erhalten werden
kann. Nach dem Obigen besitzt die erste Gleichung (6,2) eine durch die
Reihe (5,1) darstellbare meromorphe Loésung. Ferner ergibt sich aus der
zweiten Gleichung (6,2) durch die Substitution

by
Jolz) = T 2"g(z)
die Gleichung
(6.3) giz) — A(z) glz) - 1.

Es ist also tibrig, noch die Art der Losungen von (6,3) zu untersuchen.
Wir betrachten als Vorbereitung die spezielle Gleichung

(6,4) g(kz) = g(z) + 1,

welche eine Abelsche Gleichung (1,2) ist. Wird hier z = ¢' gesetzt, so be-
kommt man fiir die Funktion A(t) = g(¢') das Gleichungssystem

(6,5) h(t + 2m0) = h(t), b(t + @) = h(t) + 1, (o = log k)

fiir welches der vermittels der elliptischen (-Funktion gebildete Aus-
druck
h(t) = £(t) -+ Ct

eine Losung gibt. In der so erhaltenen Funktion
(6,6) g(z) = {(log 2) + Clog 2

haben wir eine Losung von (6,4), die meromorph ist ausserhalb der Punkte
z =0, o0, die Hdufungspunkte der Pole sind.
Eine einfachere Losung von (6,4) hat man in der Funktion

die allerdings nicht eindeutig ist.

7. Indem wir nachher zu der allgemeinen Gleichung (6,3) tibergehen,
schreiben wir diese in der Form

(7.1) P(z) f(kz) = Q) f(z) + P(2) ,

wo P(z) und @(z) Polynome bezeichnen und P(0) = @(0)= 1. Wir
setzen nun
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(7.2) &) = ¢()9@) .
wo ¢(z) aus
(7.3) P(z) g(kz) = Q(2) ¢(2)
bestimmt wird, und wir erhalten fiir g(z) die Gleichung
(7.4) g(kz) = g(z) + B(2) ,
wo
P(z
B = g

Nun ist die Gleichung (7,3) homogen, und nach Satz 2 besitzt sie eine mero-
morphe Losung, die im Nullpunkt regulér ist. und ¢(0) = 1. Zur Auflésung
von (7,4) schreiben wir g(z) als Summe

9(2) = 9o(2) — 6:(2)
zweier Fﬁnktionen, die bzw. den Gleichungen
(7.5) 9o(kz) = go2) + 1
(7.6) gi(kz) = ¢1(2) + By(z) . By(z) = B(z) — 1

geniigen. Die erste Gleichung (7,5) ist identisch mit der Abelschen (6.4).
Was die zweite (7,6) betrifft, so ist fiir sie unsere Bedingung (5,2). die sich
hier wegen B;(0) =0 auf |k| <1 reduziert, immer giiltig. Als Losung
hat ¢,(z) nach Nr. 5 eine im Nullpunkt reguldre, durch die Reihe (5.1)
darstellbare meromorphe Funktion. Wir haben damit eine Losung fiir unsere
Gleichung (7,1) gefunden, die meromorph fiir z £ 0, oo ist. Dabei ist
z = 0 als Haufungsstelle der Pole stets wesentlich singuldr. wahrend der
Punkt z = oo unter speziellen Bedingungen im Unendlichen reguldr sein
kann.

4. Die allgemeine homogene Gleichung

(Yo): JBR) = A(2) f(2) -

8. Es soll im folgenden gezeigt werden, dass es Losungen von (1Y)
gibt, welche in einem gegebenen Fixpunkt der durch

(8:1) 2= R(Z)

geleisteten Abbildung ein bestimmtes Verhalten aufweisen.
Man hat hier zwischen zwei wesentlich verschiedenen Féllen zu unter-
scheiden, je nachdem ob der betreffende Fixpunkt attraktiv oder repulsiv
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ist. Wird der Fixpunkt als Nullstelle von R(z) gewihlt, was keine Ein-
schrinkung bedeutet, so ist der Wert des Multiplikators % = R’(0) im
ersten Falle absolut < 1, im zweiten > 1.

L. Fall |k| < 1. Bekanntlich gibt es jetzt ein den Fixpunkt enthaltendes
Gebiet D, dessen Punkte bei der Iteration der Abbildung (8,1) gegen den
Fixpunkt konvergieren, also

lim R(z) = 0,
wo R.(z) die nte Iterierte von R(z) bezeichnet.
Angenommen, dass

A0) =a, + 0,
kann man setzen

Az)
) = ay 442) . ) = S (A(0) = 1)

und dementsprechend die Gleichung (Y;) durch das Gleichungspaar
(8,2) F(R(z)) = Ay(z) F(2)
(82) Jo(B(2) = ao fo(?)

ersetzen, aus deren Losungen eine Losung von (Y,) durch Multiplikation
erhalten wird:

(8.3) J() = F(2) folz) -
Nun gibt der in D konvergente Ausdruck

1 =
(8:4) 7 L Ao(Rn(2)) - Ry(z) = =

n=20

eine im Innern von D meromorphe Losung von (8,2), wobei der Rand C
von D fiir die Funktion F(z) eine natiirliche Grenze bildet, iiber welche
hinaus sie analytisch nicht fortgesetzt werden kann.

Zur Auflosung der zweiten Gleichung (8,2)' nehmen wir zuerst an, dass
a = k. Wir haben es dann mit einer Schréderschen Funktionalgleichung
zu tun, fiir welche die Koenigsche Funktion

R.(z)
k.n

(8.5) folz) = lim
n—- oo

eine Losung gibt, die bei endlichem Gebiet D in diesem regulir ist.
Es sei nachher ¢, eine beliebige Konstante = 0, 1. Indem wir die in
Nr. 3 definierte, fiir z # 0, co meromorphe Lisung #(z) der Gleichung
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(8,6) HNkz) = ay0(z)
einfiihren, bekommen wir durch Zusammensetzung die Funktion

(8,7) Fy(z) = 9(fo(2)) ,

welche offenbar unserer Gleichung (8,2)" geniigt. Die so erhaltene Funktion
ist zwar in D eindeutig, nicht aber meromorph, denn sie hat die in D
liegenden durch die Iteration der zu (8.1) inversen Operation erhaltenen
Bildpunkte des Nullpunktes, welche bekanntlich jeden Punkt des Randes
¢ als Hiufungsstelle haben, als wesentlich singulire Punkte. Im Spezial-
falle @ = k*, wo 9(z) = 2", ist F(z) allerdings in D meromorph.

Zusammenfassend konnen wir nun den folgenden Satz aufstellen.

Satz 6. Die homogene Gleichung (Y,) hat fiir jeden attraktiven Fix-
punkt der Abbildung (8.1) eine Losung, die im zugehorigen Attraktions-
gebiet D eindeutig ist. Sie ist dort meromorph. wenn « = k"

9. Fall |k > 1. Wir beginnen mit dem Spezialfall A(z) = «. Aus der
zugehorigen Gleichung

(9.1) Y(R(z)) = ay(z)

ergibt sich durch Ubergang zur inversen Funktion z = ¢(f) von 1= y(2)
die Gleichung

(9.2) glat) = R(g(?)) ,

d.h. die Funktion ¢(t) besitzt ein rationales Multiplikationstheorem.

Es sei zuerst @ = k. Nach Poincaré besitzt dann (9.2) eine bis auf die
Transformation ¢t bestimmte meromorphe, im Falle eines Polynoms
R(z) eine ganze Losung, die im Nullpunkt regulidr und gleich null ist. In
der inversen Funktion ¢ = y(z) haben wir dann eine im allgemeinen unend-
lich vieldeutige Losung von (9,1), die in einer Umgebung des Nullpunktes
regulér ist.

Im allgemeinen, von Picard untersuchten Falle kann eine Lésung von
(9,1) offenbar aus

(9,3) J(z) = 9(v(2))
erhalten werden, wo §(z) die friiher eingefithrte Losung von (8.6) bezeich-
net. Unsere Funktion (9.3), die in einer Umgebung des Punktes z =0

eindeutig ist, hat diesen Punkt im allgemeinen als wesentlich singuldren
Punkt. Eine Ausnahme findet in der Tat nur im Falle « = k™ statt, wo
() = y"(2).

Indem wir nachher zum allgemeinen Fall iibergehen, bilden wir die
Funktion
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(9.4) F(t) = fle)

durch Zusammensetzung aus der gesuchten Losung f(z) von (Y,) und
der Poincaréschen Funktion ¢(f). Es gilt dann

F(kt) = f(g(kt)) = A(p(1) f((1)) »
d.h. die Funktion F() ist eine Losung der speziellen homogenen Gleichung
(9.5) F(kt) = A@) F0).

wo jetzt

eine im allgemeinen transzendente, im Nullpunkt ¢ = 0 regulidre Funktion

bezeichnet, fir welche fI(O) = A(0) gilt. In der zusammengesetzten
Funktion

(9,6) fz) = F(y(2)
besitzen wir dann eine im allgemeinen unendlich vieldeutige Losung der
gegebenen homogenen Gleichung, die in einer Umgebung des im allgemeinen
wesentlich singuldren repulsiven Fixpunktes eindeutig ist.
10. Als Beispiel betrachten wir die Gleichung
1
(10>1) .f(42(1 - Z)) == 1__ 2 f(z) ’

welche die hypergeometrische Funktion

fz) = F(1,1; 3/2, 2)

>

z— X
als Losung hat. Durch die Substitution z = geht (10,1) in die
Gleichung
2
(10,2) gla* —2) = — g(@)
iiber, wo

und k£ =4 fur den attraktiven Fixpunkt x = 2 ist. Durch Auflésung
der zugehorigen Poincaréschen Gleichung

plat) = g2(t) — 2
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ergibt sich ¢(t) = 2 cos vVt und die entsprechende Gleichung (9,5):

F(4t) = ! 7= F()

COoSs \/

Vit
hat die Losung F(t) = — \/—_ Nach Ausfithrung der Rechnungen
sin Vit

bekommt man zuerst

arc cos -
glx) = e
4
und schliesslich
arc cos (I — 2z)
&) = —
2Vz — 22

als Losung von (10,1).

5. Die allgemeine nichthomogene Gleichung

(Y): [(B(z)) = A(2) f(z) + B(z) .

11. Man hat hier wie im homogenen Falle zwischen zwei verschiedeaen
Fillen zu unterscheiden.

I. Fall: |k| < 1. Wir bilden wie bei den speziellen Gleichungen mit
Fatou den Ausdruck

(1) 16) = 3 Ben) TT 4G
WO
A ! B B(z), 2. = Ru(z
(Z) - A(Z) ) (2) - (Z) s An "(N)

welcher der Gleichung (Y) formal geniigt. Wie im speziellen Falle R(z) =
kz kann man auch jetzt zeigen, dass die Reihe (11,1) unter der Bedingung

A(0) =k (n=20,1,2,...)

in jedem zum Attraktionsgebiet D des Fixpunktes gehorigen Bereich,
ev. nach Verkiirzung, gleichméssig konvergent wird, wenigstens nachdem

f(z) durch
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9(z) = f(z) — P(z)
ersetzt wird, wo P(z) ein geeignet gewiihltes Polynom bezeichnet. Aus
(11.2) f@) = g(z) + P(z)

geht aber hervor, dass die so erhaltene Losung eine im Gebiet D mero-
morphe Funktion ist.

Weil im Falle A(0) = k" Entsprechendes gilt wie bei den speziellen
Gleichungen, kann man die Richtigkeit des folgenden Satzes bestétigen.

Satz 7. Fiir jeden attraktiven Fixpunkt der Abbildung (8,1) gibt es
im allgemeinen Falle A(0) # k" eine eindeutig bestimmte, im zugehdrigen
Attraktionsgebiet meromorphe Lésung, welche dann als Summe der Fa-
touschen Reihe (11,1) und eines Polynoms darstellbar ist. Im Falle A0) =
k" existieren in dem im Fixpunkte punktierten Gebiet I meromorphe
Lésungen, die im allzemeinen den Fixpunkt als Haufungspunkt von Polen
haben.

12. Fall [k| > 1. Wir bilden wie im homogenen Falle die Funktion
(12,1) I(t) = flo(t))

durch Zusammensetzung aus einer Lésung von (1) und der Poincaréschen
Funktion ¢(t). Unsere Funktion F(f) geniigt jetzt der Gleichung

(12,2) F(kt) = A*(t) F(t) - B*(t),

WO

AX(t) = A(g(t)) . BX(t) = B(g(1))
meromorphe Funktionen von ¢ bezeichnen, die den Anfangsbedingungen

A*(0) = A(0) , B*(0) = B(0)
genligen.
Es sei zuerst A4(0) # k*. Nach Satz 4 hat die Gleichung (12,2) als Lo-
sung eine meromorphe Funktion. Aus

(12,3) f(z) = F(y(z))

ergibt sich nun als Losung der Gleichung (Y) eine analytische Funktion,
die wie y(z) im allgemeinen unendlich vieldeutig ist und die in einer
Umgebung des Fixpunktes regulir ist.
Dasselbe gilt noch im speziellen Falle A4(0) = k" mit dem Unterschied,
dass der Fixpunkt ein wesentlich singulirer Punkt der Funktion f(z) ist.
Als Beispiel betrachten wir die allgemeine Abelsche Gleichung

(12,4) J(RB() = flz) + 1.
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Weil die zugehorige Gleichung (12,2) den Ausdruck
F(kt)y=F(t)+ 1

hat, kann ihre Losung in der Form
F(t) = Z(t) + Ct

vermittels der elliptischen ¢-Funktion dargestellt werden. Hieraus ergibt
sich fiir die Gleichung (12,4) eine Losung von der Form

(12,5) fz) = L) + Cp) -

Im Falle |k| < 1 ist hier u(z) die Koenigsche Funktion (8,5), und der
Ausdruck (12,5) definiert eine im Attraktionsgebiet eindeutige Funktion,
die ausserhalb des Fixpunktes meromorph ist.

Im Falle |k| > 1, wo y(z) die inverse Funktion der Poincaréschen
¢-Funktion ist, gibt der Ausdruck (12,5) eine im allgemeinen unendlich
vieldeutige Funktion, die in einer Umgebung des im allgemeinen wesentlich
singuliren Fixpunktes meromorph ist.
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