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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Sturm-Liouville-Probleme der Form
(1) —u' +qx)u = Au, 0<2x <o,
q(x) reell,  g(x) € C(0, ),

betrachtet. Ist g¢(x) zum Beispiel an der Stelle = = 0 stetig und fir
alle x nach unten beschrinkt, also ¢(zr) = ¢, > — o fir x €[0, ),
so ist fiur jedes « €[0,n) der Operator A = — d*da? 4 q(x) im
Teilraum

u(z) , w'(x) totalstetig,

(IT) D(A): cos ¢ w(0) — sina %'(0) = 0,
w, —u' +qu € Ly0, o)

des Hilbertsraumes Ly(0, oo) selbstadjungiert. Der unterhalb der Zahl
Jo = liminfg(x) gelegene Teil des Spektrums von A4 ist diskret, ndm-

X —> 0

lich er besteht aus einer abzdhlbaren (moglicherweise auch endlichen oder
leeren) Menge einfacher Eigenwerte A, <, << A3 <...<<4,, die sich
nur bei 2, hédufen koénnen'). Man definiert N(1) fiur 2 < 4, als die
Anzabhl der Eigenwerte unterhalb 1. Ist 4, Hé&ufungspunkt von Eigen-
werten, so strebt N(1) gegen oo fir A-—> 1, —, und es soll ein
asymptotischer Ausdruck fiir N(1) angegeben werden. Es ist bekannt,
dass unter gewissen Voraussetzungen die Formel

1
(I11) N(1) ~ - /() —q@)de  fir 21— 2 —
0

gilt. Hierin ist (l — q(x))+ = max {0, — q(x)} gesetzt. Im Falle
o = oo ist diese Formel seit langem bekannt; sie gilt z. B. wenn ¢(x)
von einer Stelle x, an monoton wichst und wenn 23¢'(x) mit =
gegen oo strebt2). Im Falle 2, << co kann man ohne Beschrinkung

1) Weyl [8], Kap. IV.
2) Hartman [2]; vgl. auch [6], Theorem 7.4.
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der Allgemeinheit 1, = 0 annehmen?). Nach J. Lanke?) gilt dann die
asymptotische Formel (III), wenn fiir « = 2, > 0 die folgenden Voraus-
setzungen erfiillt sind:

(1) ¢(x) wéchst monoton,

o o o
x2a‘-=Q(x)§—wzﬂ

. a (2 — a)

mit 01>0,62>0,0<a§ﬂ<m(§1).

Der Beweis von Lanke beruht auf einer Vergleichsmethode und der
Approximation von ¢(x) durch Treppenfunktionen, wihrend die Beweise
im Falle A, = oo meist von folgender Tatsache Gebrauch machen: Fiir
A <% hat die durch ¢(0) =sina, ¢'(0)= cosea definierte Losung
@(x , A) der Dgl. (I), welche also der Randbedingung in (II) geniigt, genau
N(2) Nullstellen in (0, o0)3). Dies gilt natiirlich auch im Falle 1, << .

Die angegebene asymptotische Formel versagt, wenn

C
q(x):—m, c>0,

gesetzt wird ¢), denn in diesem Falle gilt
/(l——q(x))fdxe o  fir -0 —,
0

wihrend N(A) fir ¢ < 1/4 beschrankt bleibt; dies folgt leicht aus der
Tatsache, dass die Dgl. — «'" 4+ qu = 0 nicht oszillatorisch ist, und
dass ¢(x, A1) genau N(A) Nullstellen hat. Fir ¢ > 1/4 gilt N(1)—> o
fir 2—0 — 7). Es liegt nahe, das Versagen der Formel (III) dadurch
zu korrigieren, dass man die rechte Seite durch den Ausdruck

e}

1 1 \1/2
I(2) = ;/().—q(r) — 4x2)+ dx

ersetzt. In dem genannten Spezialfall erhdlt man dann [I(1) =0, falls
¢ =< 1/4. Tatsichlich ist die Formel

3) Man ersetze gq(x) durch g¢(x) — 4,.

4) Lanke [3]; vgl. auch de Wet und Mandl [7].
5) Siehe z. B. Titchmarsh [6], Chap. V.

% Vgl. die Bemerkung in [3], S. 77.

7) Vgl. das zweite Beispiel in § 3.
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N() ~ I(3)  fiir A—Jy —

unter geringeren Voraussetzungen beweisbar als die alte Formel (III); dies
wird in § 1 dieser Arbeit fiir 2y =0 wund fir 2= o durchgefiihrt.
Sie hat ausserdem den Vorteil, auch noch fiir gewisse Funktionen g¢(x)
mit singuldrem Verhalten bei x — 0 richtig zu bleiben, wie in § 2 gezeigt
werden soll. Der § 3 bringt zwei Beispiele, welche zeigen, dass man unter
weiteren Voraussetzungen iiber g¢(x) sogar

N(@2) = I(A) 4+ 0(1)  fir A—> 71 —

erwarten darf. Diese Formel wird in § 4 fiir Funktionen g¢(z) ~ — ¢/2*
mit 0<e<1l, ¢>0 und in §5 fir e¢=1, ¢ > 1/4 unter
einigen zusétzlichen Voraussetzungen bewiesen.

§ 1. Beweis der Formel
Wichtigstes Hilfsmittel des Beweises ist das folgende
Lemma 1.8) Sei Q(x) eine positive, stetige Funktion von beschrinkter

Schwankung in [x;,x,] und n die Zahl der Nullstellen einer reellen
Lésung der Dgl. " + Q*x)u = 0 im offenen Intervall (x,,x,). Dann

gilt
o
In-— . Q(z) dx

Es wird zunéchst der Fall 4, = 0 behandelt.
Satz 1. Sei g(x) € C[0, w0); fir x=xy>0 sei

1 [laew)
2 Q=)

1

=1+

1
p) = q@) +
monoton wachsend und strebe gegen Null fir x— oo. Sei b(l) fir
() << A2 <0 als Losung der Gleichung p(b) = 2 definiert. Dann gilt

N() = I(2) + O(log b(2)) ~ fur 2—>0 — .

Beweis. Das Intervall (0, co) wird durch =z, und b(4) in drei
Teile geteilt. In jedem Teilintervall wird die Anzahl der Nullstellen der
durch ¢(0) = sina, ¢'(0) = cose definierten Losung ¢z, ) der
Dgl. (I) abgeschétzt.

(1) Fir 0<ax=wx ist die Anzahl n,(1) der Nullstellen von

8) Hartman [2]; vgl. Titchmarsh [6], S. 146.
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@@, ) fir 2 <0 nach dem Vergleichs-Satz von Sturm ) nicht grosser
als n,(0); ferner ist

1 0 1 Xo
— ;/(/’L —p(a,)):{Z dx < ;/(— q(x) 12 dx
o i

beschrinkt und daher n,(1) = Iy (1) + 0(1) fiir 2—0—.
(2) Fir x) <z <b(A) sei ny(A) die Anzahl der Nullstellen von

px, ). Sei pr) <A< 0; dann ist
1 1
h—q) = A—p@) + s =5 > 0
und 1 — g(x) ist monoton fallend im Intervall [z,,b(4)]. Mit @Q(z)
= v/ 7—_q—(—x—) folgt aus Lemma 1

b

b
1 N 1 —d
%ng(l)— /V?—q da:\glﬁ-—— —ﬂ@

7 2x ()

%o

B Vi _ |
SRR T e

log [2b(4) V — q(x,)] -

Weiter ist

p@) — q(x)
— _ de — 1
/{Va g@) — Vi — px)ydw = /w Yy el
b

%o

b
</dx 1l (2)
= 20 2 08 @,

*o

b
| Y
= —/ \//'.—p(x)dl
n .
erhilt man also

ny(1) = Iy(2) + 0(log b(/'.)) fir 7—0 — .

(8) Fir x=0b(2) ist 1—gqx) = 1/(427); nach dem Vergleichs-
Satz von Sturm ®) hat ¢(z,7) in diesem Intervall hochstens eine Null-
stelle mehr als jede Losung der Dgl.

1

4 x?

A v =0,

also hochstens zwei. Es gilt also n3(1) = 2

9) Vgl. Titchmarsh [6], S. 107.
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(4) Setzt man die Ergebnisse (1), (2) und (3) zusammen, so erhélt man
wegen N(1) = ny(4) + ny(A) + ng(A) und wegen I(A) = I,(1) + I,(4)
die Behauptung.

Die Formel N(2) ~ I(2) folgt nun aus Satz 1, falls log b(1) = o(I(4))
ist. Dies ist sicher der Fall, wenn zusdtzlich die Ungleichungen

¢ Cy

g - T fir x =«
x % =0

mt ¢ >0,¢>0 und 0<ae=p <1 erfillt sind. Daraus folgt
nédmlich leicht

c \2a c 28
b(l) < (_I;L) und  I(2) = (_‘3)

mit einer positiven Konstanten c¢;. Die untere Schranke fiir ¢(x) kann
man aber noch wesentlich verkleinern, denn man braucht ja nur

1-p
log b(4) = o <<t17) - )

—28
—p) = — 2 = o((log b)'~#)

fir A—0 — d.h.fiir 56— oo zu fordern; wegen — p(x) < — g(x) erhilt
man schliesslich:

Satz 1a. gq(x) geniige den Voraussetzungen von Satz 1, und es gelte
ausserdem  q(x) = — cyfx™ fur x =wx, mit Konstanten c,> 0 und
0<f <1, sowie

oder

—24

—q(x) = o[(logz)'"*]  fir x— oo.

Dann gilt die asymptotische Formel N(1) ~ I(2) fir A—0 —.
Fir =1 und ¢, > 1/4 versagt der obige Schluss. Sei z. B.

@) = ———, u>0,
(1 4 )

1
so gilt 1(3) ~ ¢log— und b(i) = Vﬁ_j.

lerterm und I(1) gleiche Grossenordnung haben. Der Satz 1 liefert

— 1, sodass der Feh-

1
— ;>. Tatséchlich gilt fiir dieses Beispiel

hier also nur N(1) = 0<log
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dennoch die asymptotische Formel, sogar mit beschrinktem Fehlerglied,
wie in § 3 gezeigt wird.

Es werde nun der Fall A, = oo betrachtet.

Satz 2. Sei q(x) €C[0, w); fir x=xy>0 sei

@) = 4@) + 5
monoton wachsend und strebe gegen oo fir x— co. Mit b(1) wie in
Satz 1 gilt dann

N(2) = I1(2) + O(log [V2ib)])  fur 2— .

Beweis. Es wird wie bei Satz 1 die Teilung des Intervalls durch =,
und b(4) verwendet und die Zahl der Nullstellen von ¢(x, ) in den
Teilintervallen mit den entsprechenden Beitrdgen zum Integral I(2)

verglichen.
(1) Die Anzahl der Nullstellen von ¢z, 4) in (0,z,] ist

o)

ny(A) = VA+0(Q1)  fir A—> .

v

Dies folgt aus bekannten asymptotischen Formeln). Weiter ist
@ = qx) =g fir 0=2 =2z, und daher liegt die Zahl

%o

1 1 1/2
I(4) = ;/(l——q(x)— 41’2)* dx

zwischen den beiden Zahlen

2 ] (% —ql')x% — 7

:——N/I—%—O(l) fir 2— oo .

Alsogilt ny(4) = I (1) + 0(1) fir 21— .
(2) Fir xz, <z <b(2) wird wie im Beweis von Satz 1 verfahren
und es ergibt sich

10)  Vgl. Titchmarsh [6], Lemma 1.7 (ii).
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1 - 1 b(2)
| ma(2) = Ly(2) | = 1 log [25() V2 — qlay) | 4 5 _log= ~

—= O(log [V 2 b(2)]) .

(3) Fir =z =b(4) erhdlt man ng(d) =2 wie bei Satz 1. Damit
ist der Satz bewiesen.

Die Formel N(A) ~ [(A) folgt aus Satz 2, falls log [\/7 b(A)] = o(l(l))
ist. Um Bedingungen hierfiir zu finden, schitzt man (1) wie folgt ab:

2] b,i)' —% W
/\/ z)de = L V/ —p<b(~>>

T

eli-'

2:275 2

4

=

(l)
2) 11/ % <z )
=
falls 1 gross genug ist. Sei nun g¢(x) = ¢, (logz)* fir =2 mit
¢, > 0. Daraus folgt
J = pb) = qb) = ¢, (log b

und schliesslich

log [\/76().)] < logV 1+ l/ci <V A
4

— (A
= 0(\/ M(E)) = o(I(%)).
Damit hat man:

Satz 2a. q(x) geniige den Voraussetzungen von Satz 2, und es gelte aus-
serdem q(x) = ¢ (log ) fir =2 mit ¢ > 0. Dann gilt N(A) ~ I(A)
far A— .

§ 2. Koeffizienten ¢q(x) mit Singularitit bei x =0

Es soll nun gezeigt werden, dass gewisse Singularitdten der Funktion
g(x) bei z =0 die Giiltigkeit der asymptotischen Formel nicht auf-
heben. Wenn ¢(z) bei x = 0 singuldr ist, existieren die Randwerte
u(0), «'(0) der Losungen der Dgl. (I) im allgemeinen nicht mehr, und die
Randbedingung in (IT) wird sinnlos. Wie H. Weyl1!) gezeigt hat, ist eine

1y Weyl [8].
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Randbedingung iiberfliissig, falls bei o = 0 der Grenzpunktfall vorliegt.
Dann ist 4 = — d?/d2? 4+ q(x) in dem Definitionsbereich

’

u, u' totalstetig,
D(A) :
u, —u' +qu € Ly0, )

selbstadjungiert. Liegt bei x = 0 der Grenzkreisfall vor, so ist eine
Randbedingung der Form

lim { w(x)v'(x) —uw'(r)v(x)} = 0

x—>0+
zu stellen, wo w(z) eine reelle Losung der Dgl. — v 4+ gv = 0 ist.
Nach J. Berkowitz 12) ist der unterhalb von 1, gelegene Teil des Spektrums
von A genau dann diskret, wenn die Dgl. (I) fir 2 << 4, bei =0
nicht oszillatorisch ist, d.h. wenn 0 nicht H&éufungspunkt von Null-
stellen einer Losung der Dgl. sein kann.

Die Beweismethode ist im vorliegenden Fall dieselbe wie vorher. Es sei
@(x , ) eine reelle Losung der Dgl. (I), welche »links in  D(4) liegt» und
irgendwie normiert ist, d.h. es sei im Grenzpunktfall ¢(x, 1) iiber
(0, 1) quadratisch integrierbar und im Grenzkreisfall geniige ¢(x, 2)
der Randbedingung. Als Normierung kann man etwa

1
/|<p(x,2)§2dx =1
0

wihlen. Dann ist wie im regulidren Fall N(A) gleich der Zahl der Null-
stellen von ¢z, ) in (0, c)). Zunidchst wird wieder der Fall 4, =0
behandelt.

Satz 3. Sei q(x) € C(0, ©); es gelte:

1
(1) p) = qx) + 12 wiichst monoton fiir x = xy >0 und p(x)—0
fur x— oo.

(2) /(— p(x))lf de < .

(3) Die Dgl. — " +qv = 0 st bei x =0 nicht oszillatorisch.

Dann gilt N(i) = I(4) + O(log b(2)) far 7—0 —.

Beweis. (1) Im Intervall 0 <z <z, ist die Zahl n,(4) der Null-
stellen von ¢(z, 2) nach dem Vergleichs-Satz von Sturm °) nicht grosser
als n,(0), und dies ist endlich wegen Voraussetzung (3). Ferner ist

12)  Berkowitz [1], Theorem 4.5.
) Es geniigt zu wissen, dass |n(d) — N(4)| = 2 ist; das folgt aus [1], Theo-
rems 4.1 und 4.3.
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/(l — @) de = l/(—p(w))lf dr < o

nach Voraussetzung (2). Also gilt n,(1) = I;(A) 4+ O(1) fir 1—0—.
Die Schritte (2) und (3) unterscheiden sich nicht von den entsprechenden
Schritten im Beweis von Satz 1.

Ergiinzt man die Voraussetzungen von Satz 3 durch Wachstumsbeschréin-
kungen fiir ¢(x) wie in Satz la, so folgt die Giiltigkeit der Formel
N(A) ~ I(2) fir 2—0 — wie dort.

Ein édhnliches Resultat gilt im Fall 1, = co.

Satz 4. Sei q(zx) € C(0, ) ; es gelte:

=

=

z
I

q(x) +

wichst monoton fir x =xy> 0.

4 x 2
(2) qx) = ¢ (logx fir x>2 mit ¢>0.
3) pk) = fz'lr x =z, mit ¢ >0.
Dann gilt N(A) ) fir i—>oc.
Beweis. (1) “ egen
. - c 1
/_Q(x) = /*_x_;"f_ 4 22

ist nach dem Sturmschen Vergleichs-Satz n,(1) hochstens um 1 grosser
als die Zahl der Nullstellen einer beliebigen reellen Losung der Dgl.
v +<A+ - 412)0 =0
in (0,z,]. FEine solche Losung ist
M@ V i) ¢
“Vaeivi T 2V

worin M, (z) eine konfluente hypergeometrische Funktion bedeutet4).
Aus der Reihenentwicklung von M, (z) bei z =0 folgt

v(@, ) =

v@,2) =Va{l+O0@)}
fir z—0+4,

v, 1) = {1+ 0@)}

1
24 x
sodass fiir beliebige 4, A° die Formel

lim {v@, A)v'(@, ) —v(,)v,A)} =0

x>0+

14)  Siehe Magnus—Oberhettinger [4], Kap. VI, § 2.
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gilt. Mit Hilfe der Schlussweise, die man im Beweis des Sturmschen Ver-
gleichs-Satzes anwendet, zeigt man nun, dass die Nullstellen von wv(x , 1)
monoton abnehmende Funktionen von 1 sind. Also ist die Zahl m(A)
der Nullstellen von w(x, 1) in (0,z,] gleich m(0) plus der Zahl der
Nullstellen von v(z,, ') im Intervall 0 < 2’ < 1. Mit Hilfe der Formel

g Wz,O(Z) W_z,o(_ 2) l

(i) pEoa)

worin W, (z) die Whittakersche Funktion bedeutet, und mit Hilfe der
asymptotischen Entwicklung der Whittakerschen Funktion erhilt man

M, (=) =

3ac

v(xy, A) = ——i;/z—sin[x/ax ' c410 (2\///Tx)]ll—l—0<—i—>l
v Va0 EREERVF I | A VEY/

’

x _
fir 21— o0 und daraus m(l) = 70\/ A+ 0(1) fiir 12— oo . Also ist

ny(2) g%x/%rou) fir 21— oo .

Ferner ist

%o

1 C’ 1/2 96'0 -
L) = — l+;+dx=—;\/1+0(l),
0

und es folgt ny(2) = I,(A) + OV 4) fir 2—>oo.

Teil (2) und (3) des Beweises sind identisch mit Teil (2) und (3) des
Beweises von Satz 2.

(4) Insgesamt hat man nun, indem man die Ergebnisse von (1), (2) und
(3) zusammensetzt

N(2) = I(3) + O(V 2) + 0 (log [V 7. b(2)]) .
Bei Satz 2a wurde schon die Ungleichung

19/ (7
=y, ) )

hergeleitet; sie zeigt, dass V= o(I (/“.)) ist. Der andere Fehlerterm
wurde schon bei Satz 2a durch O(I ()»)) abgeschdtzt. Damit ist der Satz
bewiesen.

Es wire wiinschenswert, die Voraussetzung (3) in Satz 4 durch die Vor-
aussetzungen (2) und (3) von Satz 3 zu ersetzen. Wie aus dem obigen
Beweis unmittelbar zu sehen ist, wiirde es dazu geniigen, die Zahl der Null-

stellen von ¢z, 1) in (0,z, durch 0(\/ _l) abzuschédtzen.
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§ 3. Beispiele

Das erste Beispiel ist das wohlbekannte Problem des Wasserstoffatoms
aus der Quantenmechanik; hier ist
9 4 1
Q(x):—x7+_£’ QOg_Z’ 7, <0.
Diese Funktion geniigt den Voraussetzungen von Satz 3. Die Losungen
der Dgl. verhalten sich (fiir jedes komplexe 1) bei z =0 wie a° bzw.

1 1
x'7¢ mit o = STV ot sodass fiir ¢, = 3/4 der Grenzpunktfall,

fur ¢, < 3/4 der Grenzkreisfall vorliegt. Stellt man im Grenzkreisfall die
Randbedingung mit Hilfe der reellen Losung »(x) von — v’ +qv = 0,
die sich wie 2° verhilt (physikalische Randbedingung), so erhdlt man
bekanntlich fir alle ¢, die Eigenwerte
2
— 0
1"24(‘—{—1@—1)2’ n=12,3,....

Andererseits berechnet man leicht

und daraus folgt

Da N(4) und I(4) monoton nicht-abnehmende Funktionen sind, er-
hélt man hieraus die Ungleichung |N(1) — I(2)] < 3/2. Wihlt man im
Grenzkreisfall (also falls ¢, < 3/4) irgendeine andere Randbedingung bei
x =0, so gilt fiir die zugehorigen Eigenwerte 1, bzw. fiir die zuge-
horige Anzahlfunktion N’(2) die Ungleichung |N(1) — N'(A)] < 2 B)
und daher [N'(1) — I(4)| = 7/2. Fir jede Wahl der Randbedingung
gilt also die Formel

N() = I(2) +0Q1) fir A—>0—.

Ubrigens ist im vorliegenden Fall fiir ¢, =0 auch

1 — ¢ —
S VP dy = —— 4/
nﬂ/( Q(x))+ z 2v — 2 9

und somit
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(o0}

/(/1 —q(@)de + 0(1)  fiur 20—,

0

1

44

N(2)

wihrend fiir ¢, << 0 das Integral nicht existiert.
Als zweites Beispiel werde

@) = ————, p>0,

gewihlt; die Randbedingung sei « (0) == 0. Es gibt fiir A < 0 nur eine
quadratisch integrierbare Losung der Dgl., ndmlich

w@,d) = (L+ )P K, (V=2 (1 +a),
wo K, (z) die modifizierte Hankelfunktion bezeichnet ) ; 2 ist genau

dann ein Kigenwert, wenn u(0,1) = Ki_u(\/'— }.) = 0 ist. Daraus
folgt leicht die Beziehung

N(2) = %log + 0(1) fir 2—0—.

1
V=
Andererseits ergibt eine einfache Abschitzung des Integrals die asympto-
tische Formel

1
=4+ 0Q fir A—0 —
\/"")s. ()

und daher N(i) = I(A) + O(1) fir A-—>0—. Bei diesem Beispiel
ist tibrigens

1) = % log

1

V[ V“2 Ry 1
E/ (2 — q(@) P de = log ——=— 4+ 0(1).
0

7 vV =

und dies ist nicht ~ N(4) fir 2—0—.

§ 4. Die asymptotische Formel mit beschrinktem Restglied

Die Beispiele in § 3 machen es wahrscheinlich, dass man die Formel
N(A) = I(2) + 0(1) fir A-—>0— unter geeigneten Voraussetzungen
itber q(x) allgemein beweisen kann. In allen bisher bekannten Féllen
(mit 2, = oo) sind asymptotische Formeln mit beschrinktem Rest nur

15)  Siehe [4], Kap. IIL
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unter Voraussetzungen iiber ¢(z) und dessen erste und zweite Ableitung
gefunden worden. Man kommt durch Betrachtung des Beispiels

) = —27*, 0<e<l,

zu geeigneten Voraussetzungen. Hier ist ndmlich

Tatsédchlich ist es vorteilhafter, Voraussetzungen iiber

1

4 x?

plx) = q(®) +

zu machen; das Ergebnis lautet wie folgt:

Satz 5. Sei q(x) € O®(0, ©); es gelte

(1) plr) <0, p'@)>0, p'@)<0 fir x=x,>0.

(2) pE)—>0 fir x— 0.

— xp"@))
3) limsu < ; -] < 3.
(4) /(-— p@)fde < .
[

(5) — v +qv = 0 st bei x =0 mnicht oszillatorisch.

Dann gilt N() = I(A) + OQ1) fir 2—0—.

Bemerkung. Ist ausserdem ¢(x) € C[0, o) und ersetzt man in den
Voraussetzungen (1), (2) und (3) p, p’, p” durch ¢, ¢, ¢", so gilt
auch

NG = L A — q)) P dx + O(1) fir 1—0 — .
(4) ( q())* de + O(
no

Dies findet man leicht, indem man den folgenden Beweis geringfiigig ab-
dndert.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3 ist die Zahl der Nullstellen der
slinks in  D(4) liegenden» reellen Losung ¢(x, A1) der Dgl. (I) fiir
2 < 0 in verschiedenen Teilintervallen abzuschitzen; jedoch werden es
diesmal fiinf Teile sein, die durch die vier Punkte

z,  abA), bA), b

getrennt werden, wobei b(4) Losung der Gleichung p(b) = 4 ist. Die
Intervalle werden in der Reihenfolge von rechts nach links behandelt, so-
dass mit (5) zu beginnen ist.
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(5) Fir x =b(A) zeigt man wie im Beweis von Satz 1, dass die
Anzahl n4 (1) der Nullstellen von ¢(x, 1) hochstens 2 betragt.

(4) Fir g,b(A) = 2 < b(4) mit noch zu wihlendem ¢, <1 wird
die Vergleichsmethode von Langer angewandt!®), jedoch mit der Ab-
weichung, dass ¢(z) iiberall durch p(x) ersetzt wird. Es wird also
gesetzt

E@) = /\//1 — p(t) dt

und
v,(@) = (2 — p))~V* [ED) — E@)]'F T, (60) — £@))

worin J,(z) die Besselfunktion der Ordnung » bezeichnet. Die Funktion
v,(x) gentigt der Dgl.

v+ [ —q@) —y e, H]v = 0

mit

1 1 A— px 1 p''(x 5 ") |
%(x,l)=42+(v2—z) _p()z+“ p_() +_[ 11() ]

x [6() — é@)P 4 A—p@) 1612 — p(2)
Es wird sich zeigen, dass g, so gewéhlt werden kann, dass fiir 0,0 =2 <
die Ungleichungen yy(z, 1) < 0 und y;,(x, 1) = 0 gelten. Die Anzahl
ny(2) der Nullstellen von ¢(z, 1) geniigt dann nach dem Sturmschen
Vergleichs-Satz den Ungleichungen n4(4,1/2) — 1 = ny(A) = my(4,0) + 1,
wenn n,(A,v) die Anzahl der Nullstellen von wv,(x) in [0,b,b) be-
zeichnet. Nun ist aber

b
1 -
ny(A,v) = p. /\/7»—]?(:5) dx + O(1)

02b

fiir b(A)— o0, d.h. fir 2—0 —17), und daher gilt

b
| Y A
(i) = — / VvV — plx) de + 0(1).
’ 02 b
Zum Beweis der Abschitzungen fiir v, (z, ) setze man
p'(x) z p”(x)
P(x) = ——, A@Z) = — — .
@ =m0 T T e

Nach Voraussetzung (1) und (3) ist fiir = = 2,

16)  Vgl. Titchmarsh [5], Chap. VIL
17)  Siehe z. B. [5], S. 128.
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7 x 7 x 1
P, @) — p'(x) _ p()l >

p(b) —plx) (b —2)p'¥) ~b—x
und 0 < A(x) = A, mit einer geeigneten Konstanten A4, .
folgt

1 1 5
dypp(e, 1) = — — — A@) Py(x) + | Pix)
1 0 5
g“x—g—-—Pl(x)—%ZP;'(x)
5<P QAO)Z 11 A4
=\ Y e T s e

Seinun p'b = « < b, wo p' so nahe bei 1 gewdhlt sei, dass

o 4
> —
1—»o — 5 4
ist; dann ist
2 A, 2 4,
P~ =t
5 «x 5 x

und folglich y,p(x,4) = 0. Weiter gilt

p'(b) p'(b) — p'(x)
Pi@) = p(d) — p)  pb) — p(x)
B p'e)  plE)
(b —2)p'e*)  p'@)
_ 1 4,
=p_—a

und

Damit erhalt man

Damit
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) [ 2'(b) ]2 P (x) 5[ P’ () r
42— p) x)

Ay, ) = @) Ta—p@ T a1 p
1 , 9 2p'(Z) p” ()
= PO—y 5 e 09
1, 94@
= 5P +5— P b -2
_ 1 1 AO( b—x)( 1 Ao)
= oo T2 e\ boo @

Sei nun " b = x < b; dann ist

482y, 1) < L ! +3A(1+A)<——1—+A°)
0 ’ == (9//)2 (1_ 9//)2 2 Q// I—Q” Q” s

4

und dies ist =<0, wenn o'’ geniigend nahe bei 1 liegt. Mit
0, = max (o', 0") ist Teil (4) des Beweises nun vollstindig.

(8) Fir o,b(1) < x < 0,b(4) wird das Lemma 1 aus § 1 benutzt.
Ist mny(A) die Anzahl der Nullstellen von ¢(z, 1) in diesem Intervall,
so folgt aus Lemma 1

b

2 b o
S IS g 1 [ d@d
ing(}n)—;/‘\/A—q(ac)dac +4n/75?:)
b

vl

IA
|

i/\

47 16— x
o1b
J g1 Q?l
= 1+ log + (dy + 2) log — .
75] — 02 Qll
Ausserdem gilt 8)
02 b
1 %2
(V72— q@)—Vi—pa)lde = < log—
A 2 %
(4

und damit

18)  Vgl. Teil (2) des Beweises von Satz 1.
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5b
1 | S
Ny —/\/).—p(x)dx—}—O(l) fiir A—0 —

sonst aber beliebig gewdhlt wird
wird folgendes Lemma

wenn o, unabhingig von 2
(2) Fir 2 =2 < b(4) mit 2 =,

benutzt:
Lemma 2.1%) Se:

R ) j[ P’ () rl
x)) ]xz—f—l—p(x)%‘él A — p(x) ]

Rx /L :“(;u—

1

Rx, )| de < 6 < ——= ar A< A
|R(x , 4)] 2/ 3 J <
der Nullstellen einer reellen Lisung der Dgl

und
o1b

*1

dann gilt fir die Anzahl ny(A)
(1) in [x;, 0, 0] die Abschitzung

na(2) /\/z p)de + 0(1)  fir 1—0 —
Zur Anwendung des Lemmas muss man R(x, 1) abschiitzen; zu-
néchst ist offenbar
1 | A(x) 5 |
| | - . —12) " o Z p2
(B D = [ (A—p@)™" |+ P+ Pie)
mit den in Teil (4) definierten Funktionen
1 A,
Ax) < A4, und P(x) < PR + aE
Fir zy < x < o, b ist aber
1 oo 1
b—x = 1—p a
und daher
Rz, 2)| = ¢
X, Yy
2V ) — p(x)
mit
%) Man erhdlt es aus einem Lemma in [5], S. 131, indem man iiberall g¢(x)
ersetzt.

durch p(x)
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Man kann nun , so gross und o, so klein wihlen, dass eine Zahl
B <1 existiert, mit der

1
0——{1+ +A§+ [

2
P,(x) = —xﬂ— fir x, <z < 0, 0(4)

gilt. TIst das bewiesen, so folgt mit z, = ; = * = 0, 0(4)

A — p(ay) x
/Pl(t)dt = log A—p(ﬁ = 2Blog—;1—

und daraus

z \f
4 — p(x)]—l/z < [A— p(xl)]_l’/z (x_l>

sowie

z, \}
2 — p(x1)]_1/2 =[— P(xz)]_l 2( )

Ty

durch Ersetzung von z,z; durch =;,w,. Mit Hilfe dieser beiden Un-
gleichungen erhilt man schliesslich fir 2 = 4" > p(w)

o1 b ﬂ o1 b
Cxy
|R(z, )| d \/——1—— 22 du
C Cxy#

P

= ——— S —
(=B aVi—p) — 1=V —p@)
Also kann man z; unabhingig von 1 so wihlen, dass das Integral

nicht grosser als o6 << 1/(2 V'2) wird.
Zum Beweis der Abschitzung fiir P,(z) kann man Gebrauch von
einer Dgl. fiir P,(x) machen. Es gilt

, P (@) P P
P = T L —p(x)]
oder
pop_29p
x

Nach Voraussetzung (3) kann man z, so wihlen, dass A(x) < 2a +1
fir = 2, mit 0<a <1 gilt. Es liegt nahe, P, mit Hilfe der
Losung @, der Dgl.
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, 2 4+ 1
Ql: QE_—%Q/

X

zu vergleichen, wobei @,(x;) = P,(x;) sei mit x; = g;b6(A) und mit
einer festen Zahl ¢; < 1. Es folgt dann

Pix) = Q,(x) fir x, < @ <.

Denn mit D, = P, — @, gilt

, A(x) 2a+ 1
D;. = Pi”QE"TP;.+TQ;.
2+ 1
> P;Z.“"Qi“'—x‘“(P).—Q;.)
241
= DA<P1+Q1_T>-

Also ist Dy(xy) =0, Dj(x)> 0, folglich D,(x) <0 fir o < z
und 2« mnahe genug bei x;. Gédbe eseinen Punkt z mit D,(z)> 0,
so auch eine Nullstelle & von D, mit D) <0 im Widerspruch
zur oben hergeleiteten Ungleichung D;(&) > 0. Man berechnet leicht

2«
Q;(x) = ll (1 2a>(x)2a|’
Acl B B B, 3 l
worin B, = x3Q),(x;) gesetzt ist. Nun ist aber
03
B, = 03b P;(030) = 1, + 4, = B
. <3
und folglich fir =z, < « =< b =< 036
2a
Pi(z) = [ ( 2“)<Q1>2H]'
eyl —(1— ) (=%
I B 93 [

Waihlt man nun o, klein genug, so ist P,(x) < 2f/x mit B < 1 fiir
2y, = v = g9, b(1), wie behauptet.

(1) Im Intervall 0 <<a <<a; ist der Beweis genau wie bei Satz 3 zu
filhren. Die Zahl der Nullstellen von ¢(xz, 1) und das Integral

;lt—/(l — p()) de

sind beide fiir 1 <0 Dbeschriankt.
Zusammensetzung der Ergebnisse (1) bis (5) ergibt die Behauptung.
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§ 5. Der Fall p(x) ~ — c/x?

In diesem Fall muss man etwas mehr iiber p(z) voraussetzen. KEs
handelt sich in gewissem Sinne um einen Grenzfall, was sich auch darin
zeigt, dass eine Formel (III) mit beschrinktem Rest nicht mehr gelten kann.
Das sieht man aus dem zweiten Beispiel in § 3.

Satz 8. Sei q(x) € CP(0, ©); es gele

M) Pa) = — {1+ @),
2¢

p’(.l) = 23 { 1 + 81(11) } ’
6¢c

P@) = — 1+ @)

fir x=xy>0 mit ¢>0 und mit e(x)—>0 fir x— oo sowie mit

(2) / (— p@) dv < .
0

(3) Die Dgl. — " 4+ qv = 0 st bei x =0 nicht oszillatorisch.

Dann gilt N(1) = I(2) +0Q1) fir A—0—.

Beweis. Es wird dieselbe Teilung des Intervalls
Beweis von Satz 5 vorgenommen, und Teile (1), (3), (4) und (5) dieses Beweises
kénnen unverindert iibernommen werden. Teil (2) muss gedndert werden,
da im vorliegenden Fall A(z)—3 fir a— o gilt. Wie dort ist zu
zeigen, dass fiir die Funktion

(0, 0) wie im

1 L)1 P (@) 5[ p'(x) P
R(x, 1) = Z(Z — p(@)) 1’215 + ~ @) + Z[/‘. _p(x)} |
die Abschétzung
1

o b
/]R(x,l)]dx =0 < 2V 3

gilt, falls =z, und g, unabhéngig von 1 geeignet gewéhlt werden.
Es ist

(1 — p@) + 2 (7 — p@) p"(@) + - [P/ @)P 22
4

R, 1) =
@4 422 (2 — p))**
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Es sei x, so gewihlt, dass |a(x)] < 1/4 fir 2 = z, erfillt ist;

ferner sei g3 < 1/\/3; dann gilt fir 2, < 2 < o, = g,b
A —p) = pb) — p)

¢ | x? |
= 2|1t e - F(l —!—eo(b))l
c |3 5 .1 c
S P ey
Damit wird
|R(x . 2)|
\/53&'3 1 5 ’ 12 E
S g | PP@) =2 pl) pt(@) + L P [P @) + Aa?p”(2) — 2 Ap(a) + 22|

V2
7 1(1 + (@) — 6 (1 + (@) (1 + e2(®)) + 5 (1 + &(x))?
o A a? 22 24

(4 + es@) — 2a(e)) + =5

V2 15<x>2J_ 25 <x>4|[ C

<T -\ —\\
= Vel W5\ g\

mit Benutzung der Ungleichung |i| =< 5¢/(4%?) und mit

&) = |&5(x) — 4 gy(x) — 6 £5(x) — 6 £5(@) ea(x) + 10 &5(2) + 5 X(2)]
5 45 15
= 1 leo(@)] + e ley(x)| + Y les()]
Nun ist nach Voraussetzung

o]

/53(x) iz < o
x

%o

und daher mit x, < z;, < 0,6 < g3b

<3
ob
& 15 25 |

/ 2 3 (x) 2:
/iR(x,A)[dxg ]/:l/ " dx + 1 Qf—*r%z*g‘fl:

*1

dies ist kleiner als 1/(24/2), wenn @, geniigend gross und p, ge-
niigend klein gewdhlt werden. Damit ist der Beweis vollstindig.

Universitdt Heidelberg, Deutschland
und
Aarhus Universitet, Danmark
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