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Einleitung

l. zweck der vorliegenden Arbeit ist es, gewisse in unseren frtiheren
Arbeiten fiir die rteration der quadratischen polynome und Binome ent-
wickelte Sätze auf allgemeine Polynome mit reellen Koeffizienten zu iiber-
tragen. rndem wir uns im folgenden der Einfachheit halber auf gerad.e
Polvnome beschränken, schreiben wir diese in der Form

(1,1) y"'-P,: ZCy
l': I

1r'o y eine komplexe Variable, ferner cy reelle Konstanten (c_ : l)
und p einen reellen Parameter bezeichnet.

Als Hauptaufgabe haben wir die untersuchung des Attraktionsgebiets
des unendlich fernen Punktes in seiner Abhängigkeit vom parameter p,
wobei insbesondere die biquadratischen Polynome eingehend behandelt
werden. Fiir diese untersuchung dienen die Entwicklungen der beiden
ersten Kapitel als Vorbereitung. Die im zweiten Kapitel eingefiihrten
verallgemeinerten G-Polynome besitzen schon fiir sich ein gewisses Interesse,
weil man mit Hilfe ihrer Nullstellen attraktive zyklen beliebiger ordnung
fiir die Abbildung (1,I) finden kann.

l. Iteration im reellen Gebiet

2. Wir schreiben unser Polvnom in der tr'orm

(2,1) Ltr: P(y)- Q(y) - p ,

wo Q(y) ein den Bedingungen

Q( _ y) : Q(a), 0(0) : 0,(0) : o

geniigendes Polynom bezeichnet.
Es sei y zuerct ein beliebig gegebener reeller oder imaginärer punkt

und

(2,2) Ut,UzrUs,
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die unendliche
Wir nennen y

(2,3 )

Folge seiner durch fteration von (2,1) erhaltenen Bildpunkte.
einen Punkt erster Klasse, wenn

sonst, einen Punkt zweiter Klasse. zw letzteren Klasse gehören u.a. die

X'ixpunkte der Abbildung (2,1), d.h. die Wurzeln der Gleichung

(2,4) Q(y)-p:u,
und allgemein die Fixpunkte der durch n-fache Iteration von (2,1) erhalte-

nen Abbildung

(2,5) u" : P*(a) ,

welche bei Anwendung von (2, 1) miteinander zvklisch permutiert rT'erden.

Bei reellem y , auf rrelchen tr'all rvir uns im folgenden bescbränken, be-

stehen die Fixpunkte von (2, 1) aus den schnittpunkten der Kurve

(2,6) w: Q(y)

mit der Geraden

(2,7) h:Ul?.
wir beginnen mit, dem extremen Fall, wo bei (2,1) keine reellen Fix-

punkte existieren. Dies findet offenbar fidir 7t l pn stat't, wo po einen

reellen Wert, von p bezeichnet, fiir welchen die Gerade (2,7) die Kurt'e

(2,6) beriihrt. fn diesem X'all gilt votr Y unabhängig

(2,8) Un+r ) An ,

und es existiert somit, der Grenzr,vert limy^, 'w-elcher nur oo sein kann,

weil es sich rrier um einen reellen Fi"p;;å von (2,1) handelt. Es gilt somit

der
Satz l. Die erste Klasse enthält die Gesamtheit der reellen Punkte

st,ets und nur dann, v'enn P 1?o.
Beispiel: Q@) : y' . Aus den Gleichungen

Y*-P-u:0, ffiY^-':l

ergibt sich

m,-l.?o: _ _* ,;1 .

3. Es sei von jetzt an p2go, ir:r.r,relchem Falle bei (2,1) auch reelle

Fixpunkte vorkommen. Wir betrachten nun das Intervali
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,1n : q{yAq,

wo g den grössten (stets positiven und repulsiven) Fixpunkt von (2,1)

bezeichnet. Weil ausserhalb des Intervalles /, die Ungleichung (2,8)

gilt, so hat man den
Satz 2. Alle ausserhalb des fntervalls y', liegenden Punkte gehören

zur ersten K]asse.

Es sei nachher y ein beliebiger Punkt von /r. Offenbar gehört der
Bildpunkt Ur \rot1 y und somit sämtliche Punkte der Folge (2,2) v'ieder
zn /0, wenn fiir jeden Punkt von Ån die Bedingung iP(y)i < q , also

iQ(y)-pisq,(3,1)

erfiillt ist,. \\/egen

{3,2) Q@ q

kann die Bedingung (3,1) durclr.

(3,5)

Beispiel: Q@) - ym

-p

m- l_

Die Beclingung (3,5) lautet jetzt q < l/ Z

2q + Q(y)

erset,zt werden.
Es sei nun n[o das grösste Maximum und t/o das kleinste Minimum

von Q(y) im Intervall /, . Nach dem Obigen gilt' dann der

§atz 3. Sämtliche Punkte des Intervalls /,t gehören sicher zlur

zweiten Klasse, rvenn

Diese Beclinglrllg recluziert sich auf

'w'enn kein Maximum existiert.
In allen anderen Fällen gibt, es auf ,1q Punkte sou'ohl der erst'en als

der zweiten Klasse. Ohne auf die hier geltenclen ziemlich komplizierten
Yerhältnisse näher einzugehen, veru-eisen r-ir auf die Entu'icklungen des 4.

Kapitels, wo das Problem fiir die biquadratischen Polvnome gelöst wird.
Es sei Q(y) insbesondere eine fiir y 2 0 monoton u'achsende Funk-

tion. Dann reduziert sich die Bedingung (3,4) auf
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2. Einfiihrung der G-Polynome

4. Es sei P.(y) das z-te Iterierte von P(y). Ihte Koeffizienten sind

offenbar ganze rationale Funktionen des Parameters p . Insbesondere der

Ietzte Koeffizient

(4,1) P"(0) : G"(p)

ist ein Polynom Yom Grade m"-r, \yelches von der Rekursionsformel

(4,2) G^*r(p):Q(G"(P)) - P

von Gr(p) : - p ausgehentl fiir jeden wert n bestimmt r,r.erden kann.

Es Åei nun p eine reelle Nullstelle vo,.. G"(p). Dann gelten nach (4,2)

die Gleichungen

G,*r(?) : - P, G^+r(P) : Gr(P),''', Gr*(P) : G"(P) : o'

d.h. die reellen Punkte

(4,3) p,:G,(P), (u.:1,2,"',n)

bilden einen Zyklus, dessen Periode gleich n oder einem Teiler von iz ist''

Der Zyklus ist stark attrakt'iv, weil sein Nlult'iplikator

fi r'@,,)

wegen P'(0) : 0 gleich Null ist'
Es ist d.er zu,'eck der folgenden Betrachtungen, die gegenseitige Lage der

reellen Nullstellen der verschiedenen G-Polynome zu untersuch:n.

Es sei P : a. eine reelle Wurzel der Gleich:ng

Gr(P):Q@)-P:o'
Aus (4,2) ergibt sich dann

Gr,,(a) : o' Gr,'*,(a) : - o(' (Y : l'2' 3'' ")'
Wirnennen?:xeinetrivialeNullstellederbetreffenCenPolvncme
nebst,demWertp:0,fiirwelchensämtlicheG.Polvnorner.ersc}rr,t'inden.

Ist ferner ro eine Wurzel d:r Gleichung

Q(r) :2r ,

so gilt nach (4,2) fiir ra ) I

(4,4) G,(ns) : to .

Weil nun nach dem Obigen

G,(a) (0, G^(*u):no,
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so gibt es im fntervall

(4,5) (a.{p<ro)
reelle Nullstellen fiir jedes G-Polynom fiir n ), L . Es bedeutet keine
Beschränkung anzunehmen, dass

r<Q@)<2r
fiir a ( r (no.

Es gelten nun im Intervall (4,5) die folgenden Sätze, die wir friiher fiir
quadratische und Binome bewiesen haben.

Satz 4. Zwischen einer Nullstelle ro von G,(p) und r, liegt rrenig-
stens eine Nullstelle von G^ rr(gt) .

Satz 5. Zwischen den I{ullstellen r, und z,r1 von G*(pt) bzw. G,-r(p)
liegt wenigstens eine Nullstelle von G*r(p).

Beweis von Satz 4. Aus G^(r^) :0 folgt .wegen (4,2) und (4,4)

G,+t(fr,) : - xn /-0, (]^rr(ro): no ) 0.

Beweis von Satz 5. Aus

G^(r^) : C|, G^*r(r.+r) : 0

folgt v'egen (4,2)

G*+z(r,+): - :lr, r { 0, G,ur(*,) : Q@) - r,, } 0.

Durch v'iederholte Anrrendung der Sätze 4 und 5 kann man die Exi-
stenz von unendlich vielen singulären p-Werten bestätigen, d.h. von Häu-
fungswerten der reellen Nullstellen der G-Pol;rnome. Die singulären Werte
haben nach ihrer Definition die Eigenschaft, dass man &us ihnen durch
eine beliebig kleine Variation -yo:n p zu NullzJ,klen gelangen kann. deren
Periode beliebig gross ist,.

5. Wil wollen etwas genauer den speziellen Fall behandeln, wo

(5,1) Q'(y)20, Q"(y)20 fiir y20.
Die Funktiou Q(A) u,'ird jetzt durch eine fiir y l0 monoton steigende
und konvexe Kurve I{ dargestellt,. Ferner ist das fntervall (x , ro) , wo
die Nullstellen der G-Polynome liegen, eindeutig bestimmt.

Als abgeschlossene }Ienge hat die Menge der singulären p-Werte stets
einen grössten Wert ( zo . fm vorliegenden Falle gilt der
Satz 6. Der grösste singuläre \Yert ist gleich ro.

\Yir gehen zum Belreis von der aus (4,2) durch zweifache Differentiation
erhaltenen Gleichung

(5,2) G"'l_r(p) : Q'(G*(p) )(]':(p) I Q" ((]^(p)) G'i@)
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aus. Es sei allgemein tn die grösste reelle Nullstelle von G"(p)' Weil

G^(p) > 0 im Intervall (*^ , ro), so ist, dort Q'(G^) > 0 '
Angenommen nun, es gelte

G'i,@) >o fiir p>nn-. ,

so folgt alrs (5,2)

(5,3)

Weil nun

so gilt' allgemein

G'J(p) -Q"(p) >0 fiir P>0,

G*'ir(P)>o fiir P>il^.
Nun ist

G,+r(fr,) : - frn, G^..r(*u) : fiu ,

Fiir die im lntervall (r,, r,,) lic3cnde Nullstelle lnr r von G.;1 $ilt dann,

\r'egen (5,3), die lJngleichung

!o*-!rn, < -. -.- I tt --r.
fro-frn fro*to

Durch Grenziibergang folgt hieraus

,'gr:n''
womit unser Sat'z bewiesen ist.

wir bemerken zum Abschluss, dass durch Heranziehung der eindeutig

bestimmten positiven zweiges y : y,(yt) der inversen x'unktion von (2,5)

fiir die Nullstellen der G-Polynome die formale Darstellung

p :',p(p *rp(tt + . . . P(p) ) ) . . . )

erhalten wird, wo nur bestimmte Kombinationen der Zeichen reelle Null-
stellen liefern, welche Kombinationen iibrigens rron der speziellen Wahl
der Funktion Q@) unabhängig sind. Es handelt sich hier um eine direkte

Verallgemeinerung der von uns friiher fiir den speziellen Eall Q(y) : y*
gegebenen Darstellung der Nullstellen der zugehörigen G-Polynome ver-

mittels \Murzelausdriicke.

3. Das Attraktionsgebiet des unendlich fernen Punktes

6. Nach der allgemeinen Theorie ist das Attraktionsgebiet D des

unendlich fernen Punktes entweder einfach- oder unendlich-r'ielfach zu-
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sammenhängend. Im ersten Falle besteht der Rand von D aus einem
Kontinuum (Typus A), im zweiten X'alle entweder aus unendlich vielen
Kontinuen (Typus B) oder aus einer diskontinuierlichen Punktmenge
(Typus C). Es ist der Zweck der folgenden Betrachtungen, die Abhängigkeit
des Typus von Parameter p zu untersuchsn. IJnsere Betrachtungen beru-
hen auf de:n folgenden von Farou*) herriihrenden
Satz 7. Bs seien

T,t @:0,L,2,,..)
die Nullstellen der Ableitung Q'(y) . Das Gebiet D ist vom Typus A, wenn
alle Punkte T, zar zweiten Klasse, vom Typus C, wenn alle genannten
Punkte zur ersten Klasse gehören. Wenn unter den Punkten 4, sowohl
Punkte der ersten als der zweiten Klasse vorkommen, ist, D vom Typus B.

Es seien zuerst alle X'ixpunkte der Abbildung (2,1) imaginär. Fiir diesen
Fall ergibt sich aus Satz I unmittelbar der
Satz 8. Im Falle g { po, wo keine reellen Fixpunkte existieren, ist D
vom Typus C.

Es sei von jetzt an p 2 po und es sei q der grösste reelle X'ixpunkt
von (2,1). Wir werden das Typenproblem allgemein unter der folgenden
Bedingung behandeln.

Bed,ingung -8. Sämtliche Nullstellen von @'(y) sind reell und im Inter-
vall

/n' Wlaq
gelegen.

Es gilt dann der
§atz 9. Gilt die Bedingung

t,i lz, - pl 3 q, z" - Q(rl")

fiir alle Punkte rl,, so ist D vom Typus A. Diese Bedingungen sind auch
notwendig.

Gilt, ferner fiir jeden Punkt Tu die Bedingung

u"', lzrr-?i>Q,
so ist D vom Typus C. Diese Bedingungen sind nicht notwendig.

Der erste Teil des Satzes folgt daraus, dass jetzt

lP(y)|<q fiir lylSq,
so dass alle Punkte q, nach l{r. 3 zur zweiten Klasse gehören. Der zweite

*) Sur les dquations fonctionnelles - BulI. soc. mat'h. de France (1920), §. 163.



10 Ånn. Acad. Seient,. Fenniem A. I. 374

Teil des Satzes ist richtig, weil dann alle Punkte qt" nach Nr. 2 zur ersten
Klasse gehören.

Nach unserem Satz kann der Tvpus B nur dann vorkommen, wenn
fiir gev'isse Punkte q, die Bedingung e, und fiir die anderen rly die
Bedingung er' erfiillt ist,.

7. Eristenz des Typus A. Die Bedingungen e,. können wegen (3,2)
durch

(7,1) z, < 8@) < 2q I z,

ersetzt werden. Sie sind gleichzeitig erfiillt, wenn

(7,2) Mo ! Q@) < 2q * No,

wo Mx und No die grösste bzw. kleinste unter den Grössen z, bezeichnet.
IJnsere Bedingung ist identisch mit der Bedingung (3,4) von Nr. 3.

Die Bedingungen (7,2) selzen yor&us, dass der Schnittpunkt z der
Kurve

(7,3) yr: Q@)

mit der Geraden Ur: XIo unterhalb der Geraden

(7,4) Ur : 2U I I{ o

liegen scll. Wegen unserer Bedingung Ä kann der oberhalb der Geraden

Ur: Mo verlaufende unendliche Bogen der Kurve (7,3) die Gerade (7,4)
nur in einem einzigen Punkt zr, schneiden. Dann ist aber der Bogen zz,
von (7,3) der einzige, dessen zugehörige q,-Werte zum Typus A fiihren.
Es gilt somit der
Satz 10. Der Typus A kann höchstens in einem einzigen q -Intervall
vorkommen.

Eristenz des Typus C. Die Bedingungerr t,,', 'welche fiir den Tvpus C

hinreichend sind, lauten entrvickelt

Q@ > 2q | 2,, oder Q@) < 2,.

In der ersten Form gilt e*' fiir alle Punkte T,, $.enn

Q@)>2q*Mu,
wo Mo wieder das grösste Maximum vor. Q@) bezeichnet. Unsere Bedin-
gung ist äquivalent mit q ) {o , wo no die grösste \[rurzel der Gleichung

Q@) :2x { Mo

bezeichnet.
Existenz cles ?ygtus B. Dieser Fall kann vermittels der Bedingungen

En , e1"' allein nicht erledigt lverden, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird.



P. J. Mvnnnnc, Iteration der Polvnorrre nrit reellen I{oeffizient,en

fn gewissen Fällen kann die Existenz des Typus B unter Anwendung des

folgenden Satzes bestätigt werden.

Satz 11. Gibt es ein Intervall /0, wo lp(y)l 5 4 und gibt es zugleich

ausserhalb des Interralles /, wenigstens einen Punkb r1,, so ist der Typus
B fiir ein den Punkt q enthaltendes fntervall vorhanden. Dabei brauchen
nicht alle Punkte 4,, reell sein.

Zum Beweis ist es hinreichend zu bemerken, dass die zum. Intervall J,
gehörigen r7,-Punkte zur zweiten Klasse, die ausserhalb desselben liegenden

4, -Punkte dagegen zur ersten Klasse geh5ren.

\4rir bemerken zum Abschluss, dass unsere Sätze, geeignet modifiziert,
noch in dem allgemeineren tr'all gelten, wo gewisse 4-Punkt: imaginär
sind, ihre durch Iteration erhr,lten,en Bildpunkt: aber von einer gewissen

Stelle ab reell sind.

4. Die biquailratischen Polynome

8. Wir gehen von dem Ausdruck

(8,1) A, - P(y) : Q@ yn * Zay' - p

aus, wo n eine reelle Konstanle * 0 bezeichnet' Man hat es hier mit zrT ei

wesentlich verschiedenen Fällen zu tun, je nachdem ob a > 0 oder a < 0

ist. Im ersten, definiten Fall, ist die Anzahl der reellen Fixpunkte der Ab-
bildung (8,1) hSchstens zwei, während im zweiten, indefiniten Fall, alle vier
I'ixpunkte reell sein können.

Fiir die Existenz von reellen Fixpunkten hat man allgemein die Be-

dingung p 2 gn , wo po und y : q0 a,us den Gleichungen

P : Un i 2aA' - ?o : U, Q' : 4A(y' * o) : t

bestimmt, u'erden können. Aus ihnen folgt

o: r 
-yr, po:-@t]_lry).

4y

\Yeil nun 'l! ,, n , ist ?o eine monoton 'wachsencle Funktion Yon ct, .

da

Speziell gilt
3

pu(- co) == - oo , ?r(0) : - 1t7, Po(x) : 0 .

a. I)er de.finile nail.
9. Jetzt wird das Polynom

11
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(e,1) yr: Q@) : y4 a 2ay2

von einer zur y-Achse symmetrischen und fiir g 2 0 monoton auf-
st'eigenden und konvexen Kurve ff dargestellt. Die Ableitung Q'@) hat
neben A : 0 die imaginären Nullstellen y : + i,\/4, deren gemeinsamer
Bildpunkt

(9,2) Uo--@la')
reell ist.

Nach Nr. 7 gehört der Punkt A : 0 zur ersten Klasse fid.r p ) ffo ,

wo ff. die positive Wurzel der Gleichung

(e,3) Q@) :2r
bezeichnet, sonst zur zweiten Klasse. Der Punkt yo gehört mit den Punkten
+ i \/A zur ersten Klasse fiir

(e,4) Q@) > 2q - o' ,

sonst zur zweiten.
Ztrr geometrischen Deutung der Bedingung (9,4) schreiben rrir diese

in der Form

(9,5)

woraus hervorgeht, dass

Lage der Parabeln

(9,6)

,t' -l- a>i2q,
das Bestehen d.er Bedingung von der gegenseitigen

abhängt. Durch elementare Rechnungen kann man folgendes bestätigen.
Fiir cL ) ao : & liegen die Kurven (9,6) voneinander getrennt, so

dass die Bedinguug (9,4) von q unabhängig giiltig ist.
Bs sei nachher a ! ao, in welchem Falle die Kurven (9,6) einander

in zwei Punkten Q1 ,Q2 schneiden, die fiir a: ao mit einem Beriihrungs-
punkt zusammenfallen. Man hat hier dann nach der gegenseitigen Lage
der Punkte

Qo,Qr

zu'ischen z\Ä,ei Fällen zu urlterscheiden.

4,

Es

Qo { 4, a d, fiir ct

gilt nämlich

sti
urrd

4, ..--qo<d, fiir alat
Atrs dem Obigen ergibt sich nun folgendes.
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Der Punkt yo gehört z:ur zweite\ Klasse nur im Falle a <(tt , nämliclt

fiir
fiir

q,

q,
qt

Qo

, wenn

, wenn
a ) (tL und
CL 1C{t c

Es gilt, somit der

Satz 12. Der Typus t'on D ist in jedem Falle C fiir

Q <-Qo und Q) no.

Im Falle a)ao ist, derTypusBfiir qo {q1ao' ImFalle at <aleo
ist, d.er T5,pusAfiir {. I q !Q, und'B fiir qo < q <i, und fnt.Q, I Q I ro'

ImFalle a!a, istäerTypusAfiir qo <q.<[, undBfnr Qr14lno'
Im Grenzfalle a -- o, ,"diirr*sich der Typus A auf den Punkt q : d, : d,

uncl im Grenzfalle a: 0 fehlt das Intervall B.

Die verschiedenen Fälle werden durch die Figur I dargestellt, welche

ein anschauliches Bild von der Variation des Typus mit dem Parameter p

liefert. In d.er Figur entspricht jedem mit, x bezeichneten Punkt der Typus

A, jedem niit, C bezeichneten Punkt der Typus B'

I'ig. I

ct > a,a c, o- OC

et4elös c o --

B

BAB

d'

A

4,

B

CL:AO

C
/l C

Qz

)C
dr: d,

A
."_--x

Qo frs
Q,-0
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b. Der indefi,ni,te Fall.
10. Wir schreiben jetzt

(10,1) Q@) : Un - zbro, .

Die Ableitung

Q'@):4y(u'-b')
hat alle ihreNullstellen y:0,U: +b reell. Weil Q@: - öa, laut,en
die Bedingungen der Nr. 6

(I0,2) ror 0<Q@){2q, sri Q@S2q-bn,
to' i Q@)> 2q oder Q@)<0, €t' I Q@)> 2q-bn.

Es seien nun

xo:b| 2, x und t:o

die positiven Wurzeln der Gleichungen

(10,3) Q@):0, Q(a):a bzr,r,. Q(y):2a
und p die grössere (positive) Wurzel der Gleichung

Q@) :2y - ga .

Dabei gilt

ao ( I { tr0, lo 1 (a und p) {,20.
\Yir wollen ferner die folgenden speziellen Werte von ö einfiihren, fiir
rrelche gewisse unter den obigen Grössen einander gleich sind:

xo: Io ftir b : 6o : +riZ ,

6r_ 
_

x:B fiir b:bo:Vr*'/ ,,

5o:§ ftir b:bo':ft.
Man hat hier nach dem Wert von ö zr,r,ischen vier Fällen zu unterscheiden.
die durch die Figur 2 dargestellt sind. In dieser Figur sind die Werte

Qst&gter0,to

Yon q gezeichnet,, die den Werten

Por-xgr0r/rfin

von ,r, welche aus (3,2) berechnet werden können, entsi.rrechen. Aus der
Figur geht hervor, dass der Typus A, v-elcher unter den Beclingungen
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(qo und "o)<q1fi
existiert, nur in den drei ersten Fällen vorkommt. Im vierten Falle, wo

do ), F , gelten im Intervall (0 , ro) die Bedingungen

to'i Q@)<0, eL'i Q@)>2q-bn,
welche den 'fypus C liefern.

Es eriibrigt noch das Typenproblem fiir die mit Xr und X, bezeich-
neten fntervalle zu lösen, in welchen die Bedingungen e0 und er' bzw.
er' und e, gelten.

I'ig. 2

x1

x2Axl
uoalJ

cto fl u

Qollcoa fro

C

C C

Das Interaall X,
11. Dieses Intervall kommt in den drei letztel Fällel voi. Jet,zt gelten

ro': ipl> q, €1 : )p + bni < q,

woraus folgt

Q@)<0, Q@)<2q-$t
und somit

(11,1) glao, q<p.

C

C

C 1A
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Wir betrachten nun die beiden ersten Bildpunkte

bt : - @ * bn), bz : P(br) : Q(br) - p

des Punktes y : ö , v'obei ibrl < q wegen e, ist, und w-ir fragen zuer§t,,

warln lbrJ: q, also P(br): f q . Hior hann nur das _| -Zeichen gelten.

v,eil das Minimum ä. von P(y) wegen e, grösser ist als - g . Weil nun

dieGleichung. P(il:q neben A:+q dieWurzeln

.1s:+{"r'- s'

besitzt, hat man zur Bestimmung von x : Q die Gleichung

(I1,2) (r2 -b2)2:r * l/ 
^'- 

*.

Der gesuchte Wert r : e gibt also den Schnittpunkt cler Kurve

(I1,3) ": (*' - b')'

mit der Kurve

z:rr{^r-*,
d.h. der Ellipse

(11,4) z2-2rzl2n2:xoz.
Eine elementare Rechnung zeigt, dass die Kurve (1I,3) ftir *> b als

ganzes unterhalb der Ellipse (11,4) liegt,, we:rn

^/-- 
3

b<b...-u!{2,
2

während sie die Ellipse fiir ö > b,,, inztvei Punkten lr, i, schneidet, die
fiirr b: ö.,, miteinander zusammenfallen.

Aus dem Obigen folgt, dass fiir Ö > b,,, im Teilintervall d(,L , ir) von
X, die Ungleichung lÖrl > 1 gilt. Der Punkt, U:b gehört aber dann
zur ersten Klasse, und der T.ypus ist C. Ferner gilt, ausserhalb d

4<br<Q'
Weil nun im Intervall (d , il die Bedingung lP(A)l ! q erfiillt ist', gehört

der Punkt, U : b zur zrveiten Klasse, und man hat es mit dem Tvpus B zu

tun. Dies gilt insbesondere fiir alle Punkte von X, , wenn b < Ö.,, . Es

gilt scmit der
Satz 13, Der Typus von D ist B im ganzen Intervall 12 , v'enn b 1b,,, .

fn den X'ällen b > b,, ist der Typus C im Teilintervalle å und B ansser-

halb desselben.
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Das Interaall X,
12. Jetzl gilt der folgende Satz, der von dem fiir das Intervall X2

bewiesenen Satz 13 'rvesentlich verschieden ist.
Satz 14. Das fntervall Xr besteht aus unendlich vielen Teilintervallen,
w-o wechselu'eise der Typus C uncl B vorkommt.

Lrnger Beweis griindet sich auf die Eigenschaften der im Kapitel 2

eingefiihrten G -Polynome.
Es sei ? : nn eine zum Intervall Xr gehörige Nullst'elle des Poly-

noms G,(p) . WeiI die Punkte

A : 0, 4t : - ?,.., t 11,"_1 : G"_r(p)

eine periodische }Ienge bilden, ist U : 0 fiir p : n," ein Punkt
zweiter Klasse. Weil ferner der Punkt y : b wegen der Bedingung €t'
zur erst'e r Klasse gehört, ist D fiir p : xo vom Typus B.

Wegen

G,(r.): g, G,"(x): ro;- b ,

gibt es zv'ischen r, und r,, einen Wert, §,, , fiir v'elchen

G"(€") : b '

Ftir p : §, ist, aber dann U : 0 ein Punkt der ersten Klasse. Der Typus
ist'alsoCftu p:€,,.

\Yir können nun aus den Puukte\ t,,, En zwei unendliche monotone
Folgen

x,,1rn1r<..., €^1 €.+r<...,
bilden, fiirs,elche

J*.t, -J1 6- : ''I'o

gilt, weil die Kurve (10,1) fiir U )> xo konr-ex und aufsteigend ist. Ferner
kann man zeigen, dass die Punkte fr* , €,^ ve:'mittels kleiner Intervalle
iiberdeckt werden können, fiir welche der Typus B bzrll. C ist. Unser Satz
ist damit bewiesen.

§ehlussbemerkung

Beachtet man, dass diejenigen Eigenschaften der G-Polvnome, die
rvir beim Berveis des vorigen Satzes angewandt haben, fiir allgemeine Poly-
nome der Form (1,1) gelten, so bestätigt, man die Ricirtigkeit des folgenden
allgemeinen Satzes.
Satz 15. Wenn sämtliche Nullstellen der Åbleitung P'(y) reeil sind, so
ist die Anzahl der Intervalle, fiir lrelche D vom Tvpus B bzw. C ist, stets
unendlich.
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