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Uber rationale Niherungswerte algebraischer Zahlen

1. Einleitung. Wir [3] haben neulich bewiesen, dass man alle in ge-
wissem Sinne »guten» Naherungsbriiche fiir eine beliebige irrationale Zahl
¥ eines gegebenen algebraischen Zahlkérpers K vom Grade n =3
durch endlich viele Schritte bestimmen kann, wenn es nur in K eine
solche primitive Zahl ¢ gibt, fiir die ein hinreichend »guter» Niherungs-
bruch bekannt ist. In der vorliegenden Arbeit verschiirfen wir einerseits
das Ergebnis von [3], andrerseits das von GELFOND [2], S. 22, Th. 1.

Es seien %, 1 und C gegebene positive Zahlen, wobei x grosser als
eine Schranke %, und 1 grosser als eine von » abhingige Schranke 1,
ist. Es sei ¢ eine verdnderliche primitive ganze Zahl in K und & eine
verdnderliche irrationale Zahl in K . Weiter seien p, ¢ (¢ > 0) und u, v
(v > 0) verdnderliche ganze rationale Zahlen. In [3] sind explizit eine von
¢ (und von x, 1) abhingige Funktion g,(¢) sowie eine von o, ¢, # (und
von x, 4, C) abhingige Funktion S(g.q, 9¥) definiert. Nach [3] ergibt
sich leicht der folgende Satz, in dem das oben im ersten Abschnitt skizzierte
Ergebnis enthalten ist:

Die Ungleichungen

lo —plgl < 1%,  q> golo),
|9 — ufv| < Clv*, v =8(o,q,?9)

haben keine Losung o, p, q, 9, u, v.

Unter der zusitzlichen Voraussetzung (p,q) =1, (u,v)=1 ver-
bessern wir in dieser Arbeit das Resultat von [3]. Das genannte Ergebnis
von GELFOND [2] ist allgemeiner als das von uns in dem Sinne, dass die
Néaherungswerte von ¢ und ¢ Zahlen aus einem algebraischen Zahlkérper
K, sind, statt der rationalen p/¢ und w/v bei uns. In dem Falle, dass
K, der Kérper der rationalen Zahlen ist, verbessern wir das Resultat in
[2]. In [2] ist die Funktion g, von ¢ abhiingig; in [3] und in dieser Arbeit
ist g, von 9 frei, so dass wir & beliebig wihlen kénnen, nachdem die
Zahlen ¢ und ¢ festgesetzt worden sind. In [3] ist %, = n/2; in [2] sowie
in dieser Arbeit hat x, den besten moglichen Wert 2 (ist namlich » < 2,
so gibt es fiir jedes ¢ unendlich viele Néherungsbriiche obengenannter
Art). In [3]ist Ay = 2%/(2x — n); in dieser Arbeit ist A, = 2 n/x. Die
letztere Schranke A, ist fiir » << n besser als die erstere. Schon die erstere,
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also auch die letztere Schranke liegt beliebig nahe dem besten mdglichen
Wert 2, wenn x hinreichend nahe » ist. In [2] muss A grosser als 2 n/x
und mindestens gleich x, also grésser als (2n)"? sein.

Unser Ergebnis ist unten in Nr. 2 exakt ausgesprochen. (Es sei bemerkt,
dass die dort auftretenden Funktionen ¢ und @ etwas anders sind als
die obengenannten entsprechenden Funktionen g, und 8 von [3].) Der
Beweis stiitzt sich auf Eigenschaften gewisser Polynome zweier Verinder-
lichen #hnlich wie z.B. bei GELFOND [2], DysoN [1] und SCHNEIDER [4].
Unser fritherer Beweis [3], in dem nur Polynome einer Verinderlichen zur
Anwendung kommen, ist einfacher als der vorliegende Beweis oder der von
GELFOND [2].

Es sei noch auf die Einleitung von [3] hingewiesen, wo weitere Diskus-
sion iiber das betreffende Problem sich findet.

2. Hauptsatz und Bezeichnungen. Als Resultat unserer Betrachtungen
ergibt sich der folgende

Hauptsatz. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Grade n = 3.
Es seien %, A, ¢ und C reelle Zahlen mit 2 <x <mn, 2 <. =mn, e>0,
C > 0, wobet die Bedingung

xh = 2n + &

erfillt ist. Ferner sei o eine primitive ganze Zahl in K und 9§ eine irratio-
nale Zahl in K. Es seien p, q, u,v ganze rationale Zahlen mit (p,q) =1,
(w,v) = 1. Die von o (und x, ) abhingige Funktion g sei wie in (3)
und die von o, q, 9 (und x, 2, C) abhingige Funktion G wie in (4) definiert.
Dann konnen die Ungleichungen

(1) lo —plgl <1g*, q>9g(o).
(2) Iﬂ - ’LL/’Ul < C/vl> v = G(9> q, 29‘)

nicht gleichzeitig bestehen.

Nun setzen wir die Bezeichnungen fest. Es sei
fl@) =a"+a@" + - Fa,
das kanonische Polynom fiir o, wobei
a = max (|ay], ..., |a])
gesetzt ist. Wir withlen eine Hilfsgrosse 0 unter der Bedingung

0<odo<el2, 0=m.
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Weiter werde
U=20*—xn+mn+ 0)xe— 29),
s = [(xhu — )21,

o= xlu —x —s,
(3) g = max (4 (2a + 27¢FI0, 8(a + 2) (20 + 2)"

(also ¢ = max (C;, Cy), s. unten) gesetzt. (Man sieht leicht, dass Au > 2
und also s =1 ist.)

Es sei 7T'; die kleinste natiirliche Zahl derart, dass die Zahl 7,9 ganz
ist. (7', ist nicht grosser als die Hohe von ¢.) Dann gibt es bei 2 <» < n
ein solches Polynom

file) =2 +h2 ™' 4+ -+ b,
mit ganzen rationalen Koeffizienten, dass f;(7,9) gleich Null ist. Wir
setzen
t=max (|h],..., h]).

Ferner setzen wir

0, = n2(a + )"0 7T, ,

Cy, = n!(a + 1Y

Cy = n!Cy(a 4- )"0

Oy = (205(2a + 271",

05 = (2a +2)"°,

Cy = (s + G+,

C; = (405)a(s+1) s

Oy = O+ |

Cy = (s + 1)0y2C, + 2))¢*max (1, CCL)*,

Cro = (8C5(a + 2) ),

Cyy = [log (Cy/g)/log (q/C7)] + 1,

Cyo = [log (C1Cy)[log (q/Cg)] + 1,

Cys = [log Cyflog (9/Cye)] + 1,

Cu=[(pu+ 1)+ 0)/(2x(s + 1) — Au(eu + 1) (n 4 0))] +- 1,
(4) log G = max (Cy, Gy, O3, Chy) log g .

Damit sind die beiden Funktionen g und G definiert worden.
3. Vorbereitungen und Hilfssdtze. Der Beweis unseres Hauptsatzes

ist indirekt. Dafiir sei vorausgesetzt, dass die Bedingungen (1) und (2)
erfiillt sind.
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Wir definieren noch einige Hilfsgrossen, die im Beweise angewendet
werden. Wir setzen 7T = 1,7, mit der kleinsten natiirlichen Zahl 7T,
derart, dass die Koeffizienten d,,...,d, in dem Ausdruck

T9 = folo), fol@) = d" ' + dp2" > + - -+ + d,
ganze rationale Zahlen sind. Bei diesem 7' bezeichnen wir
O=T9, w="Tu,
d =max (|d;|,...,|d,]).
Die ganze Zahl O ist eine Nullstelle des Polynoms
fold) = Tof@/Ty) = & + Ha™ 4 -+ I,
wobei

t, = max (|[Hy|,..., |H,])
. gesetzt sei.

Weiter setzen wir
o = [logv/logq] ,

r = [ox].

(Aus v > ¢*°, « = s folgt, dass ¢ und r natiirliche Zahlen sind.)

In unserem Beweis brauchen wir den bekannten

Hilfssatz 1. Es seten [, m natirliche Zahlen mit 1 <m und by
t=1,...,l;j=1,...,m) ganze rationale Zahlen mit

bir| 4 [bin] + ++ + |bim| = B e=1,...,0),
wobet B eine natiirliche Zahl = 2 ist. Dann ist das Gleichungssystem
by + bigy 4+ * + bim¥m = 0 t=1,...,1

losbar in nicht simtlich verschwindenden ganzen rationalen Zahlen xy , . . ., Tm,
die absolut genommen kleiner als

Bl/(m—l) + 1
sind.

Beweis. Anfangs laufen die Zahlen x; die Werte 0, 4-1,..., N
durch, wobei N die natiirliche Zahl mit

BYm=1 <oN+1< BlYm=1) + 2
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ist. Man sieht jetzt mittels des Schubfachschlusses, mit Riicksicht auf
(2BN + 1) < B2N + 1)) = (2N 4 )",

dass es eine Losung mit |v;] < 2N gibt. Daraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz 2. Es gilt
T<C, th<C, d<Cs.
Beweis. Wie in [3], Hilfssatz 1, kénnen wir durch Betrachtung des
Gleichungssystems  fy(0:) = ©;, wobei ¢;,...,0, die Nullstellen von

f(x) sind und die Ungleichungen |g;| <a 4 1 und [0;] <f + 1 be-
stehen, die Richtigkeit der Abschétzungen

Ty, < CyTy, b =Tt <Gy d<(CyC) (l,+ 1) =Gy
beweisen. Also gilt Hilfssatz 2.

Hilfssatz 8. Es seien die Werte von i und j ganze rationale Zahlen
= 0 mat der Bedingung

ifod + jlx < p.
Dann ist die Anzahl der Gitterpunkte (i,j) kleiner als
(r+ 1) (s + D/(n + 9).
Beweis. Fiir die genannte Anzahl ergibt sich leicht die obere Schranke
(62p + 1) (e + 1)/2.
Es reicht also zu zeigen, dass die Zahl
Zy =20+ 1) (s + 1) — (0hp 4+ 1) (e + 1) (0 + 0)
positiv ist. Nach der Definition von r gilt die Abschitzung
Zy > 0@2a(s + 1) — Auleu+ 1) (4 0)) — (e + 1) (2 + 9).
Daraus folgt wegen ¢ = Cy,, dass Z; positiv ist, wenn nur die Zahl
Zy= 4(x + s+ 1) (s 4 1) — 4(s + 1) — 22u(ep + 1) (n + 9)
=—(2@+1) — (@ —x+ 1P+ (=17
grosser als Null ist. Da » > 2 und
(s + 1) — (whu — % + 1)J2] < 12

ist, so ist Z,, also auch Z; positiv. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.
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4. Naherungspolynom. Weitere Hilfssitze. Das Polynom

(5) Pla,y) = 3 Z o5yl

i=0j=

hat eine zentrale Bedeutung in unserem Beweis. Nachdem Hilfssatz 5
bewiesen ist, sind die Koeffizienten c;; auf solche Weise gewihlt, dass die
in Hilfssatz 5 gestellten Bedingungen erfiillt sind. Fiir ganze rationale
h(=0), k( = 0) setzen wir

Py, y) = " P(x, y)/h! k! dxhdy*
Ph(x: ?/) = Pho(x’ ?/) .

Hilfssatz 4. Fir ganze rationale h(=0), k(= 0) kann Pu(o,®)
in der Form

Zig (h, k, m, 1, j) c;

ausgedrickt werden, wobei die Koeffizienten E(h, k, m,i,j) ganze rationale
Zahlen sind und fir alle h, k,m der Ungleichung

s

33 B ko, i) | < 20y (20 + 270

geniigen.

Beweis. Es seien 4 und j ganze rationale Zahlen mit 0 < < r,
0=j=s. Da

Jolw) < d(@ + 1)*!

ist, so ist
fo(x)j < dj(x + 1)("-1)1' < or=Digi (x(n—l)f e d1).

(Unsere Bezeichnung U < V bedeutet, dass jeder Koeffizient des Poly-
noms U absolut genommen héchstens gleich dem entsprechenden Koef-
fizienten des Polynoms V ist, wobei V keine negativen Koeffizienten
hat.) Daher konnen wir
. . . . i+(n_l)j

O =gV = X buo
Schreiben, worin die ganzen rationalen Koeffizienten b, absolut genom-
men hochstens gleich 2"~Yd/ sind. Ist j =1 oder i =n,j =0 und
wird oben auf der rechten Seite der Reihe nach fir m =i + (n — 1)j,

,m-+1,n
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m m—1 m—2

"= a0 = 07T = =, 7T
gesetzt, so ergibt sich, dass die Koeffizienten e(¢,j, m) in dem Ausdruck
n—1
0 O = Zoe(i,j, m) o™

ganze rationale Zahlen und absolut genommen nicht grosser als
20 =i qi(g 4~ 1) +C=D =D

sind. Ist ¢ <m, soist e(¢, 0, m) fiir ¢ = m gleich 1 und sonst gleich Null.
Ohne Beschrinkung kénnen wir 2 <r und %k < s annehmen. Nun
besteht die Gleichung

<2’—{—(a—l—)("12‘7a—]—222d)a—|— —1)i

< 2 4 (20 -+ 2) (2d(2a - 2)"7) < (20,)° (2a 4 2)FC-Ds
Hilfssatz 4 ist also richtig.

Hilfssatz 5. FEs gibt ein Polynom (5), das die folgenden Bedingungen
erfullt:
Die Koeffizienten c; sind ganze rationale, nicht simtlich verschwindende
Zahlen und absolut genommen kleiner als C,C5.
Es gilt
P hk(Q, @) =0

far alle ganzen rationalen h, k mit

(6) hlod—+ kjx<p, h=0, k=0.

Beweis. Damit die letztere Bedingung erfiillt ist, miissen die Koeffi-
zienten c; nach Hilfssatz 4 der Gleichung

ZEkkmzj)U_O

J

M\ﬂ -

i
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fir alle ganzen rationalen A, %k, m mit (6) und 0 =<m <= geniigen.
In diesem Gleichungssystem ist die Anzahl der Unbestimmten c; gleich
(r + 1) (s + 1) und die der Gleichungen nach Hilfssatz 3 kleiner als
(r+ 1) (s + Dnf(n + 9) .
Wegen der Ungleichung des Hilfssatzes 4 ist Hilfssatz 1 mit
B = (2C,) (2a + 2y =1 _ 1

anwendbar. Weil

(n(n + O)/(1 — nf(n + 8)) = /3

ist, so kann man die Koeffizienten c; auf solche Weise wihlen, dass sie
ganz rational, absolut genommen kleiner als B’ 1 1, also wegen n/d =1
kleiner als

(B + 1) = C,Cy

und nicht alle gleich Null sind. Damit ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 5
festgestellt.

Von nun an setzen wir voraus, dass das Polynom P(x,y) die Bedin-
gungen des Hilfssatzes 5 erfiillt.

Hilfssatz 6. Es gibt eine solche natirliche Zahl t, hochstens gleich s + 1,
und solche Polynome D(x), R(y), Ey(x),...,E,_i(x) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten, dass die Identitit

t—1

D(z) R(y) = Z Pz, y) Ei(x)

i=0

besteht, wober das Polynom D(x) R(y) mnicht identisch verschwindet und die
absoluten Betrige der Koeffizienten von D(x) Fkleiner als CgCy°, die von
R(y) Fkleiner als CgCq" sind.

Beweis. Wir schreiben
Plr.y) = 3 Qo
mit
Qj(x):igocijxi (GJ=0,...,9.
Es sei t die hochste Anzahl linear unabhéngiger unter den Polynomen

Q;(x). Also ist ¢ hochstens gleich s 4+ 1 und, weil P(x,y) nicht identisch
verschwindet, grosser als Null. Es sei
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=Za,~kx (]C=1,...,t)
i=0

ein System von ¢ linear unabhingigen unter den genannten Polynomen.
Die Koeffizienten «; finden sich also unter den Zahlen c;. Weiter ist

:kiuijk(,’lj) (j:O,...,S)

mit rationalen wuz. Da der Rang der Matrix
(aix) (G =0,...,7;k=1,...,1)

gleich ¢ ist, so hat sie eine von Null verschiedene Unterdeterminante,
sagen wir A, tten Grades. Aus dem Gleichungssystem

Cz]:Zujkaik ((=0,...,7;5=20,...,8)
k=1
ergibt sich
(7) wip = AjA (j=0,....,8k=1,...,1%),

wobei alle Elemente der Determinanten Aj, tter Ordnung, Koeffizienten
von P(x,y) sind.

Wir setzen nun
= > upy’ (k=1,...,0).
j=0
Dann ist

Pz, y) = Z Uy (x) Ri(y) -

Aus der linearen Unabhingigkeit der Polynome U,(x),..., UJx) folgt,
dass kein Polynom Ry(y) identisch verschwindet, und bekanntlich auch,
dass die WrownsKische Determinante

D) = |ULD@)/i!]| ((=0,...,t—1;k=1,....,1)
nicht identisch Null ist. Hierin seien Dy(x), ..., D,_;(x) die Unterdeter-
minanten der ersten Spalte, so dass die Summe

‘21 U (x)D; (x)/i!

fir k=1 gleich D(z) ist und fir k=2,...,¢ verschwindet. Jetzt
besteht die Identitdt
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t—1
D(x)Ry(y) = Y Pi(x, y)Di(x),
1=0
also die Identitat des Hilfssatzes mit
R(?/) = ARl(y)7 Eo(x) = ADo(x) DA Et—l(x) = AD:—I(x) .

Fiir jedes ¢ und k gilt nach Hilfssatz 5, bei einem Z; < C,Cy",

U(@)fi! < Zy (:) (x + 1y~ <« Z2" (x + 1),

also |
D(x) < (s + 1)1 Z5TH 276+ (z 4 1yCFD

& (5 1)) ZH 46D (r ) L g T

Die Koeffizienten von D(x) sind folglich absolut genommen kleiner als
(s = DIOSTE (451 Oy < 00y .
Die absoluten Betrége der Koeffizienten von R(y) sind nach (7) kleiner als
(s + D (OO < C04" .

Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen.

Hilfssatz 7. Unter den Zahlen
0,1,...,0+s
gibt es eine solche Zahl =, dass die Ungleichung

PI(P/% w/v) :‘: 0
besteht .

Beweis. Verschwindet das Polynom R(y) des Hilfssatzes 6 in y = w/v,
so ist der Koeffizient der hochsten Potenz in R(y), das ja nicht identisch
Null ist, durch die Zahl v, = v/(w, v) teilbar. Der genannte Koeffizient
ist also nicht absolut genommen kleiner als v, Dies ist jedoch unmoglich,
weil wegen o = Oy, q( > C;) > Cg, (u,v) = 1 nach Hilfssatz 2 die Un-
gleichung

vy > v/C; > CeCy°
besteht. Folglich ist

(8) R(w/v) = 0.

Es sei D(x) das in Hilfssatz 6 definierte nicht identisch verschwindende
Polynom. Verschwinden die Ableitungen D®(x) in 2 = p/g fiir alle
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Werte 0,...,0 von i, so ist D(z) durch das Polynom (g — p)°**
teilbar. Daher ist wegen (p,q) =1 der hochste Koeffizient von D(x)
absolut genommen mindestens gleich ¢°*'. Dies ist ein Widerspruch, denn
es ist 0 =Cy, ¢ > O, also ¢""'> C40y°. Folglich gibt es eine ganze

rationale Zahl f derart, dass
(9) DPplg) +0, 0=F=0

ist.

Aus der Identitit des Hilfssatzes 6 folgt nach den Ungleichungen (8)
und (9), dass es eine ganze rationale Zahl 7 (= 0) gibt, fiir die die Un-
gleichung des Hilfssatzes besteht und die hochstens gleich g 4t — 1,
also hochstens gleich ¢ 4 s ist. Die Behauptung ist damit bewiesen.

Hilfssatz 8. Es set 1 eine ganze rationale Zahl = 0. Dann besteht
die Ungleichung

[Pz(_p/q, u’/v)[ < 090100' q”'(I_S—G;ty) .

Beweis. Nach Hilfssatz 5 ist
Px,y) < C,C5 (@ + 1) (y + 1),

also, fir ¢ =0,...,7 und j=0,...,s,
Pij(xa ?/) <<O405' (2) (j) (x+ l)r-—i (y+ l)s_j

<L CLCy 2r+s($ + 1)y + 1).

Da ferner der absolute Betrag von p kleiner als @ + 1 und der von @
kleiner als ¢, + 1, also nach Hilfssatz 2 kleiner als C, ist, so gilt die
Abschétzung

\Pi(0,0)] = C,C5 27 (lo] 4 1) (10] + 1) < Z,
mit
Z, = C,Cy(2a + 4y (2C, + 2).
Aus der Identitat

=0 j=

s

Pii (0,0) (w — o) (y — O)
0
folgt, angenommen v < r, der Ausdruck

Ppin vl = 31 3 Py @.0)](\) 9l — 0/~ (w0 — 0 .

i=7 j=0 /
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Hierin kénnen nur die Glieder mit
(10) iJod + jlx = p

von Null verschieden sein. Aus den Voraussetzungen (1) und (2) ergibt
sich also nach Hilfssatz 2 die Abschitzung

|P(plg, wiv)| < (r 4 1) (s + 1) Z,2" max (1, CC\)°Z; = g~ "CyCyy"Z;
mit
Zy = max (¢ v )
(10)
Da ferner fiir alle 4,7 mit (10) und ¢ = 0,5 = 0 die Ungleichung

q—xi v-).j é q—ax/'.(i/qi.-i—j,/z) é q—oz/'.,u

besteht, so ist Hilfssatz 8 richtig.

5. Schluss des Beweises. Nun habe 7t die Eigenschaft des Hilfssatzes 7.
Mittels Hilfssatz 8 konnen wir den absoluten Betrag der ganzen rationalen

Z.ahl

Zg=q v P (plg, wlv)
abschéitzen. Es gilt

|Zg| < 090100 qx(r—s—o&u) +r—t 4 (o+1)s
Dabei ist der Exponent von ¢ hdchstens gleich
(x—1)(c+8) —n(s+ olu) +ox+ (04 1)s = —o0.
Weiter ist ¢ = (3,9 > Oy, also
CyCy” < q° .
Daraus ergibt sich die Abschédtzung
|Zg] < 1.

Folglich muss Zg gleich Null sein. Dies ist jedoch nach Hilfssatz 7 un-
moglich.
Damit ist der Beweis unseres Hauptsatzes beendet.

Mathematisches Institut
Universitat Turku
Finnland
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