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1. Einleitung

l.l. In dieser Arbeit wird das Problem der Lösung von der nichtlinearen
vektoriellen Differentialgleichung

(r) dv:l@,v)dr

betrachtet. In (l) ist das Difforential im Frdchet'schen Sinne zu verstehen.
Die Räumet R: und .Bi der Variablen sind endlichdimensional und eukli-
disch.

Es handelt sich um einen neuen Beweis fiir den allgemeinen Exis-
tenzsatz der Lösung von Gleichung (1). Dieser Beweis bringt beziiglich der
Schärfe der Annahmen nichts neues (vergl. tll - [4]). Unsore Betrachtungen
sind aber begriffsgemäss einfach, und die Konvergenz bei dor Methode der
sukzessiven Approximationen im mehrdimensionalen Argumentenraum
wird von einem neuen Standpunkt aus untersucht. Fiir die Einleitung in
den Problemenkreis sei auf [5] hingewiesen.

1.2. Die Behandlung der mehrdimensionalen Differentiahechnung
gestaltet sich einfach, wenn man koordinatenfreie sog. absolute Bezeich-
nungen anwendet. In dieser Arbeit folgen wir der in der Monographie [5]
eingefiihrten Schreibweise, die viele bekante Sätzo der klassischen Analysis
erner reellen Variablen zu mehreren Dimensionen verallgemeinern erlaubt.

1.3. Die Idee unseres Beweises ist kurz die folgende:
Zuerst wird die Eindeut'igkeit der Lösung von Gleichung (I) bewiesen.

Eine notwendige Bedingung fiir die trntegrabfität wird danach wie iiblich
unter Anwendung der Symmetrie des zweiten Differentials gerronnen.

Das Neue unserer Methode besteht, in der Art, wie man das Hinreichen
der Integrabilitätsbedingung beweist. Dies gelingt durch direkte Betraeh-
tung der sukzessiven Annäherungen {y"(")}. Dabei wird eine Folge von
Restgliedsoperatoren {R,(*)} durchdie Gleichung

y:(n) - f(*, A,(") ) + A,(n), u - 0, I, .. .,
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definiert. Unter Anwendung der Integrabilitätsbedingung wird dann eine
Abschätzung fiir die Norm von .8,(r) hergeleitet:

BKI r - z^l)'
lB,(r)l = 

M ---;T---::L,a : 0, 1,. ..,

wo M - Bup lf@ , y)l und r( - sup lfr@ , y)l sind. Danach wird gezeigt,
dass f(r): lim y,(r) dieGleichung (r)erfiillt.

1.4. Um eine mehrmals vorkommende Abschätz;trrg zt vereinfachen,
schicken wir einen einfachen l{ilfssatz vor&us.

Lemma. Es sei {E,@)) eine Folge uqn ni,chtnegatiaen, Iunlctionen d,es

reellen Interaalls 0 ! r ! rr, d,ie mit Ungleichungen

beschriinkt si,nil. DatLn gilt d.i,e Abscluitzung

(Mr\'-r
(z) q"(r) { K;_i,lt:1,2,....

Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt. Die Abschätzung (2) gilt fiir
v : l. Falls (2) fiir r, : n gn]/oig angenommen wird, erhält man

r r 
17 (Mo)"-, (Mr)"

Also besteh t, (2) auch ,Ur y - n+ I

2. Die lineare partielle Ditferentialgleichung erster Ordnung

2.1. Wir untersuchen die Gleichung (1) unter der AnfangsboJingung

)3) v( *r) : yo .

Dafiir sei im Gebiet

G,y: G* x G!: {l* - *ol { r"} x {lA - Ao { rr)

folgendes arigenommen :

A. Der Operat or f (r , y) ist in G* stetig.
B. X'iir beliebige Ur , Az e G, , r e G* gilt die Lipschitz-Bedingung:

lf@, ar) - f(", az)l ! K lv, - vrl .

C. Die partiellen Ableitungen f.(r, y) und fr(* , y) sind stetig in G,, .
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Aus der Annahme A folgt es, dass in G* sup l/(r ,y)l: lf endlichist.
weiter bemerke man, dass B erfiillt ist, falls die Aussage c gilt; und zwar
ist die Konstante 1( gleich der oberen Grenze der Norm 

I fr@, il ) .

2.2 wir beweisen erstens, dass die Lösung y(r) der Gleichung (I) unter
Bedingung (3) eindeutig ist. Es sei hierzu angenommen, dass in (7,, eine
andere Lösung il@) existiert. Dann ist dly@) - y(r)) : lf@ , y(r)) _
f (r , il@Dl dr , und also

y(r) yQ,) ,y(t)) - f(t,y(t)))dt,(1)

weil y(ri - y@o)

genommen u,erden.

so erhält man

ly@) y(r)l

und daraus weiter

fntegral längs der Strecke
ro { r*

- y(r)l ,

frofidas

y(r)

:.! u(t

(4) soll

:sup 
I

x-xrl ! r

Setzt man

,p (r)

:
I<K lly(t)-y(t)l .ldrl

J
xo

= 
K 

lr*),tq

. l y(e) ds

I{ach der Definition ist rp(r) ! 2r, , und so erhält man nach dem Lemma
die Abschätzurgen:

,p(r) <rrrff ,n : o, l, ... .

Hieraus sieht man, dass 9(r) : 0 und y(r) : y(r) aaf lx - rol < ro ist.

2.3 Die Gleichu"g (t) ist nicht allgemein integrierbar, d.er operator
f(r , y) muss hierzu eine besondere rntegrabilitätsbedingung erfiillen. Eine
notwendige Bedingung finden wir, wenn wir die symmetrie des zweiten
Differentials von der Lösungsfunktion

(5) y"(r)kh: d,(y'(r)h): d,(l@,y(x))h):y'pn +fl@,k)h:l:hh + fllk)h
fordern. Die tr'orm (5) muss symmetrisch sein, d.h.



3.1. lVir fiihren den Existenzbeweis konstruktiv durch. Die Technik
jst eine unmittelbare Verallgemeinerung von der Picardschen Methode der

sukzessiven Approximationen.
Wir konstruiren eine Funktionenfolge {7,(r)} :

gr(r) : Yo ,
I(7) rytr(x): lo L I IU ,a" (t)) (r - xo)dt,v - 0,I,' ,

I
0
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(6) finn + f ,tfOn: f*htc + f,ffh)k .

Die Bedingung (6) ist aber auch hinreichend fiir die Integrierbarkeit,,
wie wir im folgenden Kapitel beweisen werden. Fiir einen eindimensionalen
Argumentenraum -B| ist (6) immer erfiillt. Diese Bedingung hat, also nur in
Räumen .Ef von mehreren Dimensionen (nL > 1) Bedeutung.

3. Die Methode der sukzessiven Approximationen von Ficard

t : xo I 4r - no). Diese Folge ist wenigstens auf lr - rol ! rs, ro: min

fr,,rrf M) definiert. Aus (7) sehen wir, dass dieFunktionen y,,(n) stetig
differenzierbar sind. Die Stetigkeit der Ableitungsoperatoren A:@ wird
durch Induktion bewiesen: Dabei schreiben wir explizite

(8)

worin /:f(t,y,(t)),t: no* r(r - ro),h - r - no ,y: y,(t).

3.2. Um die Konvergenz der Folge (7) zu untersuchen, definieren wir
auf dem Intervall 0 { r < ro { r*. die reelle tr'unktion

-'(') -;j;t ,lY''(r) - u'-'(r)l '!: r'2 ' " "
Aus

:

J

x
rn
I

! Lf(t, y,,(t)) - f (t , ?/n-t g)] dt
IU

xo

Xlnf

I K lu,,(t) u,-, {t)! " I iltl -_< 
K I m,,,(Q)dQ

J 
ru-,\ ' vl ' 

J

erhalten wir die gU..frätzung
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ffir+r(')

Weil u'eiter mr(r) =- sup 
I

(,Kr)"-,
m,tr) 5 ry (, _ il

schreiben. Folglich konvergiert die Folge {u,@)}
Intervall lr nol { ro. Die Grenzfunktion

y(*) - lim y,,(r)
y-->@

ist stetig auf lr - nol 
= 

ro

(1r)

erhaltelr.

y,(r) - u,*L (r) (, - xr) dr

r'<K lm,(Q)dg,u:1,2,
J

Ulr)u orl - r, ist,, können v'ir nach dern Lemma

gleichmässig auf dem

Ilaftir
B. B. Wir untersuchen nun die Konve rgerlz d.er E olge {y',(*)}

definiererl rvir einen Restglied.operator R,(*) durch die Gleichunrr

(9) y',(n):f(r,A,(r)) + R,{*),,- 0, 1,2,"',

(101 1,,(r) : sup lä,(')l '
lr-*ol ( r

Integriert lnan die Glerchlrng (9) tängs der strecke r& ,

ii
t y', (t)d,r - !' tu ,u, (t)) {r - r)d,r { I R, $)(r - xo)6r ,

J 
i,v \ /- 

I 
v w v, \ " \ v 

!

so wir* *t Riicksicht auf (7)

I
f

J
0

3.4. um eine Abschätzung des Restgliedes B,(r) zu gewinnen, werden

u'ir eine Rekursionsformel fiir R,(r) herleiten. Einerseits sei dafiir die

Gleichung (9) in cler Formel (8) eingesetzt. wir erhalten den Ausdruck

(r2) ai+,(,)k : f ot:kh | {', Uk)h + fk)d,t I i ut (R,k)hih ,



I
rd,

I(r,y, (*) ) h : J *kl(t,a, (t))kld,t
ot

: 
[ 

,,rur + ,t; (a:h)k t fk]tu .

Wenn wir in d.iese Formel den Ausdruck (g) von A',: y',Q) einsetzen ,ncl
die Integrabilitätsbedingung (6) anwenden,. ersehen wir

f(*,y,(*))k: lnrfu | {,(fh)h aJkldt * 1 U;@"h)kd,t .

Endlich subtrahieren wir diese letzte Gleichung aus (12) und erhalten clie
erwiinschte Beziehung

R,*Jr)k : f(r, y,(r))k - f@, A,*r(r))lo

(r3) i
+ | lI; (R, k)h, - l', @,h)klrti, ,

ö

die zur Abschätzung geeignet ist.

3.5. Aus der Gleichung (13) ergibt sich die Abschätzung

ll"*,(r)kl { Kly,(r) -- u"+,(r), * j ,lf ,ln,,ilhld,t ,

wenn läl : I gesetzt ist. Mit Riicksicht auf die Beziehungen (10) und (It)
erhalten v'ir ferner
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mit /: lQ,y,(t)),R: R,(t),h: r _ r,o,t: ro|. /r - no). Anderseits
bemerkt man, dass

ii
lR,nr@)kl <l( I l,(Q')dQ + I 2K|,,(s),tq

JJ00

Hieraus ersieht man, dass
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wir nach dem Lemma die

(14)

suplBo@)l -supl -f@,Ail -M ist, erhalten
Abschätzung 1)

t.(r)<MY{.

3.6. Wir kommen zur Frage der Konvergenz der Ableitungsfolge
{y',(")). Wenn die Folge {y,(")} gegen y(r) stuebt, so konvergiert \y',1iyy
gegen f(r, y(r)): Nach Abschätzung (14) konvergiert {,8,(c)} gleichmässig
auf lz - ro | ( ro gegen Null, und daraus ergibt sich

)y',(r) - f(r,§@Dl: lf@,y,(r)) - f(*,!(4) -t R,(*)l
< I f@ , y,(r)) - f@ , il@Dl -t lR" (r)l
{ Kl a, @) - il@)l +l R, (r) I < r,

wen:e t) ) r,. Hieraus sieht man, dass y(r) differenzierbar auf lr - rol lro
ist und dass dort

y'(r)lc : !(r , y(r))k
gitt.

wir haben so das folgende Ergebnis bewiesen: (Jruter ilen Annahmen
A , B , C ist d,ie Integrabilitritsbed,ingung (6) hinreichend, fur d,ie Eristenz d,er
Lösung uon iler Difjerenti,algleichung (1) .

X'innische Kabelv'erke A. G.
Helsinki, X'innland
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1) rm Falle des eindimensionalen Raumes a] raut aus Formel (lB) das rntegral
der recht'en seite weg. 'wir können dann in Abschätzung (14) sK durch K ersetzen.
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