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Uber Majoranten indefiniter Bilinearformen*

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Bilinearformen (indefinite Metriken,
indefinite Skalarprodukte) und deren Majoranten auf reellen oder komplexen
linearen Rédumen unendlicher Dimension betrachtet.

Schon aus der klassischen Theorie der Hilbertschen Raume ist vieles
iitber Bilinearformen bekannt. Im Vordergrund des Interesses dieser Theorie
stehen jedoch einerseits das positiv definite Hermitesche Skalarprodukt
des Hilbertschen Raumes und andererseits diejenigen Eigenschaften der
Bilinearformen, die bei der Erdrterung der linearen Transformationen des
Raumes eine Rolle spielen.

Ausgehend von unterschiedlichen Fragestellungen haben wihrend der
letzten Jahre zahlreiche Autoren indefinite Metriken abgehandelt. Einen
Bericht iiber die Entwicklung dieser Forschungsrichtung findet man in dem
Artikel [5]. (Einzelne Arbeiten der in dieser Einleitung erwiihnten Autoren
sind nur dann in dem Literaturverzeichnis aufgefiihrt, wenn sie nicht schon
in [5] oder [23] referiert worden sind, oder wenn sie fiir die Zwecke dieser
Arbeit besonders wichtig sind.)

R. Nevanlinna hat in den Jahren 1952 bis 1956 eine Theorie der Her-
miteschen indefiniten Skalarprodukte auf einem Hilbertschen Raum in
den Arbeiten [31]—[35] entwickelt. Eine dhnliche Theorie war im Jahre
1951 von M. R. Hestenes [7] auf einige Fragen der Variationsrechnung
angewandt worden. R. Nevanlinna hat wohl als erster im Fall einer Her-
miteschen Bilinearform auf einem Hilbertraum die Frage nach den Eigen-
schaften der Majoranten behandelt, die hier auch fiir allgemeinere Fille
betrachtet wird.

Die von R. Nevanlinna in [34] begonnenen Untersuchungen iiber die
Darstellbarkeit einer Linearform in bezug auf eine Hermitesche indefinite
Bilinearform sind von I. S. Louhivaara, F. E. Browder und W. Littmann
weitergefiihrt und im Anschluss an einen Satz von P. D. Lax und A. N. Mil-

senschaftlichen Fakultdt der Freien Universitidt Berlin als Dissertation angenommen
worden.
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gram auch fiir Bilinearformen, die nicht Hermitesch zu sein brauchen,
verallgemeinert worden; wegen dieser Resultate verweisen wir auf [23].
Die eben erwihnten Autoren sowie E. Holder [11]—[13] und S. Hilde-
brandt [8]—[9] haben auch Anwendungen auf gewisse Fragen der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen behandelt. Der Verfasser [41] hat
das Problem der Darstellbarkeit von Linearformen in bezug auf die von
N. Aronszajn eingefiithrten koerziven Bilinearformen betrachtet. (Koerzive
Bilinearformen haben eine grébste Majorante und lassen sich durch ihr
Verhalten zu dieser kennzeichnen.) Einer Idee von S. Hildebrandt und
E. Wienholtz [10] folgend hat S. Stenholm [40] kiirzlich die Darstellbarkeit
von Linearformen in bezug auf eine Bilinearform, die nicht Hermitesch ist,
erneut behandelt.

Mit Hilfe der Nevanlinnaschen Theorie hat E. Pesonen [36] die Frage
nach der Spektraldarstellung von Hermiteschen Bilinearformen in bezug
auf eine indefinite Metrik behandelt.

Auf der Grundlage der Veroffentlichungen von R. Nevanlinna und der
Monographie [4] von N. Bourbaki hat E. Scheibe [39] Methoden aus der
Theorie der topologischen linearen Réume zur Untersuchung indefiniter
Bilinearformen herangezogen.

Eine Darstellung verschiedener Fragen iiber Bilinearformen findet
man bei N. Aronszajn [1]. Dort wird der aus der Theorie der lokalkonvexen
Réiume bekannte Prozess der Polarenbildung benutzt, um Eigenschaften
der Majoranten einer Bilinearform zu suchen.

Schon im Jahre 1944 sind die beziiglich einer quasipositiven Hermite-
schen indefiniten Metrik selbstadjungierten Transformationen eines sepa-
rablen Hilbertschen Raumes von L. S. Pontrjagin [37] untersucht worden.
Er behandelte speziell die Frage, zu einer solchen Transformation einen
invarianten Teilraum zu finden, der in bezug auf das indefinite Skalarpro-
dukt maximal positiv ist. Diese und verwandte Fragestellungen wurden
von M. G. Krein, I. S. Iohvidov, Ju. P. Ginzburg, H. Langer, J. Bognér,
M. A. Naimark, R. S. Ismagilov und anderen fortgefiihrt. Resultate aus
dieser Arbeitsrichtung findet man in [14]—[15], [5] und auch in den neueren
Arbeiten [18]—[19], [21]—[22], [2]—[3], [24]—[30] und [16]. R. Kiihne
[20] hat dann Ergebnisse dieser Untersuchungen benutzt, um einige mit
den Resultaten von E. Pesonen [36] verwandte Sdtze nachzuweisen.

In der vorliegenden Arbeit wird in Kapitel I gezeigt, dass die Majoranten
wichtig fiir Stetigkeitsbetrachtungen von Bilinearformen auf topologischen
linearen Réumen sind. In Kapitel II werden ein Beweis fiir die Existenz
minimaler Majoranten gegeben und die Eigenschaften minimaler Majo-
ranten untersucht. Kapitel IIT bringt die Behandlung von Zerlegungs-
majoranten. In Kapitel IV wird die Klasse derjenigen Hermiteschen Bili-
nearformen charakterisiert, fiir die eine Zerlegungsmajorante eine grébste
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Majorante ist. Die meisten bisher in der Literatur untersuchten Bilinear-
formen gehoren zu diesem Typ. In Kapitel V werden die quasipositiven
Bilinearformen im Hinblick auf ihre Majoranten untersucht.

Der Verfasser beabsichtigt, in einer weiteren Arbeit zu zeigen, dass der
Fragenkreis von L. S. Pontrjagin und M. G. Krein sich fiir die in den Kapiteln
IV und V untersuchten Bilinearformen behandeln ldsst.

I. Vorbemerkungen

1. Bilineare und quadratische Formen. Wir wollen einige im folgenden
benotigte Begriffe zusammenstellen. Mit X, Y, Z bezeichnen wir lineare
Réume iiber dem Koérper R oder C der reellen bzw. der komplexen Zahlen.
Eine Abbildung ¢ von X XX in den Koeffizientenkorper heisst Bilinear-
form auf X, wenn fiir alle o € X die partiellen Abbildungen Q(z, .)
linear und die partiellen Abbildungen (. ,x) konjugiert linear sind.
In der Menge der Bilinearformen konnen wir eine Konjugation @ — @*
durch die Vorschrift

R ,y) = Qy, ) furalle 2,y € X

einfithren. Eine Bilinearform @, fiir die @ = Q* gilt, heisst Hermitesch.

Zur Abkiirzung verwenden wir fiir die Werte der Bilinearform ¢ auf
der Diagonalen von X x X die Schreibweise @Q(x) statt Qx,x), fir
alle x € X . Auf einem komplexen linearen Raum X ist die Bilinear-
form @ schon durch ihre Werte auf der Diagonalen von X < X eindeutig
bestimmt. Es gilt die Polarisationsformel

1 4
Qx,y) = anlz" Qx + " y) fir alle v,y € X.

Auf reellen linearen Rédumen gilt nur fiir Hermitesche Bilinearformen ein
analoges Resultat. I'iir eine Hermitesche Bilinearform ¢ auf einem reellen
linearen Raum X gilt die Polarisationsformel

1

Q. y) = 7 (Rty) —Qe—y))  firalle v,y €X.
Ist X ein komplexer linearer Raum, so nennen wir eine Abbildung
@, von X in die komplexen Zahlen eine quadratische Form auf X , wenn

die durch die Vorschrift

1 4
R,y = 7 nZI 1" Qy(x + " ¥) fur alle x,y € X
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definierte Abbildung @ von X x X in die komplexen Zahlen eine Bilinear-
form auf X ist. Ist Y ein reeller linearer Raum, so nennen wir eine Ab-
bildung @, von Y in die reellen Zahlen eine quadratische Form auf Y,
wenn die durch die Vorschrift

1
Q@ ,y) = 7 (Qur+y) — Qule—y))  furalle o,y € Y

definierte Abbildung von Y x Y in die reellen Zahlen eine Bilinearform
auf Y ist.

Ist @ eine Bilinearform, so ist die Abbildung @, , die durch die Vor-
schrift @Q,(x) = Q(z), fiir alle z € X, definiert wird, eine quadratische
Form auf X . Die Polarisationsformeln besagen, dass fiir eine beliebige
Bilinearform @ auf einem komplexen linearen Raum die zu der soeben
konstruierten quadratischen Form @, gehérende Bilinearform wieder @
ist. Auf einem reellen linearen Raum gilt nur fiir Hermitesche Bilinear-
formen ein analoges Resultat. Ist @, eine quadratische Form und @ die
zugehorige Bilinearform, so schreiben wir statt Qy(x) kiirzer Qzx), fur
alle v €X.

Auf einem reellen linearen Raum entsprechen sich eineindeutig die
Hermiteschen Bilinearformen und die quadratischen Formen. Auf einem
komplexen linearen Raum ist eine Bilinearform € dann und nur dann
Hermitesch, wenn die zugehérige quadratische Form @, reellwertig ist.

Eine quadratische Form P, heisst positiv (oder auch positiv semidefinit),
wenn fiir alle « € X die Ungleichung P@) = 0 gilt. Gilt fir alle € X,

4 0, die Ungleichung P(x) > so heisst P, positiv definit. Wir
schrelben P, =0 und P, >0. Elne Hermitesche Bilinearform P heisst
positiv, bzw. positiv deflnlt wenn die zugehérige quadratische Form P,
positiv, bzw. positiv definit ist.

Fiir eine positive Hermitesche Bilinearform P gilt die Schwarzsche
Ungleichung

|P(x,y)* = Px) P(y) firalle x,y €X.
Fiir die Abbildung VP x—+V % , fir alle z€ X, gilt
VP(z) = 12 VPE) wd  AVPaty) = VPe) + VP@)
fir alle 2,y € X und alle Zahlen /. Die Funktion VP ist eine Halb-

norm auf X . Umgekehrt heisst eine Halbnorm p quadratisch, wenn die
Abbildung p?: & — (p(x))?, fiiralle @ € X, eine quadratische Form auf

X ist.

Ist @ eine Bilinearform, so heisst der lineare Raum

NQ) = {z]| z€X, Q,y) =0 firalle y€ X}
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der linksseitige Nullraum der Bilinearform ¢ . Analog definieren wir den
rechtsseitigen Nullraum  “10,(Q) . Es gilt “1(Q) = 1,(Q*) . Fiir eine Her-
mitesche Bilinearform @ ist “/0,(Q) = “1(Q). Wir schreiben dann kiirzer
N(Q). Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt, dass fiir eine positive
Hermitesche Bilinearform P der Nullraum

NP) = {x]| z€X, Plx)=10}

ist.  Eine Bilinearform @  Theisst linksseitig nichtausgeartet, wenn
“1(Q) = {0} ist. Kine nichtausgeartete Hermitesche Bilinearform auf
einem linearen Raum X heisst eine indefinite Metrik auf X .

Auf dem linearen Raum X sei eine Topologie T erklirt, so dass das
Paar (X, 3T) ein topologischer linearer Raum ist (siehe G. Kothe [17],
Seite 148 f.). Eine Bilinearform @ auf X heisst linksseitig stetig auf (X, ),
wenn fiir alle » € X die Linearform Q(. ,z) eine stetige Abbildung von
(X, Z) in den Koeffizientenkorper ist. Analog definieren wir die rechts-
seitige Stetigkeit. Eine Bilinearform ¢ ist dann und nur dann rechtsseitig
stetig, wenn die konjugierte Bilinearform @* linksseitig stetig ist. Eine
Hermitesche Bilinearform ist also dann und nur dann linksseitig stetig,
wenn sie rechtsseitig stetig ist. Wir sagen in diesem Fall, dass die Her-
mitesche Bilinearform partiell stetig ist. Eine Bilinearform @ heisst stetig
auf einem topologischen linearen Raum (X, T), wenn  eine stetige
Abbildung des Produktraumes (X, T) X (X, ) in den Koeffizienten-
korper ist.

Aus dem Zusammenhang zwischen einer Bilinearform ¢ und ihrer
zugehdrigen quadratischen Form @, folgt, dass eine Bilinearform @ auf
cinem topologischen linearen Raum iiber dem Korper der komplexen
Zahlen dann und nur dann stetig ist, wenn @), eine stetige Abbildung ist.
Auf einem topologischen linearen Raum tiber dem Korper der reellen Zahlen
gilt der analoge Satz nur fiir Hermitesche Bilinearformen.

2. Majoranten einer Bilinearform. Es sei @ eine Bilinearform und p
eine Halbnorm auf dem linearen Raum X . Wenn es zu jedem y € X eine
reelle Zahl 2, 0 =1 <+ o0, gibt, so dass die Abschdtzung

R,y = Ip) fir alle 2 €X

gqilt, so heisst p eine linksseitige Majorante von ¢ . Wir sagen auch, die
Halbnorm p majorisiert die Bilinearform @ linksseitig. Analog definieren
wir rechtsseitige Majoranten. Bei einer Hermiteschen Bilinearform ist jede
linksseitige Majorante auch eine rechtsseitige Majorante; wir nennen die
Halbnorm p dann eine partielle Majorante.

Wenn es zu einer Bilinearform ¢ und einer Halbnorm p eine reelle
Zahl 2, 0=2< 4o, gibt, so dass die Abschitzung
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@, y) = Ap(x)ply) fir alle =,y € X

gilt, so heisst p eine Majorante von @ . Wir sagen auch, die Halbnorm p
majorisiert die Bilinearform . Wir werden oft annehmen, dass 2 = 1 ist.

Ist P eine poesitive Bilinearform und majorisiert die Halbnorm VP
die Bilinearform @ (partiell), so sagen wir auch, P ist eine (partielle)
Majorante von @ .

Wir wollen im folgenden verschiedene Majoranten einer Bilinearform
miteinander vergleichen. Eine Halbnorm p heisst kleiner als eine Halb-
norm ¢, wenn

p) = q@) fir alle 2 €X

gilt. Wir fithren noch eine weitere Ordnung unter den Halbnormen auf
einem linearen Raum ein. Eine Halbnorm p heisst gréber als eme Halb-
norm ¢, wenn es eine reelle Zahl 2, 0 =1 < 4+, gibt, so dass

plx) = Aq(x) fiir alle 2 €X

gilt; in diesem Fall sagen wir auch, ¢ ist feiner als p. Zwei Halbnormen
p und ¢ heissen dquivalent, wenn p grober als ¢ und ¢ groberals p ist.
Eine Halbnorm p heisst echt gréber als eine Halbnorm ¢, wenn p grober
als ¢ und nicht dquivalent mit ¢ ist. Eine Halbnorm p erzeugt auf dem
linearen Raum X die Topologie I(p). Eine Halbnorm p ist dann und
nur dann gréber als eine Halbnorm ¢, wenn die Topologie I(p) gréber
als die Topologie T(g) ist.

Eine Majorante p einer Bilinearform @ heisst minimal, wenn jede
grobere Majorante von @ mit p dquivalent ist. Eine Majorante p einer
Bilinearform heisst eine grébste Majorante, wenn jede andere Majorante
feiner als p ist.

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung des Begriffes der Majorante fiir
die Untersuchung stetiger Bilinearformen auf topologischen linearen Réu-
men. Fiir den Fall lokalkonvexer Ridume findet man diesen Satz bei N.
Aronszajn [1].

Satz 1. Es sei (X , ) ein topologischer linearer Rawm. Eine Bilinear-
form @ auf X st dann und nur dann stetig auf (X, ). wenn es eine
auf (X, ) stetige Halbnorm p gibt, die die Bilinearform @ majorisiert.
Die Topologie Z(p) st dann gréber als die Topologie I .

Beweis. Die Bedingung ist offensichtlich hinreichend. Wir werden
zeigen, dass die Bedingung auch notwendig ist. Da @ stetig ist, gibt es
eine Nullumgebung U, so dass

Qlr,y) =1 fir alle »,y €U

gilt. Diese Abschiitzung gilt auch noch auf der absolutkonvexen Hiille
I' U von U : Zwei beliebige Elemente u,v € I'U lassen sich in der Form
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u:.Zlia:i mit _;[Mgl und 2;,...,2, € U

i=1
und
v o= Wy mit Y|l =1 und y,...,y, €U
=1 =

schreiben, und man kann abschétzen:

IA

n
11 !
Z 14 Uji

j=1

INgE!
INgE

JQ(u 5 /U)! = M’l AuJ'E iQ(xi ’ y])l =

1 i

UL

—

I

i=

J

Ist p die Distanzfunktion der absolutkonvexen Menge [I'U, so ist p
eine stetige Halbnorm auf (X, ) (siehe G. Kéthe [17], Seite 183 f.) und
es gilt die Ungleichung

Q,y) = pl)ply) fir alle x,y €X.

Die Bilinearform ¢ ist durch die stetige Halbnorm p» majorisiert.

Bei L. J. Savage [38], N. Aronszajn [1] und bei Yu. P. Ginzburg und
I. S. Iohvidov [5] findet man Beispiele fiir Bilinearformen, zu denen es
keine Majoranten gibt!). Aus dem vorhergehenden Satz folgt, dass nicht-
majorisierbare Bilinearformen in keiner mit der linearen Struktur des
Raumes vertriglichen Topologie stetig sind. erartige Bilinearformen
heissen total unstetig.

3. Schwache und starke Topologie. Aus einer Bilinearform ¢ auf einem
linearen Raum X gehen lokalkonvexe Topologien hervor, die wir jetzt
durch erzeugende Familien von Halbnormen erkliren werden (siehe
G. Kothe [17], Seite 206).

Die Familie der Halbnormen

max (. ,y) : x-—max Q,y) ,
yEN vEN

wobei N = {y,,...,y,, alle endlichen Teilmengen von X durchlduft,

bildet ein erzeugendes Halbnormensystem fiir die [linksseitig schuwache
Topologie T,(@) . Analog definieren wir die rechtsseitig schwache Topologie
3,,(Q). Fiir eine Hermitesche Bilinearform ¢ sind die linksseitig und die
rechtsseitig schwache Topologie gleich. Wir bezeichnen sie mit T, (@) .
Der topologische lineare Raum (X, T,(@)) ist dann und nur dann sepa-
riert, wenn die Bilinearfcrm ¢ linksseitig nichtausgeartet ist.

Die Familie aller in der linksseitig schwachen Topologie 3I,(Q) nach
unten halbstetigen Halbnormen bildet ein erzeugendes Halbnormensystem

1) Das Beispiel in [38] stammt von G. W. Mackey.
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fir die linksseitig starke Topologie ITp(Q)) . Analog definieren wir die rechts-
seitig starke Topologie ,,(¢)). TFir eine Hermitesche Bilinearform ¢
stimmen die linksseitig und die rechtsseitig starke Topologie iiberein. Wir
bezeichnen sie mit I,(@)). Der topologische lineare Raum (X , Tp(Q))
ist dann und nur dann separiert, wenn die Bilinearform ¢ linksseitig
nichtausgeartet ist.

Die hier gegebene Definition der starken Topologie ist dquivalent der
in der Theorie der lokalkonvexen Riume iiblichen (siehe G. Kothe [17].
Seite 259).

Einen lokalkonvexen Raum, auf dem jede nach unten halbstetige Halb-
norm stetig ist, nennen wir fonneliert (siehe G. Kothe [17], Seite 259).

Verschiedene Varianten des folgenden Lemmas sind in der Funktional-
analysis gebrauchlich.

Lemma 1. ZEs sei § eine Bilinearform auf dem linearen Raum X .
Fir die beiden linearen Abbildungen A wund A* wvon X in sich gelte die
Beziehung

RQAx,y) = Q,A*y) fir alle z,y € X .

Dann st A eine stetige Abbildung von (X , T,(Q)) in sich und auch eine
stetige Abbildung von (X , Iu(Q)) in sich.

Beweis. Sind y;,...,%. € X, so gehoren die beiden Halbnormen
max, ;. [@(. , ) und max;_;., |Q(. , 4% ) zuden erzeugenden Halb-
normen der Topologie T,(@). Da

max |Q(A x,y)| = max Q@ , 4% y) .
1gisn 1<i<n
fiir alle « € X, gilt,ist A eine stetige Abbildung von (X , 3,(¢)) in sich.

Gehort die Halbnorm p zu den erzeugenden Halbnormen der linksseitig
starken Topologie F(¢)), so ist p in der Topologie T ,(€) nach unten
halbstetig. Da die Abbildung A4 eine stetige Abbildung des Raumes
(X, Tu(@)) in sich ist, ist die Halbnorm p(A.) auch in der linksseitig
schwachen Topologie T,(¢) nach unten halbstetig und gehort zu den
erzeugenden Halbnormen der Topologie I5(Q). So ist 4 eine stetige
Abbildung des Raumes (X, Iy (¢)) in sich.

II. Polaritat

1. Polarenbildung. Wir wollen nun den aus der Theorie der Dualititen
bekannten Prozess der Polarenbildung (sieche . Kothe [17], Seite 246 f.)
fiir unseren Spezialfall untersuchen. N. Aronszajn [1] hat mit den Methoden
der Polarenbildung wichtige Resultate iiber Majoranten von Bilinear-
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formen gefunden. Essei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X .
Die Halbnorm p sei eine rechtsseitige Majorante der Bilinearform @ .
Die reellwertige Funktion

pix) = inf{ 1] 2ER, |Qx,y) = Apy) fir alle y € X },

fiir alle o € X, heisst die linksseitige Polare der rechtsseitigen Majorante
p. Ist S(p) die Menge {y| y € X, p(y) =1}, sokann man die Polare
p" auch durch die Vorschrift

p @) = sup{ [Qz,y) | y€S(p)}  firalle z€X

definieren. Analog bildet man die rechtsseitige Polare ¢, zu einer links-
seitigen Majorante ¢ . Im Falle einer Hermiteschen Bilinearform € be-
zeichnen wir die Polare einer partiellen Majorante p immer mit p~ .

Die Polare p™ einer rechtsseitigcen Majorante p einer Bilinearform @
ist eine Halbnorm, die @ linksseitig majorisiert (siehe N. Aronszajn [1]).
Es gilt die Ungleichung

Q,y) = p'(@)ply) Firalle @,y €X.

Its p quadratisch, so ist auch p™ quadratisch (sieche N. Aronszajn [1]).
Ist p eine rechtsseitige Majorante der Bilinearform @, so gilt mit
der Halbnorm ¢ = max (p,p™) die Ungleichung [Q(x,y)] = q(x)q(y)
fiir alle z,y € X . Also ist jede partiell majorisierbare Bilinearform auch
majorisierbar. Wie aus dem obigen zu sehen ist, ist eine partielle Majorante
dann und nur dann eine Majorante, wenn sie feiner als ihre Polare ist.

In Abschnitt 1.3 hatten wir eine Ordnung unter den Halbnormen einge-
fithrt. Der folgende Satz zeigt, dass die Polarenbildung mit dieser Ordnung
vertriglich ist.

Satz 2. Es set @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Die
Halbnormen p und q seien zwei rechisseitige Majoranten der Bilinearform
Q. Gilt fur alle x € X die Ungleichung q(x) = p(x), so folgt fir die Polaren
die Ungleichung q"(x) = p™(x) fir alle x € X . Ist p feiner als q, soist
p™ grober als q7 .

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Polaren.
Ist A eine positive reelle Zahl, so ist mit p auch die Halbnorm ZAp eine
Majorante von . Fiir die Polaren gilt (Ap)* = A1p™. Da die Halb-
norm ¢ grober als die Halbnorm p ist, existiert eine reelle Zahl 2,
0< A<+, sodass qy) = Ap(y) fur alle y € X gilt. Fir die
Polaren folgt dann die Ungleichung

Agix) = A(Ap)(x) = pT(x) firalle 2 €X.

Fir die Bipolare p™, gilt p™.(y) = p(y) fir alle y € X . Analog gilt
p]7(@) = p7(x) fir alle x € X. Wenden wir auf die erste Ungleichung
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den obigen Satz 2 an, so folgt p™ *(x) = p7(x) fir alle x € X . Esgilt also
P =D

2. Bipolarensatz2) Wir wollen die Struktur der Bipolaren p7_, einer
rechtsseitigen Majorante p von einer Bilinearform ¢ untersuchen. Uns
interessiert, wann die Gleichung p~™ = p gilt. Wir beweisen zuerst ein
Lemma, das Auskunft iiber das Verhalten der Polaren p™ einer rechts-
seitigen Majoranten p von einer Bilinearform @ in der linksseitig schwa-
chen Topologie T,(Q) gibt.

Lemma 2. FEs sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X .
Die Halbnorm p sei eine rechisseitige Majorante der Bilinearform @ . Die
Polare p™ ist dann in der schwachen Topologie T,(Q) nach unten halbstetig.

Beweis. Die Halbnormen [Q(. ,y) sind in der schwachen Topologie
F,,(Q) stetig. Dann ist die Funktion p7(z) = sup{ @, ) | v € S(p) }
nach unten halbstetig.

Zu einer beliebigen Halbnorm p auf einem topologischen linearen
Raum (X, T) kann man den unteren Limes p von p wie folgt bilden:
Ist W(x) der Umgebungsfilter des Punktes x in der Topologie T, so ist
(siehe G. Kothe [17], Seite 42)

p@) = liminf{p(y)| y €U }.
U€ll(x)
Man sieht leicht, dass die Funktion p eine in der Topologie T nach unten
halbstetige Halbnorm auf dem linearen Raum X ist.

Satz 3. Hs sei Q eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Die
Halbnorm p  sei eine rechtsseitige Majorante der Bilinearform @ . Die Bi-
polare p™_, st gleich der in der schwachen Topologie T,,(Q) gebildeten Halb-
norm p .

Korollar 1. Eine rechtsseitige Majorante p einer Bilinearform —Q
st dann und nur dann gleich ihrer Bipolaren p™,, wenn p in der Topologie
T,,(Q) mach unten halbstetig ist.

Korollar 2. Zuwei rechtsseitige Majoranten einer Bilinearform @, die
wn der Topologie T,,(Q) nach unten halbstetig sind, sind dann und nur dann
dquivalent, wenn thre Polaren dquivalent sind.

Beweis des Satzes (siehe auch G. Kothe [17], Seite 248). Wie wir am
Ende des Abschnittes II.1 gesehen haben, gilt im allgemeinen die Un-
gleichung p”, < p. Nach Lemma 2 ist die Bipolare p7, in der Topologie
%,.(@) nach unten halbstetig. Wir erhalten die Ungleichung p™, =p .
Wenn es nun eine Stelle y, € X gibt, an der p7_(y,) < p(¥o) gilt,_so

2) Der Verfasser mochte dankbar erwidhnen, dass Herr Professor Dr. I. Halperin
ihn auf die Verwandtschaft des Inhaltes dieses Abschnittes mit einigen Sdtzen der
Arbeit [6] von I. Halperin und W. A. J. Luxemburg aufmerksam gemacht hat.
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liegt der Punkt gy, ausserhalb der Menge S(p,o0) = {y| y €X, p(y)
= o}, wenn fiir den Radius ¢ die Abschitzung »7 (y,) < o < p(y,)
gilt. Diese Menge ist absolutkonvex und abgeschlossen in der Topologie
T,,(@) . Ls gibt eine Linearform Q(z, .), die y, von der Menge S(p, o)
strikt trennt (siehe G. Kothe [17], Seite 244): B

sup{ [Q,y) | y€8(p,0)} =1 < Rel(x,y, .

Aus der linken Seite dieser Ungleichung und aus Satz 2 folgt p7(2)
= p'(xr) = o'. Aus der rechten Seite folgt dann aber »p7 (yo) > 0.
Also gilt p™, =p.

Korollar 1 folgt unmittelbar aus Satz 3. Korollar 2 ist eine Folgerung
aus Korollar 1 und aus Satz 2.

3. Minimale Majoranten. Aus dem folgenden Lemma erhélt man ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium dafiir, dass eine Majorante
minimal (siehe I.2) ist, sowie einen Beweis fiir die Existenz minimaler
Majoranten. Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung eines Resultats von
N. Aronszajn [1].

Lemma 8. s sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Die
Halbnorm p majorisiere die Bilinearform @ . Dann gibt es eine grobere
Halbnorm p, , die @ auchmajorisiert und fiir die p, = max (p,™ , po., ) gilt.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass die Ungleichung

Qlr,y) = p)py) fir alle 2,y € X

gilt. Die Polaren p™ und p_ sind dann kleiner als p. Aus den fiir alle
v,y €X giltigen Ungleichungen

Q.y) =p@ply) uwd  Qk,y) = p)p,y)
folgt fir alle 2,y € X die Abschdtzung

Q. y) = Vi(p@2+ p @) VEpw? -+ p.u? = p)py) .

wobei

P = V1 (p? -+ max (p™ s P:2))

ist. Es gilt fir alle « € X die Ungleichung p,(x) = p(+) . Setzen wir das
Verfahren fort, so erhalten wir eine monoton fallende Folge (p, ), von
Halbnormen, die alle die Bilinearform ¢ majorisieren. Die Halbnorm
py = lim,___ p, ist eine Majorante von . Wir werden zeigen, dass
die Relation p, = max (p,", p,,) gilt.

Die Folgen (p,7)i2, und (p,,)ie; sind monoton wachsend und be-
schrinkt. Nach Satz 2 folgen aus der Ungleichung p, = p, die beiden
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Ungleichungen p,* = p,” und p,, = p,,. Fir die beiden Halbnormen
@ = lim,_ o p~ und ¢, = lim,, p,, gelten die Abschidtzungen ¢, <

pe” und ¢ =< p,,. Da die Ungleichung
R,y = 2. @) ply) = @) pey) firalle z,y €X
und fiir alle nattirlichen Zahlen k=1,2,... gilt, folgt

Q@ .,y = q@) poly)  fir alle x,y €X.

Diese Ungleichung besagt aber gerade, dass p,” =< ¢; ist. Analog erhilt
man die Ungleichung p,, <g¢,. Es gilt also lim,,  p° = p,” und
Wi P = Po, - Folglich ist

lim max (p™, p,, ) = max (py”, P ) -

k>

Aus der Definition von p, folgt nun

po = Im AV} (p + max (2, p,2) = VI (pe + max (pg™, po.?) -

k—

Daraus ergibt sich die Gleichung p, = max (p,™, Py, ) -

Ist @ Hermitesch, so haben wir eine Majorante p, gefunden, fiir
die p, = p,” gilt. Derartige Majoranten heissen selbstassoziiert (siehe N.
Aronszajn [1]).

Satz 4. FEs sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Eine
Magjorante p der Bilinearform @ ist dann und nur dann minimal, wenn p
mit der Halbnorm max (p™,p,) dquivalent ist.

Korollar. Jede minimale Majorante einer Hermiteschen Bilinearform
Q st zu einer selbstassoziierten Majorante dquivalent. Aus Lemma 2 folgt,
dass die selbstassoziierten Magjoranten in der Topologie T (Q) nach unten
halbstetig sind.

Eine Majorante einer Hermiteschen Bilinearform ist minimal, wenn sie
mit ihrer Polaren dquivalent ist. Im allgemeinen ist die Aquivalenz von
p mit einer ihrer Polaren nur hinreichend und nicht notwendig dafiir,
dass die Majorante p minimal ist.

Beweis des Satzes. Die Halbnormen p und max (p™,p,) seien
dquivalent. Die Halbnorm ¢ sei eine weitere Majorante, die gréber als p
ist. Nach Satz 2 ist dann ¢” feiner als »™ und ¢, feinerals p_ . Da g eine
Majorante ist, ist ¢ feiner als ¢™ und ¢,. Die Halbnorm ¢ ist feiner als
die Halbnorm max (™, p,) und folglich feiner als p. Die Majoranten
p und ¢ sind &dquivalent.

Die Halbnorm p sei eine minimale Majorante von ¢ . Nach Lemma 3
existiert eine grobere Halbnorm p,, die ¢ auch majorisiert und die mit
der Halbnorm max (p,*, p,,) dquivalent ist. Da p eine minimale Majo-
rante ist, ist p dquivalent mit p,. Nach Satz 2 sind auch die Polaren von
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p und p, dquivalent. Die Halbnorm p ist dquivalent der Halbnorm
max (p”,p, ). Aus dem soeben gezeigten folgt auch das Korollar.

Satz 5. FEs sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Die
Halbnorm p majorisiere die Bilinearform @ . Dann gibt es eine minimale
Majorante p, wvon @, die grober als p ist.

Beweis. Nach Lemma 3 gibt es eine Majorante p, von @, die gréber
als p ist und die mit der Halbnorm max (p,™, p,,) édquivalent ist. Nach
Satz 4 ist p, eine minimale Majorante.

III. Zerlegungsmajoranten

1. Direkte Summen von Rdumen mit Bilinearformen. Kssei ) eine
Bilinearform auf dem linearen Raum X , und R sei eine Bilinearform auf
dem linearen Raum Y . Eine bijektive lineare Abbildung 4 von X auf
Y heisst ein Isomorphismus von (X , @) auf (Y, R), wenn die Gleichung

Rx.y) = RAdax,Ay) fir alle x,y € X

erfiillt ist.

Fir 1=1,2 sei ; eine Bilinearform auf dem linearen Raum X, .
Unter der direkten Summe (X, @) ® (X,,®,) verstehen wir dann den
Raum X, ®X,., versehen mit der durch

Q,PQ,: ((ry,@0), (Y1, ¥Y2) ) = @iy, ) & Qolvy, ¥s) s

fir alle (x;.2,), (y, . ¥,) € X;®X,. erkldrten Bilinearform Q,®¢, . Wir
schreiben

(Xl s Ql) @ (Xz > Qz) = (Xl@Xz s Ql@Qz) .

Js sei @) eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Ferner seien
X: (¢=1,2) =zwei lineare Teilrdume von X . Die Einschridnkung der
Bilinearform ¢ auf den Raum X; wird mit @ | X; bezeichnet. Wir kon-
nen die direkte Summe (X;,Q | X;) ® (X,,@Q | X,) bilden. Durch =z:
(vy.2,) — ay;+a, wird eine lineare Abbildung von X,®X, auf X er-
kléart. Der Raum (X, @) heisst die direkte Summe der beiden Teilrdume
(Xi, Q1 Xs) (¢=1,2), wenn die Abbildung 7 einen Isomorphismus von
der direkten Summe (X;.Q  X,) ® (X,.,Q X,) auf (X, Q) vermittelt.
Wir schreiben dann

()(;Q) = (Xl:Qle)@(Xz:Qsz)‘

Der nichste Satz gestattet uns im folgenden ein leichtes Umgehen mit
der schwachen und der starken Topologie von direkten Summen von Rau-
men mit indefiniter Metrik.
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Satz 6. Es sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Der
Raum (X , Q) gestatte eine Darstellung als direkte Summe zweier Teilridume

X QX)) (1=1,2):
(X,0) = (X;,@QX) ®X,,Q]X,).
Dann gilt T,(Q) | Xi = T(Q | X;) und Tp@) | X; = Tn@ X)) fur

t = 1,2. Weiterhin haben wir die beiden Darstellungen von X als topologisch
direkte Summe:

(i) (X, T,@) = (X, T,@Q) X)) ® (X, Tu(@) | X)
und
(ii) (X > zlb(Q)) = (X1 ) IIb(Q) ; Xl) @ (Xz s zlb(Q) Xz) .

Beweis. Wir bezeichnen die zu der Darstellung X = X; ® X, gehoren-
den Projektionen mit F; und F,: Der Wertevorrat “N(F;) von I ist
X, (i=12), und F, + F, ist gleich der identischen Transformation
I. Aus der Definition der direkten Summe folgt, dass die beiden Abbil-
dungen F, und F, @ -symmetrisch sind: Es gilt Q(F; v, y) = Qv , Fiy)
fiir alle 2,y € X. Nach Lemma 1 in Abschnitt I.3 sind die Projektionen
F, (i =1,2) stetige Abbildungen von (X , T,(Q)) und von (X . 3I4(Q))
in sich. Daraus folgen die beiden Darstellungen (i) und (ii) (siehe G. Kéthe
[17], Seite 159).

Wir zeigen, dass (X, 3,(@) X)) = (X;, T,(@ X)) ist. Eine Halbnorm
aus dem Erzeugendensystem der schwachen Topologie I,(¢  X;) hat die
Form max,_;_, | Q(. , )|, wobei y,,...,y. €X;. Diese Halbnorm
ist offensichtlich die Einschrinkung auf X; von einer Halbnorm aus dem
Erzeugendensystem der Topologie T,(@) auf X . Eine Halbnorm aus dem
Erzeugendensystem der Topologie (€)' X: hat die Form

max | Q(. ,z) .
15j<n

wobei z;,...,z €X sind. Nun gilt fir alle v € X; die Gleichung

max [ Q@ ,2) | = max | Q(F;x,z) — max Q. Fiz) .
1<j<n 1<j<n 1<j<n
Die Einschrankung der Halbnorm max;_;., | (. ;%) hat also die

Form max,_;., @(.,Fiz)! und gehort folglich zu den erzeugenden
Halbnormen der Topologie T,(@ ' X;).

Wir zeigen, dass (Xi, (@) | X)) = (X:. I,(Q  Xi)) ist. Eine
Halbnorm p aus dem Erzeugendensystem der Topologie T,(@ X;) ist
in der Topologie T,(@ | X;) nach unten halbstetig. Aus dem bisherigen
Teil des Beweises folgt, dass die Halbnorm p(F;.) eine nach unten halb-
stetige Funktion auf (X, 3,(Q)) ist. Da p(F;.) X; = p ist.ist die
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Halbnorm p die Einschrinkung auf X; von einer Halbnorm aus dem
Erzeugengensystem der Topologie Iu(Q). Die Einschrinkung ¢ | X
einer Halbnorm ¢ aus dem Erzeugendensystem der Topologie ZTu(Q)
ist in der Topologie F,(@) | X: nach unten halbstetig. Da T,(Q)] X;
= T,(Q X, gilt, gehért ¢ | X; zu den erzeugenden Halbnormen der
Topologie Tu(Q | Xi) .

2, Kanonische Zerlegungen. Es sei X ein linearer Raum mit einer
(indefiniten) Hermiteschen Bilinearform ¢ . Der Raum (X , @) gestatte
eine Darstellung (X ,Q) = (X+,Q|X*) @ (X—,Q|X") als direkte
Summe zweier Teilrdume (X+,Q | X*) und (X—,Q | X~), wobei @, X+
und @, | X~ positiv sind. Wir nennen diese Darstellung eine kanonische
Zerlegung des Raumes (X , Q). M. R. Hestenes [7], R. Nevanlinna [31]—
[35] und E. Scheibe [39] haben kanonische Zerlegungen untersucht.

Zu der Darstellung X = X*+4 X~ gehoren die Projektionen F*
und F- mit den Eigenschaften “X(F*) = X+ und ‘N(F~-)= X~ und
F+4 F- = 1. Die beiden Projektionen F+ und F~ sind @ -symmetrisch.
Wir definieren den Operator J = F+— F-. Esgilt J?> = 1. Wir bilden
die Hermitesche Bilinearform P = Q [ X+ @ (—Q | X~). Es gilt also
(X,P) = X+,Q|XH)® (X~, —Q|X"). Weiterhin bilden wir die
Bilinearformen

O = 1(P+0Q) und Q- = (P —0).

Die Bilinearform P heisst die von der betreffenden Zerlegung erzeugte
Zerlegungsmajorante von @ (siehe R. Nevanlinna [32]—[35]). Diese
Bezeichnung wird durch die im folgenden angegebenen Eigenschaften von
P gerechtfertigt.

Satz7. Es sei X ein linearer Raum mit einer (indefiniten) Hermiteschen
Bilinearform @ . Der Raum (X ,Q) gestatte eine kanonische Zerlegung
(X,0) = XT,Q| XYY@ (X~,Q|X"). Die Operatoren F+, F~,.J
und die Bilinearform P  seien wie oben definiert. Dann gilt:

(i) Die Bilinearform P istposz'tic Esgilt (X*+,P|Xt) = (X7, X)
und (X-,P X)) = (X—, —Q ! X7). Der Raum (X, P) hat eine Dar-
stellung

X,P) = X, P XHeX-,P X))
als direkte Summe der beiden Teilriume (X+,P X7¥) und (X—,P.X7).
Daraus folgen die Formeln Q(Jz,y) = P(v,y) und P(Jx) = P(x)
fur alle x,y € X . Die Bilinearformen P und Q erzeugen dieselbe schwache
und starke Topologie auf dem linearen Raum X .

(ii) Die Halbnorm VP st eine selbstassoziierte Majorante der Bilinear-
form @ . Die Halbnorm /P ist eine minimale M ajorante (siehe 11.2, Satz 4).
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Beweis. (i): Aus der kanonischen Zerlegung von @ und der Definition
von P folgen die Gleichungen P | X+ =@Q |X* und P| X~ = —Q | X~
und die Darstellung von (X, P) als direkte Summe. Wir erhalten die
Abschétzung

P) = QFtz) —QF—x) = 0 fir alle z€X.
Die Hermitesche Bilinearform P ist positiv. Analog folgt
QJ x.,y) = Q((Ff—F—) x,Y)=QUF T, Fty) — QU x, F-y)= Px,y)

fir alle «,y € X. Da J?=1 ist, folgt hieraus P(Jx) = P(x).
(ii): Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

1Q,y) P = [P(Jx,y)? = P(Jx)Ply) = P(x) P(y)

fiir alle «,y € X . Die Halbnorm VP ist eine Majorante von ¢ . Da
die Abbildung J bijektiv ist, erhalten wir

VP'(x) = inf{i] A€R, |Qu,y) | =AiVPy tiralle y€X)
= inf{1] 2€R, Q@,Jy) =iVPJy) firalle y € X }
— inf{i 2€R, P,y =iVPy firalle yeX).

Da die Schwarzsche Ungleichung scharf ist, folgt V/ P =\/P.

3. Ein Vergleichbarkeitskriterium. Wir wollen ein Kriterium finden,
das uns gestattet zu entscheiden, wann eine minimale Majorante einer
Hermiteschen Bilinearform ¢ mit einer vorgegebenen Zerlegungsmajo-
rante dquivalent ist. Dieses Kriterium wird es uns erlauben, im folgenden
Kapitel eine Klasse von Rdumen (X, @) zu charakterisieren, auf denen
es eine grobste Majorante von @ gibt.

Lemma 4. Es sei X ein linearer Raum mit einer (indefiniten) Hermite-
schen Bilinearform @ . Der Raum (X , Q) gestatte eine kanonische Zerlegung

(X,Q) = X, QlX)e X ,QX).

Die Operatoren F+, F~, J wund die Zerlegungsmajorante P seien wie in
Abschnitt 111.2 definiert. Eine minimale Majorante q der Bilinearform
ist dann wnd nur dann dquivalent mit der Majorante /P, wenn einer der
Operatoren F+, F~, J auf (X, T(q)) stetig ist.

Beweis. Aus den beiden Beziehungen F++4F- =1 und F+—F-=.J
folgt, dass die Stetigkeit von einem der Operatoren F*+, F~, J die Stetig-
keit der anderen beiden nach sich zieht. Auf Grund der Aussage (i) des
Satzes 7 ist die angegebene Bedingung notwendig. Ist andererseits .J eine
stetige Abbildung von (X, ¥(¢)) in sich, so existiert eine reelle Zahl 7,
0= 72< +o0, sodassdie Ungleichung
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gJx) = Agx) fiir alle 2z €X
gilt. Wir konnen dann aber abschitzen
P@) = QJz,2) < qJ x)q(x) = A (q(x))? fiir alle z€X.

Die Halbnorm ¢ ist feiner als VP . Da q eine minimale Majorante von
() ist, muss ¢ &quivalent mit VP sein.

Satz 8. Es sei X ein linearer Rawm mit einer (indefiniten) Hermiteschen
Bilinearform Q. Der Raum (X, Q) gestatte eine kanonische Zerlequng
(X,0Q) = (X+,Q 1 X) @ (X—,Q|X7). Die zugehorige Zerlegungsmajo-
rante sei P . Eine weitere minimale Majorante q der Bilinearform € st
dann und nur dann dquivalent mit der Halbnorm VP, wenn auf mindestens
cinem der beiden Teilriume X+ oder X~ die Einschrinkungen von q und
\'P iquivalent sind.

Beweis. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sind nun etwa
auf X+ die Halbnormen VP | X+ und ¢| X+ idquivalent, so kinnen wir
zeigen, dass dann die Projektion F* eine stetige Abbildung von (X, 3(q))
in sich ist. Nach dem soeben bewiesenen Lemma 4 sind dann die beiden
Majoranten ¢ und VP auf ganz X dquivalent. Da die Halbnormen
g X+ und VP | X+ dquivalent sind, gibt es eine reelle Zahl 1,
0 </ <+o, so dass

(@)? = AP(x) fiir alle « € X+
gilt. Da ¢ eine Majorante von @ ist, ergibt sich
(F~2)2 = 2P(F 2) = 2Q(Fta) = AQF*rx,a) = AqF*z)q)
fiir alle « € X . Daraus folgt nun

g Ftz) = Aq(x) fir alle z€X.

Die Projektion F* ist also eine stetige Abbildung von (X, 2(g)) in sich.

IV. Hermitesche Bilinearformen mit grobsten Majoranten

1. Hermitesche Bilinearformen mit grobsten Majoranten.  Wir wollen
untersuchen, wann fiir eine Hermitesche Bilinearform, zu der es eine kanoni-
sche Zerlegung gibt, die zugehérige Zerlegungsmajorante eine grobste
Majorante ist. Hinreichende Kriterien haben R. Nevanlinna [32] und
N. Aronszajn [1] angegeben.

Satz9. Es sei X ein linearer Raum und Q eine (indefinite) Hermitesche
Bilinearform auwf X . Der Roum (X , Q) gestatte eine kanonische Zerlegung



20 Ann. Acad. Sci. Fennice A L 381

X,Q) = X+,Q1X") ® (X—,Q|X) . Die zugehorige Zerlegungs-
majorante sei P (siche II11.2). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Es gibt eine grobste Majorante von @ .

(i) Alle minimalen quadratischen Majoranten sind dquivalent.

(iii) Auf mindestens einem der beiden Teilriume (X+,Q | X*)  oder
(X=,Q | X~) st die in Abschnitt 1.3 erklirte starke Topologie gleich der von
der Einschrankung der Zerlegungsmajorante /P erzeugten Topologie.

(iv) Mindestens einer der beiden Teilriume (X+, %(VF | X*)) oder
(X—, %(\/F[ X7)) st tonneliert (siche 1.3).

Beweis. Wir werden die Aquivalenz in der natiirlichen Reihenfolge
beweisen. Der erste Schluss ist einfach. Aus der Aussage (i) folgt, dass
alle minimalen Majoranten édquivalent sind. Dann sind erst recht alle
minimalen quadratischen Majoranten fquivalent. Im zweiten Abschnitt
dieses Kapitels werden wir durch einen indirekten Beweis zeigen, dass aus
(ii) die Aussage (iii) folgt. Im dritten Abschnitt zeigen wir, dass aus (iii)
die Aussage (iv) und aus (iv) wieder (i) folgt.

2. Konstruktion von zwei nichtvergleichbaren selbstassoziierten quadrati-
schen Magjoranten. ~Wir geben zuerst ein einfaches Lemma, das wir fiir
den nachfolgenden Widerspruchsbewszis benétigen.

Lemma 5. Es sei P eine positive Hermitesche Bilinearform auf dem
linearen Rawm X . Die Halbnorm q majorisiere P partiell. Wenn dic

Halbnorm q echt grober als die Halbnorm /P ist, dann gibt es zu jeder
Nullfolge (e.)-, won positiven, endlichen reellen Zahlen &, eine Folge
(en )y von P -orthonormalen Vektoren in X mit
Plew,e,) = 0 firalle - m,n = 1,2,... und m=n
und
Ple,) =1 fiurale n = 1,2, ..,
so dass fir alle natirlichen Zahlen n die Ungleichung

9en) < enVPe,) = &,
gilt.
Beweis. Da die Halbnorm ¢ echt gréber als die Halbnorm /P ist,
gibt es im Raum X einen Vektor «;, fiir den die Ungleichung q(z;) <

& V. P(x;) gilt. Wir setzen e, = xl/\/ P(xl). Wir betrachten nun alle
Vektoren x € X mit P(x,e) = 0. Entweder gilt fiir alle diese Vektoren

q(x) = &, \/P(x) oder es gibt einen Vektor z, € X mit P(x,,e,) =0,
fiir den g(x,) < £,V P(x,) gilt. Wenn wir den Vektor x, noch normieren,
haben wir e, gefunden.
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Sofern das Verfahren nicht abbricht, kénnen wir fiir jede natiirliche Zahl
n einen Vektor e, konstruieren, so dass die Folge (e )y, die geforderten
Eigenschaften hat.

Bricht das Verfahren bei einer Zahl n, 2 <n < 4o, ab, so gilt

q(z) = e, V. I?z) fiir alle Vektoren z aus der Menge
Z ={z| 2€X, Pz,e)=0fire=1,...,n}.

Auf dem linearen Teilraum Z sind die Halbnormen ¢ |Z und NP Z
dquivalent. Die Riume (Z, (¢ |Z)) und (Z, i(\/ﬁ{ Z)) sind gleich.
Wir bezeichnen die lineare Hiille der Vektoren e;,...,e, mit 1 . Der
Raum (Y ,P|Y) ist ein endlichdimensionaler Teilraum von (X, P),
und P |Y ist auf Y nichtausgeartet. Der Teilraum (Z, P |Z) ist ein
Komplementirraum zu (Y ,P|Y) in bezug auf den Raum (X .P).
Es gilt (X,P) = (Y,P|Y)® (Z,P|Z). Folglich gilt

(X,3WVP) = (Y,IWVP|Y) @ (Z, I(VP|Z).

Wir zeigen ferner, dass der Teilraum (Z, (g | Z)) ein Komplementar-
raum zu dem Teifraum (Y, 3(g|Y)) in dem topologischen linearen
Raum (X, ¥(q)) ist. Der Beweis verlduft nach einem bewihrten Schema.
Man muss nur beachten, dass die vorkommenden Topologien nicht not-
wendig separiert sind. Mit F bezeichnen wir die zu der Darstellung
X = Y@®Z gehérende Projektion auf den Teilraum Y . Es gilt “R(F) = V¥
und N(F) = {2|2€X,Fz=0}=27Z. Esreicht zu zeigen, dass F
eine stetige Abbildung von (X, I(¢)) auf (Y, Z(g]Y)) ist (siche
G. Kothe [17], Seite 159). Es sei z, ein Haufungspunkt von Z. Da ¢
die Bilinearform P  partiell majorisiert, folgt P(zy,e) = 0 fir
i=1,...,n. DerPunkt z, liegtin Z, und Z ist also ein abgeschlossener
Teilraum von (X, $(q)). Auf dem Quotientenraum X [Z ist die von
F(¢q) induzierte Quotiententopologie T, separiert. (X /Z,T,) ist ein
separierter, endlichdimensionaler, topologischer linearer Raum. Wir bezeich-
nen mit K die kanonische Abbildung von (X, ¥(g)) auf (X/Z, I, .
Nach dem Homomorphiesatz existiert eine bijektive lineare Abbildung
I:X|Z— 7Y, sodass F = IoK gilt. Nach einem Satz von A. Tychonoff
(siehe G. Kothe [17], Seite 154) ist I eine stetige Abbildung von (X [/ Z, T,)
auf (Y ,%(g|Y)). Die Projektion F ==ToK ist also stetig. So haben
wir die Darstellung

X, 2Ug) = (Y, |Y) @ (%, g Z)

bewiesen.
Da die Halbnorm ¢ die Bilinearform P partiell majorisiert, ist der
endlichdimensionale Teilraum (Y, (¢ | Y)) separiert. Nach dem schon
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einmal angewandten Satz von Tychonoff sind die beiden endlichdimensio-
nalen, separierten, topologischen linearen Riume (Y, i(\/ P | Y)) und
(Y,3(q]Y)) gleich. Aus den beiden oben bewiesenen Darstellungen
folgt die Gleichung

(X, %) = (Y, Y) @ (%, | 2)
= (Y, IWP|Y) @ (Z,3IVP|2) = (X,T(VP).

Diese Gleichung steht aber im Widerspruch zu unserer Annahme, dass die

Halbnorm ¢ echt grober als die Halbnorm 4/P ist. Das Verfahren zur
Konstruktion der Folge (e.) ., kann also nicht bei einer endlichen Zahl
abbrechen, womit Lemma 5 bewiesen ist.

Wir kénnen nun zeigen, dass aus der Aussage (ii) in Satz 9 die Aussage
(iii) folgt. Essei (X, Q) ein linearer Raum mit einer (indefiniten) Hermite-
schen Bilinearform. Es gebe eine kanonische Zerlegung (X, Q) =
(X+,Q1X") ® (X—,Q|X"). Die zugehérige Zerlegungsmajorante sei P .
Die Aussage (iii) in Satz 9 sei nicht erfiillt. Auf X+ ist die Topologie
(@ | X*) verschieden von der Topologie E(\/ P | X*), und auf X-
ist die Topologie (@ | X~-) verschieden von der Topologie TVP|X).
Dann existiert eine selbstassoziierte quadratische Majorante VR von @,
die mit der Zerlegungsmajorante /P nicht vergleichbar ist.

Wir beachten im folgenden die in Satz 6 angegebenen Zusammenhiinge
zwischen den von @ auf X, X+, X~ erzeugten schwachen und starken
Topologien. Nach Satz 7 gilt P| X+ =@ | X+ und P| X~ = —Q | X—.
Die Halbnorm /P ist eine selbstassoziierte Majorante der Bilinearform ¢
(siehe Satz 7) und ist in der schwachen Topologie (@) nach unten halb-
stetig (siehe Lemma 2). Die Halbnorm /P gehort zu den erzeugenden
Halbnormen der starken Topologie T4(Q) (siehe I.3). Unsere Voraussetzung
besagt also, dass auf X+ und X- die Einschrinkung der starken Topologie
echt feiner als die von der Einschrinkung der Zerlegungsmajorante erzeugte
Topologie ist.

Auf X+ gibt es also eine Halbnorm ¢ aus dem Erzeugendensystem
der Topologie T4(¢ | X*), die nicht grober als die Halbnorm VP | X+
ist. Die Halbnorm p = max ( VP I X+,q) ist echt feiner als die Halb-
norm VP | X und ist auch in der schwachen Topologie T,(Q | X*) nach
unten halbstetig. Da die Halbnorm p die Bilinearform @ | X+ majorisiert,
kénnen wir ihre Polare p™ bilden. Aus der Schwarzschen Ungleichung
folgt, dass /P | X+ eine selbstassoziierte Majorante der Bilinearform
Q| X* = P|X+ ist. Korollar 2 von Satz 3 (siehe I1.2) besagt, dass

die Polare p™ echt grober als VP | X+ ist, da p echt feiner als /P | X+
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~

ist. Nach Lemma 5 gibt es eine Folge (e,)7.; von P -orthonormalen
Vektoren e, € X+ mit

Plem, ) = 0 fir m,n = 1,2,... und m==n
und
Pe.) =1 fir n = 1,2,...,
so dass fir alle n =1,2,... die Ungleichung

P (en) :""\/P

gilt. Wir bezeichnen die zu der Darstellung X = X*@X~ gehorende
Projektion auf X+ mit F* (siehe II1.2). Fiir alle r€X und n=1,2,...
gilt die Ungleichung

P,e)| = PFrx,e)| = pFra)pile) = 27 p(F ).
Die Reihe
D2 Pla, ) 2
n=1

ist also fiir alle « € X konvergent. Analog finden wir auf X— eine Folge
(e_,)2, von P -orthonormalen Vektoren e_, € X~ mit

Ple_,,e_,) =0 firalle m,n = 1,2,... und m=n
und
Pe_,) =1 firalle n=12,...
so dass die Reihe

Zw | P(x,e_
n=1

fiir alle € X konvergiert. Da (X ,P) = (X*,P|X") ® (X~,P | X")
ist (siehe Satz 7), gilt allgemein die Beziehung

Plen,em) = 0 fir —o<m,n<<-+ow und m=E=n.

Wir schreiben nun die Bilinearform ¢ in der Form

Q. y)

Z T en en:y)+ZIP(x,e—n)P(e—n>y)
+§2"(P(x,e)~—v1 27" P(v )(Pe":y)T\/l—")"P(-n’y))

— S o (VIS P, ) + Pl e ) (VI=27" Plew, ) + Plec, - 1)
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fir alle xz,y € X. Wir definieren eine quadratische Form R, durch
R(x)

s

[ee]
Z (x,e,) 2 —

n=

| P(x,e_,)

—

n=1
+ S P {P@, ) VI Pl e ) - [VI—27 P, ) + P(x,e_,)?}
n=1

fir alle « € X. Nach der Besselschen Ungleichung folgt
Pl) — X P, e —

n=

(NgE

[P, e )P = 0

—
I
—

n

fir alle € X . Die quadratische Form R, ist also positiv. Man iiberzeug t
sich leicht, dass |Q(x)] < R(z) fiir alle « € X gilt. Mit Hilfe der Polarisa-
tionsformel (siehe I.1) folgern wir daraus, dass auch die Ungleichung

Q@ ,y)* =< R(zx) R(y) fir alle 2,y €X

gilt (siche R. Nevanlinna [34] und N. Aronszajn [1]). Wir zeigen, dass

V'R eine selbstassoziierte Majorante von @ ist. Zu x € X bilden wir
fir alle £ =1,2,... den Vektor

k k
zk=F+x—F‘x~ZP(x,en)en+ZP(73,€_n)e~n

n= n=1

+ Z 2"*1{ 2—" 1 P(x , en) + \/WP(JJ 3 e_n)} en

V127 P(r,6,) + (1—27"7Y) P(ee_)}e_,

1
wobei die Projektionen F+ und F- wie in Abschnitt II1.2 erklirt sind.
Fiir die Folge (), gilt dann

lim Q(x,z) = R@@) und lim R(z) = R(x).

k- k—>x

TiM»

Wir erhalten die Gleichung
VE'(@) =1inf{ 1| 1€R, [Q@,2) = AVR() fiw alle z€X } = VR(z)

Die Halbnorm /R ist eine selbstassoziierte Majorante von @ . Betrachten
wir nun die Folge (2 )2, mit

xk=X/I~2_kek~e_k fir £t=1,2,...,
so erhalten wir

lim R(x,) = 0 und  lim P(ay) = 2.

k—>o k—x
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Die Majorante A/P ist also nicht grober als die Majorante VR . Da beide
minimale Majoranten sind, folgt, dass die beiden Majoranten VP und
V'R nicht vergleichbar sind.

3.  Tonnelierte Skalarproduktriume. Wir beweisen ein Lemma, aus
dem man sofort ersieht, dass in Satz 9 aus der Aussage (iii) die Aussage
(iv) folgt.

Lemma 6. Essei (X, P) ein linearer Raum mit einer positiven Hermite-
schen Bilinearform. Die starke Topologie Ty(P) ist dann und nur dann gleich
der von der Halbnorm /P erzeugten Topologie i(\/ P ), wenn der Raum
(X, T(VP)) tonneliert ist (siche 1.3).

Beweis. Iis gelte i(\/ P ) = T3(P). Wir miissen zeigen, dass jede in
der Topologie i(\/ P ) nach unten halbstetige Halbnorm ¢ gréber als
V/P ist. Die Halbnorm p = max (g, A/P) ist in der Topologie TV P)
nach unten halbstetig. Wir werden beweisen, dass p auch in der schwachen
Topologie T,(P) mnach unten halbstetid ist. Zu diesem Zweck reicht es
zu zeigen, dass die Menge S(p) = {x| v € X, p(x) =1} in der Topo-
logie 3,(P) abgeschlossen ist. Ist y€X und y € S(p), so ist

d = inf{ Plx—y) x€S8(p)} > 0,
da S(p) in der Topologie 1(\/? ) abgeschlossen ist. Es gibt einen Punkt
2" € 8(p), so dass
‘2\“/(1/*—77? < d und d—d < 4
ist, wobei d’ = P(x'—y) ist. Da S(p) konvex ist, folgt
P(A=Na'+dae—y) =d fir alle x€S(p) und 0=72=1.

Daraus folgt fiir alle € S(p) und 0 = 2 =1 die Ungleichung

2)Re P(x'—y ,x—2') + R Pla—2a) = d—d".

Da die Ungleichung \V/ P(x) P(x) < p(x) fir alle « € X gilt. kénnen wir weiter
abschétzen
2 Re P(a'—y,x—a') -+ 472 = d-d

fiir alle x €S(p) und 0 =1 =1. Fir ein x € S(p) gilt entweder die
Ungleichung Re P(x'—y ,x—x’) > 0, oder wir erhalten die Abschitzung
—4 = ReP@@'—y,r—2’) = 0. Im zweiten Fall nimmt die linke Seite
der obigen Ungleichung ihr Minimum im Intervall 0 =2 =1 an. In
beiden Fillen folgt die Ungleichung

Re P(a'—y ,a—2') = — 2 Vd —d fiir alle x € S(p) .
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Es gibt also eine reelle Zahl 3, so dass
Re P(@'—y,2) > y > Re P(a’—y,v) fir alle « € S(p)

gilt. Die reelle Linearform Re P(2'—y, .) trennt den Punkt y strikt von
S(p) . Die Menge S(p) ist folglich in der Topologie I,(P) abgeschlossen.
Weil die Halbnorm p in der Topologie T,(P) nach unten halbstetig ist,
ist p in der Topologie I,(P) stetig. Wegen 3I,(P) = I(x/ P ) ist p,
und damit auch ¢, griober als die Halbnorm 4/P . Der Raum (X, 3P )
ist folglich tonneliert.

Wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt. Der Raum (X , ‘I(‘V/P )
sei tonneliert. Da die Halbnorm VP in der Topologie T,(P) nach unten
halbstetig ist, ist die Topologie I(V/ P) grober als die starke Topologie
T(P). Eine Halbnorm p aus dem Erzeugendensystem der Topologie
y(P) ist in der schwachen Topologie T,(P) nach unten halbstetig. Die
Halbnorm p ist auch in der feineren Topologie I(V/'P) nach unten halb-
stetig. Da der Raum (X, T(V'P)) tonneliert ist, ist p gréber als VP .
Die Topologien i(\/ ﬁ) und Fy(P) sind also gleich.

Wir zeigen nun, dass in Satz 9 aus der Aussage (iv) die Aussage (i) folgt.
Die Halbnorm p sei eine minimale Majorante der Bilinearform . Dann
sind auf X* und X- die Einschrinkungen von p feiner als die Ein-
schriinkungen der Halbnorm /P . Auf Grund des Korollars von Satz 4
kénnen wir annehmen, dass p in der schwachen Topologie T,(®) und
folglich auch in der feineren Topologie T(V/. 13) nach unten halbstetig ist.
Ist etwa der Teilraum (X+, T(\/P | X*)) tonneliert, so sind auf X+ die
Einschrinkungen p | X+ und /P | X+ dquivalent. Nach Satz 8 sind die
beiden minimalen Majoranten p und /P dquivalent. Alle minimalen
Majoranten sind #dquivalent mit der Majorante VP . Aus Satz 5 folgt
dann, dass jede Majorante feiner als die Majorante VP ist. Also ist \/P
eine grobste Majorante.

Die Hermitesche Bilinearform ¢ habe eine grobste Majorante. Wir
wollen noch untersuchen, ob bei verschiedenen kanonischen Zerlegungen
die in Satz 9 angegebenen Eigenschaften immer auf den Summanden mit
gleichem Vorzeichen von @ zutreffen.

Lemma 7. Essei (X, Q) ein linearer Raum mit indefiniter Metrik. Es
gebe zwei kanonische Zerlequngen

(X, Q) = (X, X))o X7,Q X)) (i=1,2).

Die zugehirigen Projektionen F;} und F: und die Zerlegungsmajoranten
P seien wie in Abschnitt 111.2 definiert. Wenn die Majoranten V. P, und V/Pz
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dquivalent sind, so liegt der Teilraum FiF(X{) beziglich der Topologie
TP, dicht in Xj .

Beweis. Wir vervollstindigen den Skalarproduktraum (X, P;) zu
einem Hilbertraum (Y, P,’). Die Bilinearformen @ wund P; und die
Projektionen F; und F; (¢=1,2) Ilassen sich stetig auf 1 fort-
setzen. Wir bezeichnen die Fortsetzungen mit ', P/ und F;’' und
F;7’. Es gibt also zwei kanonische Zerlegungen

(Y,Q) = (Y, YHe(dr,QlYy) (i=12).

Die Teilriume Y; und Y; sind die abgeschlossenen Hiillen der Teilrdume
X+ bzw. X;7. Ju. P. Ginzburg und I. S. Iohvidov haben in [5] fiir
diesen Fall gezeigt, dass Fy’'| Y{ eine stetige, bijektive Abbildung von
(Y, P/l Yy) auf (Y),P,| YS) ist. Da der Teilraum X; dicht in
Y; liegt, liegt sein Bild folglich dicht in Y3 . Also ist F, (X)) eine
dichtliegende Teilmenge von Xj .

Satz 10. Es sei (X, Q) ein linearer Raum mit einer indefiniten Metrik.
Es gebe zwei kanonische Zerlegungen

(X,Q) = X . QIXHe Xr.QXy) (i1=12).

Wenn der Teilraum (Xy , T(VQ | X)) tonneliert ist, so ist auch der
Teilraum (Xy , T(VQ | Xi)) tonneliert.

Beweis. Zu den vorausgesetzten kanonischen Zerlegungen gehoren die
Projektionen F; und F; und die Zerlegungsmajoranten P;. Nach
Satz 9 sind P; und P, dquivalent. Nach Lemma 7 liegt der Teilraum
Fy(X) beziglich der Topologie T(VQ X&) dicht in Xi. Es sei ¢
eine nach unten halbstetige Halbnorm auf (X; ,T (\5/‘(_2 1 X5)). Die
Halbnorm p = ¢(F5 .) ist eine nach unten halbstetige Halbnorm auf
(X7, T(VQ | Xi)) und folglich grober als v @ Xj . Es gilt

QFf z) = Q) + Q(Fy v) = Qo) fiir alle » € X[ .
Auf dem Teilrvaum F; (X)) ist die Einschrankung der Halbnorm ¢ grober
als die Einschrinkung der Norm \/@. Da F;(X;) dicht in X, liegt
und ¢ nach unten halbstetig ist, ist auf ganz X die Halbnorm 4 gréber
als die Norm V@ | X5 . Der Raum (X; , T(V@Q ' X7)) ist also tonneliert.

4. Q -unitire Abbildungen. Essei @ eine Bilinearform auf dem linearen
Raum X . Eine bijektive lineare Abbildung U von X auf sich nennen
wir @ -unitir, wenn die Gleichung

QUz,Uy) = Q,y) fir alle 2,y € X
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gilt.  Wir wollen die Stetigkeit einer derartigen Abbildung untersuchen.
Fir @ -isometrische Abbildungen wird dieselbe Frage in Kapitel V
behandelt.

Satz 11.%) Es sei @ eine Bilinearform auf dem linearen Raum X . Die
Bilinearform @ besitze eine grébste Majorante p . Dann ist jede Q -unitdire
Abbildung U eine stetige Abbildung des Raumes (X , T(p)) auf sich.

Beweis. Auf Grund von Lemma 3 koénnen wir annehmen, dass fiir die
Halbnerm p die Gleichung p = max (p™, p,) gilt. Dann ist die Halb-
norm p(U.) = q eine Majorante der Bilinearform . Es gilt nimlich

Q@ , y)! QUx,Uy) = pUx)p(Uy) = qx)q(y)

firalle z,y € X. Da U bijektiv ist, erhalten wir fiir die Polare ¢ von
g die Gleichung

I

¢7(r) = inf{ 2, A€ER, Q,y) =2qly) fiir alle y € X |
— inf{i A€ER, QUa.Uy) =ip(ly) fir alle y € X}
= inf{1, A€R, QU x,y) = iply fir alle y € X }

= p"(Ux) fir alle +€X.
Analog folgt die Gleichung g (v) = p (U x), fiir alle x € X . Es folgt,

max (¢"(v)  ¢,(x)) = max (p"(Ua),p,(Uz)) = p(Ux) = g},

fir alle x € X . Auf Grund von Satz 4 ist die Halbnorm ¢ eine minimale
Majorante von @ . Die Halbnormen p und ¢ sind dquivalent. U ist eine
stetige Abbildung des Raumes (X, T(p)) auf sich.

5. Indefinite Metriken auf reflexiven Banachrdumen. Wir untersuchen
die in IV.1 fiir die Existenz einer grébsten Majorante angegebenen Bedin-
gungen in dem Fall, dass die Bilinearform ¢ auf einem reflexiven Banach-
raum stetig ist. Zuvor beweisen wir einen Satz iiber die starke Topologie
einer Bilinearform auf einem Banachraum.

Lemma 8. FEssei (X, . ) ein Banachraum und @ eine stetige Bilinear-
Jermoawf (X, .]). Die linksscitig starke Topologie Tu(Q) wird dann
durch die Halbnorm

plx) = lim inf{|y]| y €U}
Ue )
erzeugt, wcber W(x) der Umgebungsfilter des Punktes x in der schwachen
Topolcgie T (Q) ist.

) Aus der Arbeit [43] von 1. S. Iohvidov geht hervor, dass der analoge Satz fiir
)-isometrische Abbildungen (siehe V.3 und Satz 15) im allgemeinen nicht richtig ist.
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Korollar 1. Ist (X ,|.|) ein reflexiver Banachraum und Q eine links-
seitig michtausgeartete, stetige Bilinearform auf (X ,!.]), so istdie Topo-
logie des Banachrawmes gleich der linksseitig starken Topologie  Tu(Q) -

Korollar 2. Es sei (X ,|l.]) ein reflexiver Banachraum und @ eine
stetige indefinite Metrik (siche 1.1) auf (X ,|.l). Der Raum (X, Q) gestatte
eine kanonische Zerlegung (X ,Q) = (X+,Q | X" ® (X~ Q X). Die
zugehirige Zerlegungsmagjorante sei P . Die Halbnorm /P ist dann und
nur dann eine grobste Majorante der Bilinearform @, wenn mindestens einer
der beiden Riume (X+,3I(VP1X%) oder (X-.T(VP X)) voll-
stimdig ist.

Beweis von Lemma 8. Eine Halbnorm ¢ aus dem Erzeugendensystem
der Topologie Tu(Q) ist in der Topologie 3,.(Q) und folglich auch in
der feineren Topologie des Banachraumes nach unten halbstetig. Da Banach-
rdume tonneliert sind (siehe 1.3), existiert eine reelle Zahl 2, 0 < 2 < 4+,
so dass die Abschitzung

qla) = Al fiir alle z€X

gilt. Da die Halbnorm ¢ in der Topologie 3,(¢) nach unten halbstetig
ist, folgt daraus

qx) = lim inf{q(y) | y €U}
U € ()

< 2 liminf{lyl y €U} = Zplx),
U € l(x)

fiir alle 2 € X . Da die Halbnorm p; schwach nach unten halbstetig ist,
gehort sie zu den erzeugenden Halbnormen der starken Topologie. Es gilt
also Ty(Q) = () -

Ist die Bilinearform @ auf einem Fréchetraum stetig, so kann man mit
der gleichen Methode zeigen, dass die linksseitig starke Topologie Tn(Q)
metrisierbar ist.

Beweis von Korollar 1. Auf Grund des vorhergehenden Lemmas reicht
es zu zeigen, dass pr=| .| gilt. Aquivalent damit ist, dass die Einheits-
kugel S={a|a€X, |2 =1} in der Topologie T,(¢) abgeschlossen
ist. Da der Banachraum (X , | .|) reflexivist,ist S inderschwachen Topo-
logie des Banachraumes kompakt. Da @ stetig ist, ist 3;(Q) grober als
die schwache Topologie des Banachraumes. Da @ linksseitig nichtausge-
artet ist, ist (X, T,(Q)) separiert. Der topologische Raum (S, IQ) S
ist also kompakt, und S ist in der Topologie I;,(@) abgeschlossen.

Beweis von Korollar 2. Aus Satz 6 und aus Korollar 1 folgt. dass
X, (- = &+ 2.0 XY@ X, () X)) gt Aus dem
K riterium (iii) von Satz 9 und aus Korollar 1 ergibt sich Korollar 2.
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Ist @ eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum (X, (. 1. )
so existiert eine beschrinkte lineare Transformation 4 des Hilbertraumes,
so dass Qx,y) = (Aa|y) firalle v,y € X gilt. Aus der Spektral-
theorie der Transformation A ergibt sich der folgende Satz von M. R. Hes-
tencs [7] und R. Nevanlinna [32].

Satz 12. FEssei Q eine stetige Hermitesche Bilinearform auf dem Hilbert-
ravm (X0, (L)) . Dann lisst sich der Hilbertrauwm in drei komplementire,
orthogonale Unterrdume X+, X—, X° zerlegen, so dass

X,0) = X QXN X~,Q0 X))@ (X°,Q X

gilt, und Qg | X+ >0, Q X—<0 und Q X° =0 ist

Korollar. Es sei @ ecine stetige Hermitesche Bilinearform auf dem
Hilbertrawm (X, (.].)). Ferner sei A die beschrankte lineare Trans-
Jorination, fur die Qx,y) = (Aa|y) firalle x,y €X gilt. Die zu der
in Natz 12 angegebenen Zerlegung gehorende Zerlegungsmajorante sei P
(siehc 111.2). Die Halbnorm /P ist dann und nur dann eine grobste Majo-
rante von @, wenn es eine reelle Zahl &, 0 <& < 4 o0, gibt, so dass min-
destens eines der beiden Intervalle (—e , 0) oder (0,¢) nicht zum Spektrum
der Transformation A gehirt.

Beweis des Korollars. Aus Korollar 2 von Satz 11 folgt, dass VP dann
und nur dann eine grébste Majorante ist, wenn mindestens einer der beiden
Riume (X*, (VP | X*) oder (X-,T(VP|X-) vollstindig ist.
Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn das Spektrum der Transformation
A die angegebene Bedingung erfiillt.

V. Quasipositive Bilinearformen

L. Quasipositive Bilinearformen. Einen wichtigen Spezialfall der im
vorigen Kapitel untersuchten Bilinearformen mit grébsten Majoranten
bildet die Klasse der quasipositiven Bilinearformen. Diese Klasse ist im
Zusammenhang mit verschiedenen Fragestellungen schon 6fter untersucht
worden (siehe M. R. Hestenes [7], L. S. Iohvidov und M. G. Krein [14]—[15],
N. Aronszajn [1]). Eine Bilinearform, die eine der Bedingungen des fol-
genden Satzes erfillt, heisst quasipositiv.

Satz 13. Essei X ein linearer Rawm mit einer (indefiniten) Hermiteschen
Bilinearform Q. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Hs gibt zwei positive Hermitesche Bilinearformen @, und Q, auf
X . wobei Q, endlichen Rang hat, so dass = Q:—Q, gilt. (Der Rang
von @y st gleich dem Defekt (Codimension) des Nullraumes 1(Q,) in X
(siche 1.1).)
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(ii) Far alle linearen Teilrdume Y wvon X, auf denen Q,|Y =0 ist,
gilt dim Y | N(@Q) < -+ oo. (Die Dimensionen von Y [(Q) sind dann
sogar beschrdnkt.)

(iii) Die quadratische Form @, st in der schwachen Topologie T,(Q)
nach unten halbstetig. (Es reicht, die Halbstetigheit nach unten im Nullpunkt
zu fordern.)

(iv) Es gibt eine kanonische Zerlegung von (X ,Q): (X,Q) =
(X+,Q | XN ®@ (X~ ,Q | X7), bei der dim X/ NQ) < +oc ist. (Man
Lann die Zerlegung so wihlen, dass Q| X— <0 1ist.)

Auf Grund von fatz 9 folgt aus der Eigenschaft (iv) das Korollar:

Korollar. Eine quasipositive Bilinearform hat eine grobste quadratische
Majorante.

Beweis des Satzes. Wir werden die angegebenen Aquivalenzen in der
natiirlichen Reihenfolge beweisen.

Schluss von (i) auf (ii). Essei 1 ein linearer Teilraum von X, auf dem
Q.| Y =0 gilt. Dann gilt fiir alle ¥ € Y die Ungleichung Q1(y) = Q,y(y) -
Ist 5y € N(QYNY, so folet Qy(y) = 0. Da die positive Bilinearform
Q,+Q, die Bilinearform ¢ majorisiert, folgt ¥ € N(Q). Es gilt also
NEYNY c NE). Wir kénnen abschitzen:

dim ¥/ Q) = dim Y | H(Q,) = dim X [ N(Q,) == Rang @, < + 0.
Schluss von (ii) auf (iii). Aus der Beziehung

Q) — Qy) = Q—y) + 2ReQy,2—y) fir alle «,y €X

ersieht man, dass die quadratische Form ¢, dann und nur dann in der
schwachen Topologie I,(@Q) nach unten halbstetig ist, wenn sie im Null-
punkt in dieser Topologie nach unten halbstetig ist. Ist die quadratische
Form nicht im Nullpunkt in der schwachen Topologie nach unten halb-
stetig, so existiert ein solches gerichtetes System (2, )epes, 2« €X, dass
limg, Q(x.,y) = 0 fiir alle y € X gilt, aber

lim inf Q(z,) < 0
a€ A4

ist.  Wir konnen annehmen, dass es eine reelle Zahl 3. —oo <y <0,
gibt, so dass

Rz, < vy fiir alle: a €4

gilt. Wir wihlen nun einen Index «, € A und bezeichnen z, mit ¥, .
Fiir alle a € A bilden wir den Vektor

Xy = Xa — Q(xa ) @/o) (Q(yo))—l Yo

Dann  ergibt sich  Qz,) = Qxa) — Q. ,¥,)? (@) . Von einer
Stelle a, €A an gilt also Qz,) =271y <0. Wir erkliren 4, =
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{al a€Ad,a=a;}. TFir das gerichtete System (), gilt dann
lime, Q(z,,y) = 0 firalle y €X und

Qr)) = 21y < 0 fiir alle a € 4,.

Wir koénnen das Verfahren wiederholen und gewinnen eine Folge (. ).,
von @ -orthogonalen Vektoren aus X, fiir die

Qly.) = 27"y < 0 firalle n=1,2,...

gilt. Wenn wir mit Y die lineare Hiille der Vektoren y,,v,, ... bezeich-
nen, so gilt @,/ Y <0 und dim Y /@) = dim Y = “-oc. Dies
steht aber im Widerspruch zu unserer Annahme.

Schluss von (iii) auf (iv). Da die Bilinearform ¢ indefinit ist, existiert
ein Vektor e, € X mit Q(e;) = —1. Wir betrachten die Menge Z, =
{z|2€X,Q,e) =0}. Ist Q| Z; indefinit, so existiert ein Vektor
e, €Z; mit Q(e;) = —1. Sofern das Verfahren nicht abbricht, gewinnen
wir auf diese Weise eine Folge (¢,)7; von @ -orthonormalen Vektoren
e, € X mit Q(e.) = —1. Aufderlinearen Hiille Y der Vektoren ¢, ,¢, . . ..
ist die Bilinearform @ negativ definit. Die positive quadratische Form —@, Y
ist in der schwachen Topologie T,(@ | 1) nach unten halbstetig. Nach
Voraussetzung ist die quadratische Form @, | Y in der feineren Topologie
F,(@) | Y nach unten halbstetig. Die quadratische Form @, | Y ist also
in der schwachen Topologie T,(Q)! Y stetig. Nach Satz 1 (siehe 1.2) gibt

es endlich viele Vektoren ,,...,7v. € X, so dass die Abschitzung
0 < Q@) = max [Qy,y)?  firalle y€Y, y=+0,
15ign

gilt. Aus dieser Ungleichung folgt, dass die Dimension von Y hochstens
gleich n ist.

Das Verfahren bricht also bei einer natiirlichen Zahl n, 1 < n < -~ =,
ab. Die lineare Hiille 1, der Vektoren e;, ..., ¢, ist n-dimensional und
¢ | Y, ist negativ definit. Dann ist der Raum

Zny = {2z 2z€X, Q,¢)=0 fur i=1..... 0}
ein Komplementiarraum zu 17, in XX . Es gilt
X,Q) = (Z..0 Z)e (Y., Y,).

Da @,!Z,=0 ist, haben wir eine kanonische Zerlegung mit den
gewiinschten Eigenschaften gefunden.

Schluss von (iv) auf (i). Wir bilden zu der kanonischen Zerlegung
X,0) = X, XHe X-,Q X)) die positiven Bilinearformen
@+ und Q- (siehe II1.2). Esgilt @ = Q@+ —@Q~. Da X+ c (@) und
N@Q) c Q) ist, folgt

Rang @~ = dim X | (@) = dim X—/N(Q) < + .
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2. Bilinearformen und Stetigkeit. R. Nevanlinna hat in der Arbeit [31]
zu einer beliebigen Hermiteschen Bilinearform @ eine Topologie eingefiihrt,
die wir mit Ty(Q) bezeichnen wollen. Eine Umgebungsbasis eines Punktes
x € X in dieser Topologie wird von allen Mengen der Form

U] e,z 2n)

= {yl yEX’ ]Q(x"z/)‘ << &, max :Q(%"—yazt)l <8}
1<isn
gebildet. Dabei sind z,,...,2, €X und 0 <e < +oo. Die Topologie
I(Q) ist die grobste Topologie auf X, in der die quadratische Form
Q, stetig und die Bilinearform @ partiell stetig ist. Im allgemeinen ist
(X, TH(Q)) kein topologischer linearer Raum; T (@) braucht ndmlich
nicht mit dem Additionsbegriff des Raumes X vertriaglich zu sein (siehe
C. Kothe [17], Seite 148). Die skalare Multiplikation ist jedoch immer
stetig und die Topclogie (@) ist translationsinvariant.

Satz 14. Es sei X ein linearer Rawm mit einer Hermiteschen Bilinear-
form Q. Damit die Topologie Tn(Q) mit der linearen Struktur des Raumes X
vertriglich ist, ist notwendig und hinreichend, dass mindestens eine der beiden
Bilinearformen @ oder —Q quasipositiv ist. Die Topologie TN(Q) wird
dann von der grobsten Majorante von @  erzeugt.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die Bedingung hinreichend ist. Es sei
etwa @ quasipositiv. Die skalare Multiplikation ist stetig. Wir zeigen, dass
auch die Addition stetig ist. Da die Topologie Ty(Q) translationsinvariant
ist, reicht es, die Stetigkeit der Addition im Nullpunkt nachzuweisen. Wenn
die beiden gerichteten Systeme (4 )eq und (s )yep in der Topologie
T,(Q) gegen Null konvergieren, so gilt fiir alle z € X

lim Q. ,z) = 0 und lim Q) = 0,

a€ A a€ A
lim Q(ys,2) = 0 und limQy) = 0.
beEB bERB

Daraus folgt, dass fiir alle z € X auch

Iim Q@.+ys,z) = 0
(a:b) € AXB

und

Iim Q@.—ys,2) = 0
(a:b) € AxB

gilt. Nach der Aussage (i) von Satz 13 ist die quadratische Form @, in
der Topologie T,(¢) nach unten halbstetig. Es gilt

lim inf Q(x,+y) = 0 und  lim inf Q(x,—y) = 0.

(a,b) € AxB (a,b) € A% B
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Wir kéonnen nun abschitzen:

0 = lim sup Q(v.+ys)

(ab) € AXB

= lim sup {Q@atys) + Q@a—ys)} + lim sup {— Q(@.—ws)}
(ab) € AXB (ab) € A% B

= lim sup {2 Q(z,) + 2 Q(ys)} — lim inf Q(x,—ys) = 0.
(ab) € AxB (a.b) € AXB

Wir haben die Gleichungen
Iim Qxatwys,z2) = 0 fir alle z€X

(ab) € AxB

und
Iim Q@ +y) = 0
(ab) € AxXB

erhalten.  Das gerichtete System (2.4 )useaxp konvergiert folg-
lich in der Topologie Ty(Q) gegen Null. Die Addition ist stetig, und
(X, TN(@)) ist folglich ein topologischer linearer Raum. Die Bedingung
ist also hinreichend.

Die Bilinearform ¢ ist stetig auf dem topologischen linearen Raum
(X, TH(@)) . Nach Satz 1 existiert eine stetige Halbnorm p, die @ majo-
risiert. Die Topologie I (p) ist grober als die Topologie Tn(@). Da die
Topologie I (Q) grober als jede Topologie ist, in der ¢ stetig ist, gilt
T(p) = Ty(Q). Die Halbnorm p ist eine grobste Majorante von @ .

Jetzt werden wir die Notwendigkeit der Bedingung beweisen. Es sei
also (X, Tp(Q)) ein topologischer linearer Raum. Wie wir eben bemerkt
haben, existiert dann eine Halbnorm p, fiir die I (@) = T(p) gilt. Es
gibt also endlich viele Vektoren z;,...,z, € X und eine reelle Zahl /7 ,
0 <2< -, sodass

Q@) = (p@)? = 2max ( Q) , Or,z)?)
1<i<n

fir alle » € X gilt. Fiir den linearen Teilraum
Y ={y yeX, Qy,z)=0firi=1,...,n}
von X gilt dimX /Y <n. Fir alle y €Y gilt die Ungleichung

Q) = (p@) = 210 .

Daraus folgt, dass /(@ | Y) ein linearer Teilraum von Y ist. Gilt
Q(u) >0 und Q(v) <0 fir zwei Vektoren u,v € Y, so hat die qua-
dratische Gleichung @Q(v 4 wv) = 0 zwei verschiedene reelle Nullstellen
Hq g Mit w4 w;v (¢=1,2) liegen auch » und v in dem linearen
Teilraum “(Q | Y). Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahm-». Die
Bilinearform | Y ist folglich semidefinit.
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Ist etwa @, | Y =0, so gilt fir jeden Teilraum Z von X, auf dem
Q.| Z <0 ist,

dmZ =dmZ /Y =dmX /Y =n < +w.

Jede Konstruktion einer Familie @ -orthonormaler Vektoren e¢;, mit
Q(e;) = —1, bricht also nach spdtestens = Schritten ab. Wir kénnen
das im Beweis von Satz 13 im Schluss von (iii) auf (iv) angegebene Ver-
fahren durchfiibren und erhalten eine kanonische Zerlegung (X .¢Q) =
(X+,Q| X)) ® (X—,Q ]| X), beider die Dimension von X~ kleiner als »
ist. Die Bilinearform € ist quasipositiv. Hiermit ist Satz 14 bewiesen.

3. Q) -isometrische Abbildungen. Es sei @ eine Bilinearform auf dem
linearen Raum X . Eine injektive lineare Abbildung ¥V von X in sich
nennen wir ) -isometrisch, wenn die Gleichung

QVa,Vy = Q,y) fir alle z,y €X

gilt.  Wir wollen zeigen, dass der in Abschnitt IV.4 fiir @ -unitire Abbil-
dungen gezeigte Satz im Falle einer quasipositiven Bilinearform @ auch
fir @ -isometrische Abbildungen gilt.

Satz 15. Es set X ein linearer Rawm mit einer Hermaiteschen quasiposi-
tiven Bilinearform. Dann ist jede @ -isometrische Abbildung V eine stetige
Abbildung von (X , TR(Q)) in sich.

Beweis. Nach Satz 13 gibt es eine kanonische Zerlegung

@, Q) = X, QI XNe X,Q X)),

bei der @, X— < 0 und dim X~ < + o ist. Die zugehérige Zerlegungs-
majorante sei P. Da V eine ) -isometrische Abbildung ist, hat der Werte-
vorrat “N(V) eine kanonische Zerlegung

(R, QIR = (VX),Q V(X)) & (FNX),Q| V(X))

Die zugehorige Zerlegungsmajorante sei R’. Die Abbildung T ist dann
ein Isomorphismus des Raumes (X ,P) auf den Raum ("X(F),R’).

Fiir jeden linearen Teilraum Y, auf dem @, Y <0 ist, gilt
Y N X+ ={0}. Daraus folgt

dmY = dm 7Y /X* < dmX /X" = dm X~ < 4.

Der Raum Y hat hochstens die gleiche Dimension wie X-. Da die Ab-
bildung V injektiv ist, und @, | V(X~) < 0 ist, ist V(X~) ein maximaler
Teilraum, auf dem ¢ negativ definit ist. Auf dem linearen Teilraum

Z ={z| 2€X, Q,y)=0 fir alle y € V(X)}
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ist folglich @,|Z =0. Da V(X-) endlichdimensional und @ | V(X7)
definit ist, ist Z ein Komplementirraum zu V(X~) in X . Es gibt also
eine kanonische Zerlegung

X,Q) = (VX), QI VX)) @ Z,Q[2).

Die zugehorige Zerlegungsmajorante sei R. Da V(XT) c Z ist, folgt, dass
die Einschrinkung von R auf V(X*) gleich R’ ist. V ist folglich ein
Isomorphismus von (X ,P) in (X, R) und damit eine stetige Abbildung
von (X, i(\/l_-")) in den Raum (X, ‘I(V/}_i’)) . Nach Satz 14 ist aber
T(VP) = UVR) = T5Q)

Freie Universitat Berlin
Deutschland
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