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Uber Majoranten indetiniter Bilinearformen*

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Bilinearformen (indefinite }letriken,
indefinite Skalarprodukte) und deren Majoranten auf reellen oder komplexen
linearen Räumen unendlicher Dimension betrachtet.

Schorr. aus d.er klassischen Theorie der Hilbertschen Räume ist vieles
iiber Bilinearformen bekannt. fm Vordergrund des Interesses dieser Theorie
stehen jedoch einerseits das positiv definite Hermitesche Skalarprodukt
des Hilbertschen Raumes und andererseits diejenigen Eigenschaften der
Bilinearformen, die bei der Erörterung der linearen Transformationen des
Raumes eine Rolle spielen.

Ausgehend von unterschiedlichen Fragestellungen haben n'ährend der
letzten Jahre zahlreiche Autoren indefinite Metriken abgehandelt. Binen
Bericht iiber die Entwicklung dieser n'orschungsrichtung findet man in dem
Artikel [5]. (Einzelne Arbeiten der in dieser Einleitung erwähnten Autoren
sind nur dann in dem Literaturverzeichnis aufgefiihrt, wenn sie nicht schon
in [5] oder [23] referiert worden sind, oder wenn sie fiir die Zwecke dieser
Arbeit besonders wichtig sind.)

R. Nevanlinna hat in den Jahren f952 bis 1956 eine 'Iheorie der Her-
miteschen indefiniten Skalarprodukte auf einem Hilbertschen Raum in
den Arbeiten [31]-[35] entw,ickelt. Eine ähnliche Theorie war im Jahre
1951 von M. R. Hestenes [7] auf einige tr'ragen der \rariationsrechnung
angewandt worden. R. Nevanlinna hat, u.ohl als erster im Fall einer Her-
miteschen Bilinearform auf einen Hilbertraum die Frage nach den Eigen-
schaften der Majoranten behandelt, die hier auch fiir allgemeinere Fälle
betrachtet u,ird.

Die von R,. Nevanlinna in 134] begonnenen Untersuchungen iiber die
Darstellbarkeit einer Linearform in bezug auf eine Hermitesche indefinite
Bilinearform sind von I. S. Louhiyaara, F. E. Browder und W. Littmann
weitergefiihrt und im Anschluss an einen Satz von P. D. Lax und A. N. Mil-
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gram auch fiir Bilinearformen, die nicht Hermitesch zu sein brauchen,

verallgemeinert worden; wegen dieser Resultate verv'eisen wir auf [23].
Die eben erwähnten Autoren sowie E. Hölder [11]-t131 und S' Hilde-
brandt t8]-t9l haben auch Anwendungen auf gewisse Fragen der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen behandelt. Der Verfasser [41] hat
das Problem der Darstellbarkeit von Linearformen in bezug auf die von

N. Aronszajn eingefiihrten koerziven Bilinearformen betrachtet. (Koerzive

Bilinearformen haben eine gröbste }lajorante uncl lassen sich durch ihr
Verhalten zu dieser kennzeichnen.) Einer Idee von S. Hildebrandt, und

E. \4rienhoitz lf 0l folgend hat S. Stenholm [a0] kiirzlich die Darstellbarkeit,
von Linearformen in bezug auf eine Bilinearform, clie nicht Hermitesch ist,
erneut behandelt.

Mit Hilfe der Nevanlinnaschen Theorie hat E. Pesonen [36] die Frage
nach der Spektraldarstellung von Hermiteschen Bilinearformen in bezug

auf eine indefinite Metrik behandelt.
Auf cler Grundlage der \reröffentlichungen von R. Nevanlinna und der

Monographie [4] von N. Bourbaki hat E. Scheibe [39] [Iethoden aus der
Theorie der topologischen linearen Räume zur l-Intersuchung indefinit'er
Bilinearformen herangezogen.

Eine Darstellung verschiedener Fragen iiber Bilinearformen findet'
man bei N. Aronszajn [1]. Dort wird der aus der Theorie der lokalkonYexen
Räume bekannte Prozess der Polarenbildung benutzt, um Eigenschaften
der Majoranten einer Bilinearform zu suchen.

Schon im Jahre 1944 sind die beziiglich einer quasipositiven Herrnite-
schen indefiniten Metrik selbstadjungierten Transformationen eines sepa-

rablen Hilbertschen Raumes von L. S. Pontrjagin [37] untersucht x.orclen.

Er behandelte speziell die Frage, zu einer solchen Transformation einen

invarianten Teilraum zu finden, der in bezug auf das indefinite Skalarpro-
dukt uraximat positiv ist. Diese und verwandte Fragestellungen wurden
von M. G. Krein, I. S. Iohvidov, Ju. P. Ginzburg, H. Langer, J. Bognår,
M. A. I(aimark, R. S. Ismagilov und anderen fortgefiihrt. Resultate aus

dieser Arbeitsrichtung findet man in [1+]-[I5]. [5] und auchindenneueren
Arbeiten llsl-[19], [21]-1221, [2]-[3], [21]-t301 und [6]. R,. Ktihne

f20] hat dann Ergebnisse dieser Untersuchungen benutzt, tm einige mit,

den Resultaten von E. Pesonen [36] verrvandte Sätze nachzuweisen.
In der vorliegenden Arbeit urrd in Kapitel I gezeigt, dass die Majorant'en

wichtig fiir Stetigkeitsbetrachtungen von Bilinearformen auf topologischen
linearen Räumen sind. In Kapitel II rverden ein Beu'eis fiir die Existenz
minimaler Majoranten gegebeu und die Eigenschaften minimaler Majo-
ranten untersucht. Kapitel III bringt die Behandlung von Zer'legungs-
majoranten. In Kapitel IV wird die Klasse derjenigen Hermiteschen Bili-
nearformen charakterisiert, fiir die eine Zerlegungsmajorante eine gröbste



Gnno trVrrtsrocK, Ifber Majoranten indefiniter Bilinearformen

Ilajorante ist. Die meisten bisher in der Literatur untersuchten Bilinear-
formen gehören zu diesem Typ. In Kapitel V werden die quasipositiven
Bilinearformen im Hinblick auf ihre Majoranten untersucht.

Der Yerfasser beabsichtigt, in einer weiteren Arbeit za zeigen, dass der
Fragenkreis von L. S, Pontrjagin und M. G. Krein sich fiir die in den Kapiteln
IV und V untersuchten Bilinearformen behandeln lässt.

I. Vorbemerkungen

l. Bilineare und quad,rati,sche ?ortnen. Wir rrollen einige im folgenden
benötigte Begriffe zusammenstellen. IIit X , Y , Z bezeichnen wir lineare
Räume iiber dem Körper R oder C der reellen bzu'. der komplexen Zahlen.
Eine Abbildung 0 von XXX in denKoeffizientenkörperheisst Bilineur-
formatf X, wennfiiralle re X diepartiellenAbbildungen Q@,.)
linear und die partiellen Abbildungen Q( . , r) konjugiert linear sind.
In der Menge der Bilinearformen können u'ir eine Konjugation Q - Q*
durch die Vorschrift

e*@,il : A@,d fiiralle r,y eX

einfiihren. Eine Bilinearform Q, fiir die Q : Q* gilt, heisst Herrreitesch.

Zar Abkirzung verwenden wir fiir die Werte der Bilinearform A auf
der Diagonalen von XxX die Schreibweise Q@) statt Q(r,r), fidrr

alle x e X. Auf einem komplexen linearen Raum X ist die Bilinear-
form Q schon durch ihre Werte auf der Diagonalen von X x X eindeutig
best'immt. Es gilt die Pol,arisationsformel,

Q@ ,y) Q@ * i" y) fiir alle ,t' , !/ € X

Åuf reellen linearen Räumen gilt nur filr Hermitesche
analoges Resultat. triir eine Hermitesche Bilinearfonn a
linearen Raum X gilt' die Polctiscrtiortsforntel

Bilinearformen ein
auf'einern reellen

x,!l €x.

rvir eine Abbildung
Form auf X, wenn

x,a €x

14
- Fa",t /-)-f n': I

4

It"
n:L

f tir alle

Ist X ein komplexer linearer Raum, so nennen

8, lron X in die komplexen Zahlen eine qu.edroti.-qclte

clie durch die Yorschrift

t
Qr@ * 'i" Y) ftir alle
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definierte Abbildung Q von XXX in die komplexen Zahlen eine Bilinear-
form auf X ist. Ist I ein reeller linearer Raum, so nennen wir eine Ab-
bildung Qq :"an Y in die reellen Zahlon eine quad,rati,sche Porm aluif Y ,

wenn die durch die Vorschrift

Q@,y) fiir alle tr,U € Y

definierte Abbildung von YXY in die reellen Zaliren eineBilinearform
auf I ist.

Ist 0 eine Bilinearform, so ist die Abbitdung Qn , die durch die \ror-
schrift Qo@) : Q@) , fiir alle r € X, definiert, wird, eine quadratische

x'orm auf x . Die Polarisationsformeln besagen, dass fiir eine beliebige

Bilinearform a auf einem komplexen linearen Raum die zu der soeben

konstruierten quadratischen X'orm Q, gehörende Bilinearform rvieder A
ist. Auf einem reellen linearen Raum gilt nur fiir Hermitesche Bilinear-
formen ein analoges Resultat. Ist @, eine quadratische X'orm und Q die

zugehörige Bilinearform, so schreiben wir statt Qr@) kiirzer Q@) , ftir
alle reX.

Auf einem reellen linearen Raum entsprechen sich eineindeutig die

Hermiteschen Bilinearformen und die quadratischen X'ormen. Auf einem

komplexen linearen Raum ist eine Bilinearform a dann und nur dann

Hermitesch, wenn die zugehörige quadratische x'orm Q, reellwertig ist.
Eine quadratische Form P, heissi positi,0 (oder auch positiv semidefinit),

wennfiiralle r€x dieungleichung P(r) )0 gilt. Giltftiralle re x,
r + 0, die Ungleichung P(r) > 0 , so heisst P, posi,tiu defini,t. Wir
schreiben Pq > 0 und P, > 0. Eine Hermitesche Bilinearform P heisst

positiv, bzw. positiv definit, wenn die zugehörige quadratische X'orm Pq

posrti'r,, bzw. positiv definit ist.
Fiir eine positive Hermitesche Bilinearform P gilt die schwarzsche

Ungleichung

lP(r, y)i' < P(r) P(Y) fiiralle x, Y e X .

x'iir die Abbildung {F, "--+lp@, fiir alle re x, gilt

, A € X und" alle Zahlen )" . Die Funktion { P ist eine lIatb-
X . Ilmgekehrt heisst eine Halbnorm p qllclclratisc-1t,, $/enn die

p, : n -> (p(m))' , fiir alle 1: € X , eine quadratische Form auf

eine Bilinearform, so heisst der lineare Raum

aL,(Q)- {"1 neX, Q@,y):0 fiiralle yeX}

I:
4

ftir alle n
nornl auf
Abbildung
X ist.

Ist A
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det linltsseiti,ge Nullraum der Bilinearform A . Analog definieren wir den
rechtsseitigen Nullraum 11,(Q). Es gilt 11,(Q) :')Lt1g*1. Fiir eine Her-
mitesche Bilinearform Q ist 21"19) :"1,(@. Wir schreibendannkiirzer
.)l@) . Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt, dass fiir eine positive
Heruritesche Bilinearform P der Nullraum

?1(P) : {"1*€X,p(r):0}
ist. Eine Bilinearform A heisst li,nkssei,tig nichtausgeartet, ryenn
'11,(Q): {0} ist. Eine nichtausgeartete Hermitesche Bilinearform auf
einem linearen Raum X heisst eine ind,efinite Metri,k auf X .

Auf dem linearen Raum X sei eine Topologie E erklärt, so dass das
Paar (X, t) ein topologischer linearer Raum ist (siehe G. Köthe [f 7],
Seite 1'18 f.). Eine Bilinearform Q aff X heisst l,i,nlcssei,ti,g stetig auf (X , g) 

,

u'enn fiir alle r € X die Linearform Q( . , r) eine stetige Abbildung von
(X , U) in den Koeffizientenkörper ist. Analog definieren wir die rechts-
seitige Stetigkeit. Eine Bilinearform Q ist dann und nur dann rechtsseitig
stetig, u'enn die konjugierte Bilinearform 8* linksseitig stetig ist. Eine
Herrnitesche Bilinearform ist also dann und nur dann linksseitig stetig,
'wenn sie rechtsseitig stetig ist. Wir sagen in diesem Fall, dass die Her-
rnitesclre Bilinearform partiell stetig ist. Eine Bilinearform Q heisst stetig
auf einern topologischen linearen Raum (X, g) , wenn A eine stetige
Åbbildung des Produktraumes (X, t) X (X , t) in den Koeffizienten-
körper ist.

Aus dem Zusammenhang zwischen einer Bilinearforrn A und ihrer
zugehörigen quadratischen Form Qo folgt, dass eine Bilinearform 0 auf
cinem topologischen linearen Raum iiber dem Körper der komplexen
Zahlen dann und nur dann stetig ist, wenn Qo eine stetige Åbbildung ist,.
Auf einem topologischen linearen Raum iiber deur Körper der reellen Za}.let
gilt cler analoge Satz nur fiir Hernritesche Bilinearformen.

2. n[ajoranten ei,ner Bili,nearform. Es sei Q eine Bi]inearform und p
eine Halbnorm auf denr linearen Raunr X . Wenn es zu jedem y e X eite
rcelle Zahl ), , 0 < ,1 ( f oo , gibt, so dass die Abschätzung

iQ@ , A)l < )"p(r) ftir alle n e X

gilt, so heisst p eine li,rulcsseiti,ge Majorante von Q . \trir sagen auch, die
Ilalbnorm p majorisiert die Bilinearform Q linksseitig. Analog definieren
wir reclrtsseitige Majoranten. Bei einer Hermiteschen Bilinearform ist jedo
linksseitige Majorante auch eine rechtsseitige Majorante; wir nennen dio
Halbnorm p dann eine partielle Majorante.

Wenn es zu einer Bilinearform A und einer Halbnorm p eine reello
Zahl 1 , 0 < 1( f oo , gibt, so dass die Abschätzung
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lQ@,il| <)'P(*)P(Y) fiiralle m,geX
gilt,, so heisst p eine Majorante vo:n 0 . Wir sagen auch, die Halbnorm p
majorisiert rlie Bilinearform Q. Wir werden oft annehmen, dass 7' : I ist.

Ist P eine positive Bilinearform und majorisiert d.ie I{albnorm \/F
die Bilinearform A (partiell), so sagen wir auch, P ist eine (partielle)

Majorante von @.
wir wollen im folgenden verschiedene Majoranten einer Bilinearform

miteinander vergleichen. Eine Halbnorm p lneisst klei,ner als eine Halb-
norm q, 'wenn

p(x) S q@) fiir alle * e. X

gilt. Wir fiihren noch eine weitere Ordnung unter
einem linearen Raum ein. Eine Halbnornl p heisst

den Halbnormen auf
gröber als erne Halb-
, gibt, so dass

x
gilt; in diesem X'all sagen wir auch, q ist feiner als p . Zwei Halbnormen
p und q heissen d,qu'iualent, wenn p gröber als q und q gröber als p ist''

Eine Halbnotm p heisst echt gröber als eine Halbnorm q/, wenn p gröber

als g und nicht äquivalent mit g ist. Eine Halbnorm p erzetgt auf dem

Iinearen Raum x die Topologie y(p) . Eine Halbnorm ti, ist dann und

nur dann gröber als eine Halbnorm g, wenn die Topologie l(p) gröber

als die Topologie t(q) ist.
Eine Majorante p einer Bilinearform A lfreisst m'inim«'1, rvenn jede

gröbere Majorante von Q mit p äquivalent ist. Eine Majorante p einer

Bilinearform heisst eine gröbste Maiorante, wenn jede andere llajorante
feiner als p ist.

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung des Begriffes der llajoraute fiir
die Untersuchung stetiger Bilinearformen auf topologischen linearen Räu-

men. Fiir den Fall lokalkonyexer Räume findet mau cliesen Satz llei I{.
Aronszajn [1].

satz l. Es sei, (x , t) ei,n topologisclter linearer R«turt. Eine Bilineu,r'

form A auf X i,st dann und nur clttntt. stetig attf (I , t) . uenn es ein'e

Di,e Topologi,e L(p) ist darut gröber uls clie Topologie t .

Beweis. Die Bedingung ist, offensichtlich hinreichend. wir werden

zeigen, dass die Bedingung auch notr,r-enclig ist. Da A stetig ist, gibt es

eine Nullumgebung U , so dass

i?@,a)l < I fiir alle ]' , ll € {)

gilt. Diese Abschätzung gilt auch noch auf der absolutkonvexen Hiille
-l- U r.on IJ : Zweibeliebige Elemente u , a e l- LI lassen sich in der Form
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7; n; mit

und

mit Un e tl

sclrreiben, und lnan kann abschätzen:

lLpii < I

Ist ,p die Distanzfunktion der absolutkonvexen Menge f a , so ist p
eine stetige Halbnorm auf (X, E) (siehe G. Köthe [17], Seite r83 f.) und
es gilt die Ungleichung

iQ@,y)l < r,@) p(y) fiir alle *,y e X .

Die Bilinearform @ ist durch die stetige Halbnorm p majorisiert.
Bei L. J. Savage [38], N. Aronszajn lll und bei Yu. P. Ginzburg und

I. S. Iohvidov [5] findet man Beispiele fiir Bilinearformert, zv denen es

keine Majoranten gibtl). Aus dem vorhergehenden Satz folgt, dass nicht-
majorisierbare Bilinearformen in keiner mit der linearen Struktur des
Raumes verträglichen Topologie stetig sind. Derartige Bilinearformen
heissen total, unstetig.

3. fJchu:uche und, starlce Toltologie. Aus einer Bilinearform Q auf einem
linearen Raum X gehen lokalkonvexe Topologien hervor, die wir jetzt
durch erzeugende X'amilien von Halbnormen erklärert u,erden (siehe
G. Köthe [17], Seite 206).

Die Familie der Halbnormen

fi1,

v
L-)
f:1

U=- Z
i:L

rL

T/-)
J:1j:L

fnnyv
LLi:L j:L

tnn§§L/-
i: 1 j:1

rnax i0( . , !/)', i

]'€^
J -> max ,Q(r: , y)

l'€J

y,obei f : { At,...,y,,\ alle endlichen Teilmengen I'on X durchläuft,
bildet ein erzeugendes Halbnormensr-stem fiir die ltnksseiti,g schu:ache

Toltologie t^(0) . Analog definieren y-ir die recirtsseitig schlrache Topologie
I""(@) . X'iir eine Hermitesche Bilinearform Q sind clie linksseitig und die
rechtsseitig schwache Topologie gleich. \Yir bezeichnen sie mit t"(0) .

Der topologische lineare Raum (X , to(Q)) ist dann und nur dann sepa-
riert, lr'enn die Bilinearfcrm A [nksseitig nichtausgeartet ist.

Die X'amilie aller in der linksseitig schrvachen Topologie Z*(0) nach
unten halbstetigen Halbnormen bildet ein erzeugendes Halbnormensystem

1) Das Beispiel in t38l starnmt, von G. \Y. Mackey.
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f iir die linltsseiti,g starlte Topologi,e T.a(Q). Analog definieren wir die rechts-
seitig starke Topologie t*(0) . Fiir eine Hermitesche Bilinearform A
stimmerr die linksseitig und die rechtsseitig starke Topologie iiberein. S/ir
bezeichnen sie mit t(Q) . Der topologische lineare Raum (X, tru(Q))
ist dann und nur dann separiert, wenn die Bilinearform A finkssertig
nichtausgeartet ist.

Die hier gegebene Definition der starken Topologie ist äquivalent der
in der Theorie der lokalkonvexen Räume iiblichen (siehe G. Köthe [17],
Seite 259).

Einen lokalkonvexen Raum, auf dem jede nach unten halbstetige Halb-
norm stetig ist, nennen vmr tonnelierl (siehe G, Köthe [17], Seite 259).

Yerschiedene Yarianten des folgenden Lemmas sind in der Funktional-
anah'sis gehräuchlich.

Lemma 7, Es sed A eine Bi,lineurfornt
FiLr di,e beiden, linearen Abbildunlge?L A u?x(|,

Bezieltung

a'u,f clent littectren, Raunt X .

A * aon X 'in, sich gelte cli,e

alle n,?l €X.

Darut, ist A eine stetige Abbi,ld,ung aon (X , t*(0)) in siclt, uncl «u.ch eine
stetige Abbildung uon (X, tr,(Q)) i,n sich.

Beweis. Sind Ut , . . . , y* e X, so gehören die beiden Halbnormen
maxl<i<n lQ( . , Nl und maxr= ,<" \Q( . , A* At)l za den erzeugenden Halb-
normen der Topologie t*(0) . Da

rr.ax lQ(A n , U')l : m&x \Q@ , A* Ai)t, ,
I(i(n ISiSn

ftir alle x e X, gilt, ist ,4 eine stetige Abbildung von (f , t^(0)) in sich.
Gehört die Halbnorm p za den erzeugenden Halbnormen der linksseitig

starken Topologie to(Q) , so ist p in der Topologie t1"(Q) nach unten
halbstetig. Da die Abbildung A eine stetige Abbildung des Raumes

1X , tr,(Q)) in sich ist, ist die Halbnorm p(,{ . ) auch in der linksseitig
schwachen Topologie t,"(0) nach unten halbstetig und gehört zu den
erzeugenden Halbnormen der Topologie tu(Q) . So ist A eine stetige
Abbildung des Raumes (X, tro (0)) in sich.

II. Polarität

l. Pol,arenbild,ung. \4/ir wollen nun den aus der Theorie der Dualitäten
bekannten Prozess der Polarenbildung (siehe G. Köthe [17], Seite 246 f.)
f iir unseren Spezialfall untersuchen. I.{. Aronszajn [1] hat mit den Methoden
der Polarenbildung wichtige Resultate iiber Majoranten von Bilinear-
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formen gefunden. Es sei Q eine Bilinearform auf dem linearen Raum X .

Die Halbnorm p sei eine rechtsseitige Majorante der Rilinearform A .

Die reellwertige Funktion

p'(m) : inf{,Xl ,t€R , lQ@,y)1< )"p(y) ftu alle y €X},
fiir alle r e X, heisst, die linkssei,tige Polare der rechtsseitigen Majorante
p.Ist §(p) dieMenge tAlAe X,p(A) <l), sokannmandiePolare
p' auch durch die Vorschrift

p'(r): sup{lQ(r'a)lly€'S(p) } fiiralle xeX
definieren. Analog bildet man die recht'sseitige Polare Qo zu einer links-
seitigen Majorante q . Im X'alle einer Hermiteschen Bilinearform A be-

zeichnen wir die Polare einer partiellen Majorante p immer mit 7t" .

Die Polare p' einer rechtsseitigen Majorante p einer Rilinearform Q

ist, eine Halbnorm, die A hnksseitig majorisiert (siehe N. Aronszajn [1]).
Es gilt die Ungleichung

lQ@,y)l < p*(r)p(A) fiir alle r,y e X .

Its p quadratisch, so ist aucb. p' quadratisch (siehe N. Aronszajn [1]).
Ist p eine rechtsseitige Majorante der Bilinearform Q , so gilt mit
der Halbnorm Q:max(p,p* ) die Ungleichung lQ@,y)i < q@)q@)

ftir alle t , A e X . Also ist jede partiell majorisierbare Bilinearform auch
majorisierbar. Wie aus dem obigen zu sehen ist, ist eine partielle Ulajorante
dann und nur dann eine Majorante, wenn sie feiner als ihre Polare ist.

In Abschnitt I.3 hatten rvir eine Ordnung unter den Halbnormen einge-

fiihrt. Der folgende Satz zeigt, dass die Polarenbildung mit dieser Ordmrng
verträglich ist.

Satz 2. Es sei, A ei,ne Bil,inearform auf d'em linearen Raum X . Di,e

Halbnormen p und, q seien zwei rechtssei,tige Majoranten iler Bi,linearform

Q . Gi,lt far alle r e X d,ie Unglei,chung q(r) < p(r) , so folgt fiir die Polaren
clieUngl,eichung q"(r)2p'(r) Jnral,le re X. Ist p fei,neral's q, soist
p- gröber al,s !l- .

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Polaren.
fst ,1 eine positive reelle Zahl, so ist mit p auch die lfalbnorm ). p eine
Majorante von A . X'iir die Polaren gilt Q"p)' : 1-7 p' . I)a die Halb-
norm g gröber als die Halbnorm p ist, existiert eine reelle Zahl 1,
0<),<*oo, sodass q(y)<^p(A) fiiralle gex gilt. Fiirdie
Polaren folgt dann die Ungleichung

X q"(u) >- ), (l p)(r) : p"(r) fiir alle r Q. X .

X'iir die Bi,polare p", gilt p",(A) < p(y) fiir alle y e X. Analog gilt
gi."@) { p'(r) fiir alle ru e X. Wenden wir auf die erste Ungleichung

I1
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den obigen Satz 2 an:r, so folgt p' ,n (n) 
= 

p'(r) fiir alle r e X
Pnnn - P* .

Es gilt also

2. Bi,pol,urensatz.2) Wir v'ollen die Struktur der Bipolaren p'- einer
rechtsseitigen Majorante p von einer Bilinearform Q untersuchen. Uns
interessiert,, wann die Gleichung po,: g gilt. Wir beweisen zuerst ein
Lemma, das Auskunft iiber das Verhaiten der Polaren p" einer rechts-
seitigen Majoranten p -vou einer Bilinearform 0 in der linksseitig schrra-
chen Topologie §,"(Q) gibt.

Lemma 2. Es sei Q eine Bilinearform, auJ d,em li,nearen Rantm -f .

Di,e Halbnorrn p sei e'i,ne rechtsse'i,tige Majorante d,er Bi,linearfornl Q . Die
Polare p* ist d,ann in d,er schu;achen Topologie Ta"(Q) nuch unten halbstetig.

Beweis. Die Halbnormen lQ( . , A)', sind in der schwachen Topologie
t*(0) stetig. Dann ist die Funktion p-(t) : sup {lQ@,y)ll A e§(p) i
nach unten halbstetig.

Za einer beliebigen Halbnorm p auf einem topologischen linearen
Raum (X , g) kann man den unteren Limes p yor' p wie folgt bilden:
Ist LI(x) der Umgebungsfilter des Punktes r in der Topologie t , so ist
(siehe G. Köthe [17], Seite 42)

?(m) :":'ffii"t{ p@) I Y e u } .

Man sieht, leicht, dass die Funktion p eine in der Topologie t, nach unten
halbstetige Halbnorm auf dem linearen Raum X ist.

§atz 3. Es se'i Q eine Bi,linearform auf d,em linearen Raum X . Die
Hal,bnorm p se'i, eine rechtssei,tige Majorante d,er Bi,l'i,nearfortll Q . Die Bi-
polare p'= ,ist gleich der i,n der schwachen Topol,ogie 9."(0) gebil,deten Halb-
norrn p ,

Korollar 1. Eine rechtsseiti,ge Xlajorante p einer Bilineurform A
ist dann und nur dann gleich ihrer Bipolaren, gt-= , lcen?r p iru der Topologie

E."(0) nach unten halbstetig ist.
Korollar 2. Zu,ei rechtsseitige ll«joranten einer Bilinear,form L die

in cler Topologie T,"(Q) nach unten halbstetig stttcl, stncl cktnn uncl nur dctnn

d,quiaalent, wenn ihre Polaren ciquiualent sind.
Beweis des Satzes (siehe auch G. Köthe [17], Seite 248). Wie wir am

Ende des Abschnittes II.1 gesehen haben, gilt im allgemeinen die Un-
gleichung p'n <p . Nach Lemma 2 ist die Bipolare p=- in der Topologie
t""(0) nach unten halbstetig. Wir erhalten die Ungleichung p-,=p_.
\['enn es nun eine Stelle Uoe X gibt, an det p'-(y) < p_(yo) gilt, so

2) Der Verfasser rnöchte dankbar erwähnen, dass lIerr Professor Dr. f. Halperin
ihn auf die Verwandtschaft des Inhaltes dieses Abschnittes rnit einigen Sätzen der
Arbeit [6] von I. Ilalperin und W. A. J. Luxemburg aufmerksam gemacht hat.
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liegt der Punkt Ao ausserhalh der Menge §(p, e) : {yl y eX, p_(A)
( q ), wenn fiir den Radius q die Abschätzung p",(yn) I e I p_(yo)

gilt. Diese Menge ist absolutkonvex und abgeschlossen in der Topologie
t,"(0) . Es gibt eine Linearform Q@, . ), die yo yon der Menge B(p, e)
strikt trennt (siehe G. Köthe [7], Seite 244):

sup{lQ(r,y)lly €§(E,a) } = 
I < ReQ@,ao).

Åns der linken Seite dieser Ungleichung und aus Satz 2 folgt p'(r)
{ y_'(n) ( g-t. Aus der rechten Seite folgt dann aber p*,(yd ) Q.
Also gilt p'- : g .

Korollar 1 folgt unmittelbar aus Satz 3. Korollar 2 ist eine Folgerung
aus Korollar I und aus Satz 2.

3. Mi,nimale Majoruntet. Åus dem folgenden Lemma erhält man ein
irinreichendes und notwendiges Kriterium dafiir, dass eine Majorante
rninimal (siehe I.2) ist, sowie einen Ber.r.'eis fiir die Existenz minimaler
llajoranten. Dieses Lemma ist eine \rerallgemeinerung eines Resultats von
N. Aronszajn [t].

Lemma 3. Es sei Q eine Bi,linearform auf d,em l,i,nearen Raum X . Die
Ha,lbnorm p majorisiere die Bilinearform A . Dann gi,bt es eine gröbere

Halbnornt, go, d,i,e Q auchmajori,sdertund,furd,i,e po : max (go" ,po-) gilt.
Beweis. \tr'ir können annehmen, dass die Ungleichung

Q@ ,A)r < p(r) p(y) ftir alle t: , ?/ € X

I3

gilt'. Die
,?-' ,'!/ € X

folgt ftir

,Q@

n'o.bei

Polaren p- und ,p - sind dann kleiner als p
giiltigen lJngleichungen

Aris den ftir alle

alle x,?J e X dieAbschätzung

p, : {i W' + ^"* (77;p,'))

ist. Es gilt, fiir alle r e X die Ungleichung pr(r) < pQ:). Setzen wir das
Yerfahren fort, so erhalten v,ir eine monoton fallende Folge (p* ) [, von
Halbnormen, die alle die Bilinearform A majorisieren. Die Halbnorm
po : lirrrr-n ptu ist eine Majorante von A . \Vir rverden zeigen, dass
clie Relation ?o : max (po' , pn) gilt.

Die X'olgen (pr')f:, und (pr,)L, sind monoton u'achsend und be-
schriinkt. Nach Satz 2 folgen aus der Ungleichung po a pr" die beiden
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Ungleichungen pon Z ?n' und po, Z gt"n . X'iir die beiden Halbnormen
qt : lirn*-* gtrn und q" : limln* p*- gelten die Abschätzungen fu {
po* und q,Spo,. Da die Ungleichung

lQ@,U)l { pn'@)po(y) { qt(n)pk(y) fiiralle x,y e X

und fiir alle natiirlichen Zahlen lc : 1,2, . . . gilt, folgt

lQ@,y)l < qt(n) po@) fiir alle r,y e X .

Diese Ungleichung besagt aber gerade, dass ?o" S (r ist. Analog erhält
man die Ungleichung po, S Q, . Es gilt also lim*** pn' : ?{ und

1im*-- pnn : ?oo. n'oQlich ist

limmax (pf ,?*, ) : max (po,,po,).

Aus der Definition yor, po folgt nun

po : lim {+ @-? + * *@# ,p"=\ max (pr" , po-'))

Daraus ergibt sich die Gleichung ?o: max(po*,po*).
Ist A Hermitesch, so haben wir eine Majorante po gefunden, fiir

die ?o: ?on gilt. Derartige Majoranten heissen sel,bstassozi,ied (siehe N.
Arorrszajn [t]).

Satz 4. Es sei Q ei,ne Bilinearform auf demlinearen Raum X. Eine
n[ajorante p d,er Bili,nearfornl Q i,st d,ann unil, nur d,ann m,ini,mal,, uenn yt

mit der Halbnorm nrax(pt- ,p*) aquiualent ist.
Korollar. Jede minimale Majorante einer Hermi,teschen Bilinear.form

A ist zu einer selbstassozi,ierten Majorante aqui,ualent. Aus Lemma 2 folgt,
dass d,ie selbstassozi'ierten Majoranten 'in der Topologie t,(0) nach mten
halbstetig si,nd,.

Eine Majorante einer Hermiteschen Bilinearform ist minimal, v'enn sie
mit ihrer Polaren äquivalent ist. Im allgemeinen ist die Äquivalenz von
p mit einer ihrer Polaren nur hinreichend und niclrt notwendig dafiir,
dass die Majorante 7o minimal ist.

Beweis des Satzes. Die Halbnormen p und max(?n,po ) seien
äquivalent. Die Halbnorm q sei eine weitere Majorante, die gröber als p
ist. Nach Satz? istdann q' feiner als p- und q.- feinerals p-.Da g eine
Majorante ist, ist 4 feiner als q- und q- . Die Halbnorm q ist feiner als
die Halbnorm max (?",?-) und folglich feiner als p. Die Majoranten
p wd q sind äquivalent.

Die Halbnorm p sei eine minimale Majorante von Q . Nach Lemma 3
exisbiert eine gröbere Halbnorm po, die Q auch majorisiert und die mit
der Halbnorm max (pts* ,ps,) äquivalent ist. Da p eine minimale }Iajo-
rante ist, ist p äquivalent mit, po . I{ach Sakz 2 sind auch die Polaren von
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p und ?o äquivalent. Die Halbnorm p ist äquivalent der Halbnorm
max ( ?' ,?-). Aus dem soeben gezeigten folgt auch das Korollar.

Satz 5. Es sei A ei,ne Bilinearform auf d,em l,'inearen Raum X . Di,e

Halbnorm, p majorisiere d,ie Bi,linearforrl I . Dann gi,bt es ei,ne min'imul,e
lVajorante po Don Q , d,i,e gröber als p ist.

Beweis. Nach Lemma 3 gibt es eine Majoranto p0 von Q , ile gröber
als p ist und die mit, der Halbnorm rol.ax (po" , po., ) äquivalent ist. ){ach
Satz 4 ist po eine minimale Majorante.

III. Zerlegungsmajoranten

i. Di,relde Summen aon Raumen mit Bilinearformen. Es sei A eine
Biiinearform auf dem linearen R'aum X , und ,R sei eine Bilinearform auf
dem linearerr Raum )'. Eine bijektive lineare Abbildung A von X auf
I' heisst ein Isom,orpthism,us von (X , Q) auf (Y , R) , \r'enn die Gleichung

Q@,y)- R(A*,Ay) fiir alle n,U €X
erfiillt ist.

X'iiri:1,2 sei Q, eine Bilinearform auf dem linearen Raum X,.
Ilnter der d,'irelcten Summe (Xr, Q) @ (Xz, Qz) verstehen wir dann den
Raum Xr@X, , l,ersehen mit der durch

0r@ Qr:

fiir alle {rt , rr) , t?J,

sch.reiben

(I, , 0r) @ (rr , Q) : (rr@r, , Qt@Qz) .

Es sei Q eine Bilinearform auf dem linearen Raurn I . Felner seien

Bilinearform Q aff. den Raum X; wird mit Q I X; bezeichnet. \Yir hön-
nen die direkte Summe (Xr, Q I Xr) @ (Xr, Q I Xr) bilden. Durch r:
(rr , rr) --'> tcr{r, v,ird eine lineare Abbildung von f,6tX, auf X er-
klärt. Der Raurn (X , Q) heisst die direkte Summe der beiden Teilräume
(&,Q 1X;) (i:1,2), r,r'enn clieAbbildung z einenlsomorphismusvon
der direkten Summe (Xr,Q iXr) @ (Xr,Q Xr) auf (X,8) vermittelt.
1\rir schreiben dann

(x,Q) : (xr,Q i xr) @ (rr,Q i xr) .

Der nächste Satz gestattet uns im folgenden ein leichtes Umgehen mit
der schwachen und der starken Topologie von direkten Summen von Räu-
men mit indefiniter Metrik.

( (t, , x:z) , (yr, yr) ) ---- 0r(rr, , ?/r) ;- Qr@2,?/z):

, U z) €,Yr@f,, erklärten Bilinearform Qr@Q,. \\rir
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Satz 6. Es se'i, A eine Bi,l,inear.form auf d,em linearen Raum X . Der
Raunl (X ,8) gestatte eine Darstellung als d,i,rekte Summe zweier Teilriiume
(Xt,QlXt) (i:r,2):

(x,Q) : (xr,Q i xr) @ (xr, Q I xr) .

Dann gi,lt Er(0) lX, : Er,(O i X,) und, E*(0) | X, : t,6(0 I Xr) lilr
'i : 1,2 . Wei,terhinhabenwir d,iebeid,en Darstellungen uott, X alstopolog'isch
rlirekte Bumme:

(i) (X, t,,(0)) : (X' , X*(0) i Xr) @ (Xz, tr,(0) I Xz)

untl

(X, t,u(O)) --: (Xr, t,r(0) ifr) O (Xr, trr(0) iXr)
Beweis. Wir bezeichnen die zu der Darst'ellung X : Xr @ X, gehören-

den Projektionen mit -n', und -F, : Der Wertevorrat ?i(1,) r.on -F; ist
Xi (i:1,2), und -[', f -F, ist gleich der identischen Transformation
I . Aus der Definition der direkten Summe folgt, dass die beiden Abbil-
dungen -t,, und .E', Q-symmetrischsind: Esgilt Q(nrr,A) : Q@,Fty)
fiir alle r, y e X . Nach Lemma I in Abschnit't I.3 sind die Projektionen
I, (i: I,2 ) stetige Abbildungenrron (X, t*(0)) und von 1,'I , to(O))
in sich. Daraus folgen die beiden Darstellungen (i) und (ii) (siehe G. Köthe

[17], Seite 159).

\[-ir zeigen, dass (X;, t*(0) I X,) : (X,, t^(0 ]X;)) ist. Eile Hall.rnorm
aus dem Brzeugendensysbem der schrrachen Topologie tr,(Q , I;) irat, die
Form D&Xr<j=*lQ(.,A)1, v-obei Ut,..',y^ e Xi. Diese HalilrLorrn
ist offensichtlicli die Einschränkung auf Xi von einer Halbnorm aus dem
Erzeugendensystem der Topologie tr(Q) auf X. Eine Halbnorm aus dem

ErzeugendensS'stem der Topologie tr,(Q) i X; hat die Form

,?,äiQ(''z)'t'
v.obei zL,.,.,zo e X sind. Nungiltfiiralle xe Xi dieGleichung

1<j-.<n 1§7{n

Die Einschränkung der Halbnorm r&Xr<j<, i Q( . , ") hat also die

Forrn maxr<j<n i 8( . ,I;z) i und gehört folglich zu clen erzeugenrlen
Halbnormen der Topologie t*(Q I X,) .

\Vir zeigen, dass (Xt.,I;u(Q) ] X,) : (Xr, tr(Q , I;)) ist. Eine
Halbnorm p aus dem Erzeugendensystem der Topologie l"(Q itr) ist
in der Topologie tr"(Q I X,) nach unten halbstetig. Aus dem bisherigen

Teil des Beweises folgt, dass die Halbnorm p(It. ) eine nach unten halb-
stetige Funktion auf (X , t*(0)) ist,. I)a P@, .) Xi : ? ist. ist die

max l Q@ ,2) I

1<jSn

16
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Halbnorm p die Einschränkung auf X; von einer Halbnorm aus dem

Erzeugengensystem der Topologie tw(@. Die Einschränkung qIX,
einer Halbnorm q aus dem Erzeugendensystem der Topologie t"(Q)
ist in der Topologie E^(0) I X, nach unten halbstetig. Da t^(0) I X,
: E*(0 ] X,) gilt, gehört I i X, zu den erzeugenden Halbnormen der
Topologie tru(Q lX;) .

2. Kanonische Zerlegurryen Es sei X ein linearer Raum mit einer
(indefiniten) Hermiteschen Bilinearform A . Der Raum (X ,8) gestatte
eine Darstellung (X , Q) : (X+ ,81X+) @ (X- , Q I X-) als direkte
Summe zweierTeilräume (X+,QjX+) und (X-,Q lX-), wobei QrlXo
und QoI X- positiv sind. Wir nennen diese Darstellung eine kanonische

Zerlegung des Raumes (X,Q). II. R,. Hestenes l7l, R,. I{evanlinna [31]-
[35] und ltr. Scheibe f39l haben kanonische Zerlegungen untersuoht.

Zs der Darstellung X : X++ X- gehören die Projektionen X1+

und F- mit den Eigenschaften .- 
1f'+; : X+ und ')i(.f'-) : X- und

I++ F-:1. DiebeidenProjektionen .F'+ und -F'- sirrd Q -symmetrisclr.
Wir definieren den Operator J : I+- E' . Es gilt Jz : L Wir bilden
die Hermitesche Bilinearform P: Q lX+@(-0 lX-) . Bs gilt also

(X,P): (X+,QlX+) @(X-,-QlX-). Weiterhin bilden wir die
Bilinearformen

und a-:+(P Q)

Die Bilinearform P heisst die von der betreffenden Zeflegur.g erzeugte
Zerlegungsmajorante von A (siehe R. Nevanlinna t32l-t351). Diese

Bezeichnung wird durch die im folgenden angegebenen Eigenschaft'eu r.on
P gerechtfertigt.

Satz?. Es se'i X einlinearer Eaummit einer (ind,efiniten) Herm'iteschen

Bi,li,nearform A . Der Ruum, (X , Q) gestatte eine kanon'ische Zerlegtmg
(X,8): (X+,QlX+) @(X-,QlX-). Di,e Operatoren I+,f-,J
und, die Bi,linearform P seien wie oben d,efiniert. Dann gilt:

(i) Di,eBili,nectrfornt P istTtositi,a. Esgilt (X+ , P I X*) : (X+,0 i I-)
und (X-,PlX-) : (X-,-Q IX-) . DerRaum, (X,P) hu,teinel)cu'
stellung

(x, P) : (x+, P I x+) @ (x-,P 1 x-)
als d,irekte Bumme d,er be'i,clen Teilrciume (X+ , P X+) wtd (X- , P : f-) .

Daraus Jolgen d,i,e Tormeln Q(J r , y1 : P(a: , U) ttncl P(J x) : P(x)

filr al,le n,A e X. Di,eBi,li,nearforrnen P und, Q erzeugendieselbeschueche

und, starke Topologi,e auf d,em linearen Raum X .

(ii) Die Halbnorm lF ftt e'ine selbstassoziierte Majorante d,er Bili,near-

form Q . Die Halbnor* l/F 'istei,nemi,nimale Majorante (siehe 11.2, Satz4).

L7



t8 Ann. Acad. Sci. Fennicm A. I. 381

Beweis. (i): Aus der kanonischen Zerlegung von Q und der Definition
von P folgendieGleichungen PIX+:QlX+ und PIX-: -QIX*
und die Darstellung von (X , P) als direkte Summe. \4rir erhalten die
Abschätzung

P(") : Q@* r) - Q@-a:) 2 0 fiir alle r e X.
Die Hermitesche Bilinearform P ist positiv. Änalog folgt

QU r , A) : Q(@+-I-) * , y) : Q@* t , It y) - Q@- r , F- a) : P(r , y)

fiiralle r,yeX. Da J2:I ist,folgthieraus P(Jr)-P(r).
(ii): Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

iQ@,y) l': lP(Jr,a)iz < P(Jx)P(a) < P(r,)P(y)

fiiralle r,g e X. DieHalbnorm {F i*teineMajorantevon A.Da
die Abbildung J bijektiv ist, erhalten wir

{F-1"1 : inf{,1 I )"eR, ie@,y)i < t\/p(a) {äraue aex)
: inf{ 1l Lr-R, )Q@,Jil1 < 1\/P(J-y1 t"ratle y€-{}
:inf{/.i ),eR, iP(r,il1<i{P@ fiiralle ue X,\.

Da die Schwarzsche Ungleichung scharf ist, folgt {F- : fF .

3. Ein Verglei,chbarkei,tslri,terium. Wir wollen ein Kriterium finden,
das uns gestattet zu entscheiden, wann eine minimale Majorante einer
Hermiteschen Bilinearform A mit, einer vorgegebenen Zerlegungsmajo-
rante äquivalent ist. Dieses Kriterium wird es uns erlauben, im folgenden
Kapitel eine Klasse von Räumen (X , Q) zu charakterisieren, auf denen
es eine gröbste Majorante von Q gibt.

Lemma 4. Es sei X ei,n linearer Raum ruit einer (indefi,ni,ten) Hermite-
schen Bilinearform Q . Der Raum (X , Q) gestatte eine kanonische Zerlegung

(x,Q) : (x+,Q I X+) G) (X-,9 | X-).

Di,e Operatoren I+ , F- , J und, d,i,e Zerlegunqsmajorante P seien wie in
Abschnitt III.2 d,efiniert. Eine mi,ni,ntal,e Majorante q der Bilinearform Q
,i,st dann und, nur d,ann riquiualent mi,t d,er Majorante \/F , uenn ei,ner iler
Operatoren V+ , I- , J auf (X , t(q)) steti,g ist.

Beweis. Aus den beiden Beziehungen n+*E-: 1 und n--F- : J
folgt,, dass die Stetigkeit von einem der Operatoren -F + , I- , J die Stetig-
keit der anderen beiden nach sich zieht. Auf Grund der Aussage (i) des
Satzes 7 ist die angegebene Bedingung notwendig. Ist andererseits J eine
stetige Abbildung von (X , L(q)) in sich, so existiert eine reelle Zahl ), ,

0 < ). < f oo , so dass die Ungleichung
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q(J n) < )'q(n) fär alle r e X

gilt. Wir können dann aber abschätzen

P(r) : QQn,r) < q(Jr)q(r) : l(q(r))z fiir alle re X'

Die Halbnorm q ist feiner als l/F . Da q eine minimale Majorante von

Q ist, muss q äquivalent :rrLit' t/F sein.

§atz 8. Es sei x ei,n linearer Raum mit ei,ner (inilefiniten) Hermiteschen

Bi,li,nearform a . Der Raum (x , Q\ gestatte eine lcanonische zerlegung

(X,Q): (X+ ,Q1X+) @ (X-,81X-). Di,e zugehöri,ge Zerl,egungsmajo-

rante sei P . E'i,ne weitere ru,'inimale Maiorante q d,er Bi,linearform A ist

riann uncl nur d,a,nn dyuiual,erfi mi,t d,er Halbnorm \/F , *"nn auf mi'nd'estens

eine'm d,er beid,en Teilriiume X+ od,er X- d,ie Ei,nschrd'nkun'gen aon q und'

lF aqui,aalent si,ncl.

Beweis. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. sind nun etwa

auf X. die Halbnor^"n t/F I X+ und q I X+ äquivalent, so können wir
zeigen, dass dann die Projektion -E+ eine stetige Abbildung von (X , t(q))
in sich ist. Nach dem soeben bewiesenen Lemma 4 sind dann die beiden

Majoranten q und 1/F auf. ganz X äquivalent,. Da d1e Halbnormen

S i X+ und lF 1 X* äquivalent sind, gibt es eine teeLle ZaIi ). ,

Cl<.r,4foo, sodass

(q(r))' < ). P(r) fiir alle r' e X+

gilt. Du q eine }lajorante von A ist, ergibt sich

(q(1* .-))2 < ). P1tr+ n) - ). Q@+ r) : ), Q(I+ r , r) ! )' q(I+ n) q(n)

fiir alle n e X. Daraus folgt nun

q(I+ n) < Xq(n) fiir alle r eX.

Die Projektion -F+ ist also eine stetige Abbildung von (x , t(q)) in sich.

IV. Hermitesche Bilinearformen mit gröbsten Maioranten

1. Hermitesche Bi,linearformen mi,t gröbsten McLjoranten wir wollen

nntersuchen, wann fiir eine Hermitesche Bilinearfolm, zu der es eine kanoni-

sche Zeriegung gibt,, die zugehörige Zerlegungsmajorante eine gröbste

Majorante ist. Hinreichende Kriterien haben R,. Nevanlinna [32] und

N. Aronszajn [1] angegeben.

satz9. Es sei, x ei,nlinearer Raumund, Q eine (i,nd,efi,ni,te) Hermitesche

Bilinearform auf x . Der Raum (x , Q) gestatte e'ine kanonische zerlegung

19
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(X,Q) : (X+,QlX+) @ (X-,QlX-) Die zugehörige Zerlegutgs_
majorante sei P (siehe rII.2). Die folgend,en Aussagen sind, riquiualent.

(i) Zs gi,bt eine gröbste Majorante aon A .

(ii) Alle mi,nimalen quad,ratischen Majoranten sind, d,quiaalent.
(iii) Auf mi,nd,estens einem d,er beiden Tei,lrriume (X+, 0 I X+) oder

(x- , Q I x-) i'st d,i,e i,n Abschnitt 1.3 erkliirte starke Toptologi,e gleich iler aon
d,er Ei,nschriinkung d,er zeil,egungsm,ajorante \/F erzeugten Togtologie.

(iv) l[ind,estens einer der beiden Teilrriume (X+ ,t6/F1X+11 ocler

(X- ,Y$/F I X-)) ,ist tonneti,ert (si,ehe I.S).
Beweis. wir werden die Äquivalenz in der natiirlichen Reihenfolge

beweisen. Der erste schluss ist einfach. Aus der Aussage (i) folgt, class
alle minimalen Majoranten äquivalent sind. Dann sind. erst recht alle
minimalen quadratischen Majoranten äquivalent. rm zlreiten Abschnitt
dieses Kapitels werden wir durch einen indirekten Beweis zeigen, d.ass aus
(ii) die Aussage (iii) folgt. rm dritten Abschnitt zeigen rvir, class aus (iii)
die Aussage (iv) und aus (iv) wieder (i) folgt.

2. Konstruktion aon zue'i ni,chtuergleichbaren sel,bstassozi,,ierten qttcultrtti-
schen Majorqnten. wir geben zuerst ein einfaches Lemma, clas wir ftir
den nachfolgenden Widerspruchsbeweis benötigen.

Lemma 5. Es sei P eine pos'it'iue Hermitesche Bitinearform az( crent
linearen Raum x . Di,e Hal,bnorm q majorisiere p partieil. wenn crie

Hal,bnorm q echt gröber al,s d,i,e Hal,bnorm \/F itt, d,ann gibt es zu jecle,
Nullful'ge ( ," )f:, aon pos'it'iuen, end,lichen reellen Zahlen e^ eine Folge
(e")f:, aon P -orthonorm,alen Vektoren ,i,tt, X mit

P(e^,e") - 0 lar alle rt ,,tL : !,2,... uncl, m + n
und,

P("") - I fur alle ?L : L,2, ,,. ,

so dass far alle nattirli,chen Zahlen lt clie Ungleichung

q(e^)<r,\/P1rS:r^
gilt.

Beweis. Da die Halbnorm q echt, gröber als die Halbnorm \/F i*,
gibt es im Raum X einen Vektor rr, fidtr den die Ungleichung q(nl) <
,rt/P1rr1 gilt. Wir setzen er: *rlt/P1rr). Wir betrachten nun alle
Vektoren r e X mit P(r , €r) :0 . Entweder gilt fiir alle diese Yektoren
q(n) > "rt/f14 oder es gibt einen Vektor rre X mit p(rr,ar):0,
fiir den q(rz) <"rt/p("r) gilt. wenn wir den vektor n, noch normiere,.
haben voir e, gefunden.
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sofern das verfahren nicht abbricht, können wir fiir jede natiirliche zahl
a einen Yektor eo konstruieren, so dass die X'olge ( e" )f:, die geforderten

Eigenschaften hat.
Bricht das Verfahren bei eirrer Zdnl n, 2ln ( f oo, äb, so gilt

q(z) >- ,^nr\/P14 fiir alle Vektoren z aus der Menge

Z: {zl ze X, P(z,ei):0 fiir i:1,...,n}.

Auf dem linearen Teilraum Z sind die llalbnormen q I Z und lF , Z

äquivalent. Die Räume (Z , t(q I Z)) und' (Z , T.$/F I Z» sind gleich.

Wir bezeichnen die lineare Hiille der Vektoren €1 I . . . 1 ao mit Y, Der
Raum (Y , P I y) ist ein endlichdimensionaler Teilraum von (X , P) ,

und PII istauf I nichtausgearbet' DerTeihaum (Z,PIZ) istein
Komplementärraum zu (Y , P I y) in bezug auf den Raum (X , P) .

Es gilt (X,P) : (Y,P ly) @ (Z,P lZ). X'olglich gilt

6,r$/F)) : (r,t(/F I Y)) @ (z,s$/F14).
Wir zeigen ferner, dass der feilraum (Z ,L(ql Z)) eir. Komplementtir-

raum zu dem Teihaum (Y,t(q|yD in dem topologischen linetrren
Raum (X , E(q)) ist. Der Beweis verläuft nach einem bewährten Schema.

Man muss nur beachten, dass die vorkommenden Topologien nicht not-
wendig separiert sind. Mit x bezeichnen wir die zu der Darstellung
X : Y@Z gehörende Projektion auf den Teilraum I . Es gilt 'X(.F') : )'
und 176) : {zl ze X,Fz:0}:2. Es reicht zu zeigen, das-s F
eine stetige Abbildung von (X , E(q)) auf (Y ,7(q 1 Y)) ist (siehe

G. Köthe [17], Seite I59). Es sei zo ein Häufungspunkt von Z ' Da q.

die Bilinearform P partiell majorisiert, folgt P(zo , ei) : 0 fiir
i:1,,..,n. DerPunkt z, liegtin Z, wd Z istalsoeinabgeschlossener
Teilraum von (X, E(q)) . Auf dem Quotientenraum X I Z ist die von

E(q) induzierte Quotiententopologie t0 separiert. (X I Z , T,o) ist ein

separierter, endlichdimensionaler, topologischer linearer Raum. Wir bezeich-

nen mit, K die kanonische Abbildung Yon (X , t(q)) auf (X I Z , Ti .

Nach clem Homomorphiesatz existiert eine bijektive lineare Abbildung
I : X I Z -" y, so dass I : I o K gnt'. NacheinemSatzvonA.Tycironoff
(siehe G. Köthe 1171, Seite I5a) ist 1 eine stetige Abbildung von (X I Z , t,r)
auf (Y,t(q I y)) . Die Projektion X: I"K ist also stetig. So haben

wir die Darstellung

1x, E(a)) : (Y, t(q I Y)) @ (Z'1.(qi Z))

bewiesen.
Da die Halbnorm g die Bilinearform P partiell majorisiert, ist der

endlichdimensionale Teilraum (Y ,t(q|Y)) separiert. Nach dem schon

:1
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einmal angewandten satz von Tychonoff sind die beiden endlichdimensio-
nalen, separierten, topologischen linearen Räume (y , y$/F I y» und.
(Y,t(qiY)) gleich. Aus den beiden oben bewiesenen Darstellungen
folgt die Gleichung

(x, t(q)) : (Y,E(ql Y)) @ (Z,t(qlZ))
: (y,g$/F I r)) @ (z,t(fFlz» : (x,y(\/-p)).

Diese Gleichung steht aber im widerspruch zu unserer Annahme, d.ass d.ie

Halbnorm q echt gröber als die Halbnorm {F irt. Das Verfahren zur
Konstruktion der Folge (e") f:, kann also nicht bei einer end.lichen zainl
abbrechen, womit Lemma 5 bewiesen ist.

Wir können nun zeigen, dass aus der Aussage (ii) in Satz 9 die Aussage
(iii) folgt. Es sei (x , Q) ein linearer Raum mit, einer (indefiniten) Hermite-
schen Bilinearform. Es gebe eine kanonische Zerlegtng (X , e) :
(X+,Q jX+) @ (X-,Q lX-) . DiezugehörigeZerlegungsmajorantesei P.
Die Aussage (iii) in Satz 9 sei nicht erfiillt. Auf X+ ist die Topologie
Ea(Q i X-) verschieden von der Topologie y$/F 

I X+) , und auf X-
ist die Topologie gr(0 I X-) verschieden von der Topologie gt\/F t X-l .

Dann existiert eine selbstassoziierte quadratische Majorante \/R vor- g ,

die mit d.er Zerlegungsmajorante lF ^"tt vergleichbar ist.
Wir beachten im folgenden die in Satz 6 angegebenen Zusammenhänge

zwischen den von Q auf X , X+ , X- erze-tgten schwachen und starken
Topologien. NachSatzTgilt P lX+:}lX+ und PIX-: -QIX-.
Die Halbnor l/F ist eine selbstassoziierte Majorante der Bilinearform e
(siehe Satz 7) und ist in der schrvachen Topologie E"(0) nach unten halb-
stetig (siehe Lemma 2). Die Halbnorm t/F gehArt zu den erzeugend.en
Halbnormen der starken Topologie ta(O) (siehe r.3). unsere voraussetzung
besagt also, dass auf X+ und X- die Einschränkung der starken Topologie
echt feiner als die von der Einschränkung der Zerlegungsmajorante erzeugte
Topologie ist.

Auf -{+ gibt es also eine Halbnorm q aus dem Erzeugendensystem
der Topologie tr(Q I X+) , die nicht gröber als die Halbnorm lF 1X*
ist. Die Halbnotm p: max {{FiX+,q.) ist echt feiner als die Halb-
:nor "/F I X+ und ist auch in d.er schwachen Topologie t"(Q I X+) nach
unten halbstetig. Da die Halbnorm 1o die Bilinearform 8l X+ majorisiert,
können wir ihre Polare p' bilden. Aus der Schwarzschen Ungleichung
folgt. dass {F 1 X* eine selbstassoziierte Majorante d.er Bilinearform
Q I X" : P I X+ ist. Korollar 2 vorr Satz 3 (siehe IL2) besagt, dass

die Polare f echt gröber als \/F l X+ ist, da p echt feiner als t/F 1 X*
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ist. Nach Lemma 5 gibt es eine X'olge ( e")f:, von P -orthonormalen

Vektoren e, e X+ mit

P(e*, e.) : 0 fiir lrt ,71 : L,2, . .. und m * n

und

P(e") - I fiir n: L,2,...,

so dass fiir alle n:1,2,. . . die Ungleichung

p'(e^) S 2-" lN;) : )-n

gilt. Wir bezeichnen die zu der Darstellung X : X+@X- gehörende

Projektion auf X+ mit .F+ (siehe III.2). n'iiralle r e X und z : 1,2,. . .

gilt die Ungleichung

Die Reihe

2r l P(r , e*) l2
n--l

ist also fiir alle r e x konvergent. Analog finden wir auf x- eine n'olge

(e-*)3:, von P -orthonormalen Vekt'oren e-,e X- mit

P(r-n,e-^) : 0 fiir alle rrt','t't, : 1,2,... und rn + n

und

P(e-,): I fiiralle n:1,2,"',

so dass die Reihe

i,1P(r , e-^) l2

fiir alle r e X konvergiert. it,r, P) : (X+, PI X+) @ (X. , P i X-)
ist (siehe Satz 7), gilt allgemein die Beziehung

P(e^,e^):0 fiir -oo(m,n1{a und rll+n'

Wir schreiben nun die Bilinearform A in der Form

Q@,y)
@6

: Q@,A) - Z p@, e") P(e",y) + Zp@, e-,) P(e-.,y)

- 

o:-' n:l

* årr (p(* , e^) + \/L-2* P(r , e-,))(P@, , Y) + lr-2- P(e-^ , il)

- ir (\/L_z- P(r , e,) I P(x , e-^1)(t/t_z* P(e* , v) + P(e-^ , y))
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fiir alle r , y e X . Wir definieren eine quadratische X'orm Rq durch

R(u)

: P(r) - I t P(r , e,) l, - å,1 
p(r , e_,) 

12

@

* ) 2"11f'1r,e^) * {]-r" p(x,e_*)1, a 1{1-2-" p(r,e^) * p(x,e_,)jr)

,J;" r e X. Nach cler Besselschen Ungleichung folgt

P(r) -Ztp<",e,)lz - I lt,(" ,n_^)1, Z 0

fiir alle r e x. Die quadratische x'orm 8, ist also positiv. Man iiberzeugt,
sich leicht, dass l@(r)l < R(") fiir alle r e x gilt. Mit Hilfe der polarisa-
tionsformel (siehe I.f ) folgern wir daraus, dass auch die Ungleichung

lQ@,U)1, < R(r) R(y) fiir alte r,y eX
gilt (siehe R. I{evanlinna [34] und N. Aronszajn [f]). Wir zeigen, dass

{E ,ine selbstassoziierte Majorante von A ist. Zu r e X bilden wir
fiir alle k:1,2,. . . den Vektor

z1o: !+ r - n-. - Äp(r , e,) r" + Äp(r , e_,) e_^

k

* lz"+r {(1-z-"-t; p(r , e^) + .\/L-2* p(r , e_,)} e,
";,

- Zrr"*,{t/t_z* 
p(" , e") + (t_z-"-ry p(r , e_,)} e_^,

wobei die Projektionen itt+ und F- rrie in Abschnitt Irr.2 erklärt sind..
Fiir die X'olge (zn)f=, gilt dann

lim Q@ , zn) : R(r) und lim rE(21) : ,B(r) .
h+q ,i+ @

Wir erhalten die Gleichung

{ff1"1: inf { t I 1e R, le@,2)l < 1\/R(") ftir alte ze X} : \/R(") .

Die Halbnor^ t/E ist eine selbstassoziierte Majorante von e . Betrachten
wir nun die Folge (r* )f:, mit

11, : 1/l_ 2a €to - a_* fiir h : 1,2,.. .,
so erhalten wir

lim -rB(16) : 0 u1d li:-:o* P(*1,) : 2.
It+q [+o
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Die Majorante \/F ist also nicht gröber als die Majorante /,8 . Du b'id*

minimale Majoranten sind, folgt, dass die beiden Majorant'en l/P ""a
fE nicint vergleichtiar sind.

3. Tonneli,erte Slwlarproduktrtiume. Wir belveisen ein Lemma, aus

flem man sofort ersieht,, dass in satz 9 aus der Aussage (iii) die Aussage

(iv) folgt.
Lemma 6. Es sei (x , P) e,in linearer Raum rnit e,iner pos,i,tiuen Herm'ite-

schen Bili,nearJorm. Die starke Toptologie to(P) ist d,ann. und, nur dann gl,ei,ch

d,er aon der Hal,bnorm t/F 
"rrrugten 

ToTtologie f$/p), wennder Raum

(X ,t$/F)) tunneliert ist (siehe 1.3).

Beweis. Es gelte T.({P ) : Ea(P) . Wir miissen zeigen, dass jede in

der Topologie yA/F I nach unten halbstetige Efalbnorm q gröber als

l/F i*t. Di" Hulbro rm p: max ( q , lF ) ist in der Topologie gA/Fl
nach unten halbstetig. Wir werden beweisen, dass p auch in der schwachen

Topologie t,(P) nach unten halbstetig ist. Zu diesem zweck reicht es

zu zeigen,dass die }Ienge §(p) : {*l " e X, p(r) { Ll in der Topo-

logie E,(P) abgeschlossen ist. Ist y € X und y e S@), so ist

d: inf{ P("-Y) ir€§(10) } > 0,

da s(p) in der Topologie TO/F I abgeschlossen ist,. Es gibt einen Punkt
r' e S(p), so dass

Daraus folgt fiir alle r € S(p) und 0 < ,t < I die tTngleichung

2 )"Re P(r'-y , n-r') | 12 P(r-x') > d-d' .

Da die Ungleichun1 \/N < p@.) fiir alle r €. X gilt. können u'irweiter
abschätzen

2 ,[ Re P(r'-Y , n-r') -l 4 )'' 2 cl-d'

fiiralle res(p) und 0<,1 <1. Fiirein ze§(p) giltentrvedeldie
lTngleichung Re P(r'-y , n_t') > 0 , oder rvir erhalten die Abschätzung

-4 ( Re P(*'-y , r-r') { 0 . Im zlveiten Fall nimmt die linke Seite

der obigen LTngleichung ihr Minimum im Interrall 0 < i, __< 1 an. fn
beiden Fällen folgt die Ungleichung

Re P( v'-?,! , t-vt) 
= 

Z la'-a fiir alle x € 
^S(p)
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Es gibt also eine reelle Zahl T , so dass

fiir alle ne§k)
gilt. Die reelle Linearform Re P(*'-A, . ) trennt den Punkt gr strikt von
§(p) . Die Menge §(p) ist folglich in der'Iopologie T"(P) abgeschlossen.
weil die Halbnorm p in der Topologie t"(P) nach unten halbstetig ist,
ist p in der Topologie ta(P) stetig. Wegen tå(p) : TO/F I ist p ,

und damit auch q, gröber als die Halbnorm lF . »", Raum (X , t6/F»
ist folglich tonneliert.

Wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt. Der Raum (X , t(\/p ))
sei tonneliert. Da die Halbnor^ {F in der Topologie t"(p) nach unten
halbstetig ist, ist die Topologie ztl/il gröber als rlie starke Topologie
ta(P) . Eine Halbnorm p aus dem Erzeugendensystem der Topologie
ta(P) ist' in der schwachen Topologie t"(P) nach unten harbstetig. Die
Halbnorm p ist auch in der feineren Topologie ZO/F) nach unten halb-
stetig. Da der Raum (X , t$/F)) tonneliert, ist, ist p gröber als lF .

Die Topologien E(/F) una Lo(P) sind also gleich.
\4'Iir zeigen nun, dass in satz g aus der Aussage (iv) die Aussage (i) folgt.

Die Halbnorm p sei eine minimale Majorante der Bilinearform e. Dann
sind auf x+ und x- die Einschränkungen von ,p feiner ars clie Ein-
schränkungen der Halbnorm {F . Auf Grund des Korollars von satz 4
können wir annehmen, dass p in der schwache, Topologie t"(O) und
folglich auch in der feineren Topologie fO/Fl nach unten halbstetig ist.
Ist, etwa der Teilraum (X+ , t$/F 1 

y+11 tonneliert, so sind auf X- die
Einschränkungen p I x+ ond, t/F I x+ äquivalent. Nach satz 8 sind die
beiden minimalen Majoranten p und \/F äquivalent. Alle minimalen
Majora,ten sind äquivalent mit der Majorante \/F . Aus satz 5 fotgt
dann, dass jede Nlajorante feiner als die Majorante t/F irt. Also ist r/F
eine gröbste Majorante.

Die Hermitesche Bilinearform A habe eine gröbste Majorante. \vir
'u,'ollen noch untersuchen, ob bei verschiedenen kanonischen zerlegungen
die in satz 9 angegebenen Eigenschaften immer auf den summancLen mit
gleichem Vorzeichen von Q zutreffen.

Lemma 7. Es sei, (X , Q) ei,n,li,nearer RcLzLnt nit indefiniter Metrih. Es
gebe zwei lcanonische Zerlegungen

(x,Q) : (x,+,Qlx!)@ (x,,Qlx,) (i:r,2) .

Die zugehöri,gen Projekt'ioneru F! und Fl und, die zerr,egungsmajorctnten
P; seien wie in Abschnitt I II.2 defi,niert. Wenn die Majorantnn t/F, und, t/F,
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iiqui,aalent s'ind,, so l,iegt d,er Teilraum I{(X{) bezilgl,i,ch d,er To'pol'ogie

t$/Fr) d,i,cht i,n x{ .

Beweis. Wir vervollständigen den Skalarproduktraum (X, Pr) 217

einem Hilbertraum (Y , Pr'). Die Bilinearformen A und P; und die

Projektionen I{ und. I; (i: L,2) lassen sich stetig auf Y fort-
setzen. Wir bezeichnen die Fortsetzungen mit Q' , Pr' und 1,+' und
Il' . Es gibt also zwei kanonische Zerlegtngen

(y,Q') : (Y! ,8lY{) @ (v,,8iY,) (i:t,2).
Die Teilräume Yf und I,- sind die abgeschlossenen Hiillen der Teilräume
X,+ bzw. X; . Ju. P. Ginzburg und L S. fohvidov haben in [ri] fiir
diesen Fall gezeigt, dass I{'l y{ eine stetige, bijektive Abbildung von
(y{ , Pr'l Y{) auf (Y{ , Pz'l Y{) ist. Da der Teilraum X,- clicht in
Yf liegt, liegt sein Bild folglich dicht in yt. Also ist Ir-(-{i) eine

dichtliegende Teilmenge von X{.
Satz 10. Ds sei (X ,Q) einl'inearer Raum m'it einer ind,efiniten ,lletrik.

Es gebe zwe'i lcanonische Zeilegungen

(i:L,2)

Wenn d,er Te'i,l,raum (Xf ,f$/Q iXro)) tonnel,'i,ert i,st, so 'ist qtLch, der

Teilraum (X{ , t$/A I Xr+)) tonneliert.

Be.v,r,-eis. zu den vorausgesetzten kanonischen Zerlegungen gehören die

Projektionen I! und ?, und die Zerlegungsmajoranten Pi. Nach

satz g sind P, und P, riquivalent. Nach Lemma 7 liegt der f'eilraurn

?{(X{) beziiglich der Topologie fWQ fi) dicht in frn. Es sei q

eine nach unten halbstetige Halbnorm auf (X;' ,T('\'/Q lXt-)) ' Die

Halbnorm p : q@{ .) ist eine nach unten .halbstetige 
Halbnorm auf

6{ ,f$/8lXf)) und folglich gröber als ),'Q lf;-. Es giit

fi"ir trlle r: € f ,

Auf dem Teilraum r{@{) ist die Einschränkung cler Halbnorm q gröber

als die Binschränkung der Norm \/A . Da ]7r'(f1) clicht in I; liegt

und q nachuntenhalbstetig ist,, ist aufganz Ir- clie Halllnorrn 7 gröber

als die Norm {q I x*. Der Raum (xt ,r(fQ ir;)) ist also tonrieliert.

4. Q -unitare Abbi,ld,ungen Es sei Q eine Bilinearform auf dem linearen

Raum x . Eine bijektive lineare Abbitdung f/ von x auf sich nennen

wir Q -unitcir, wenn die Gleichung

Q(l*,Uy):Q@,A) fiiralle n,U €X
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gilt. lVir wollen die Stetigkeit einer derartigen Abbildung untersucben.
X'iir Q -isometrische Abbildungen wird dieselbe Frage in Kapitel V
behandelt.

Satz 11.3) Es sei, Q eine B,i,linearform au! d,em linearen Raum X . Die
Bili,nearform Q besitze eine gröbste Majorante p . Dann ist jed,e Q -unitiire
Abbi,ld,u,ng U ei,ne stetige Abbild,ung des Raumes (X , t(p)) auf si,ch.

Beweis. Auf Grund von Lemma 3 können wir annehmen, dass fiir die
I{albnorm p die Gleichurug p: max (?* ,p. ) gilt. Dann ist die Halb-
nolm p(U .) : q eine Majorante der Bilinearform A . Es grlt nämlich

lQ@ ,u)l : lQ@ r , U a)l < p@ t:) p(U y) : s@) q(y)

fiiralle fr,y eX. Da U bijektivist,erhaltenwirfiirdiePolare q. von
g die Gleichung

q-(..r:) : inf { l. j ,1 €R, lQ@,A))< ).q(A) fiir alle Ue X)
: inf{il ),eR, tQ(U",UA), S),p(L:y) fnr alle y€X}
: inf{i, ,1 €R. Q(Ltr,y)'<)"p(y) fiir alle yeX}
: p"(U x) fiir alle r e X .

Arialog folgt die Gleichung q,(r) : p,(U x), fiir alle n € X. Es folgt,

max (q"(r),q-(r)) : max (p*(U x),p,(Ur)) : p(U ") q(r),

fiil aile n e X. Auf Grund von Satz 4 ist die Halbnorm q eine minimale
l,Iajorante von Q . Die Halbnormen p und q sind äquivalent. U ist eine
stet,ige Abbildung des Raumes (X, t(p)) auf sich.

5. Indefinite Metriken auf refleriuen, Bq,nachrci1lnrcn.. \Yir untersuchen
die in IV.I fiir die Existenz einer gröbsten llajorante angegebenen Bedin-
gungen in dem Fall, dass die Bilinearfonn Q auf einem reflexir.en Banach-
ratrm stetig ist. Ztt,or beu-eisen rrir einen Satz tiber die starke Topologie
einer Bilinearfonn auf einenr Banachraum.

Lemma 8. Es sei (X, i .),) ein. Banachraumund, Q e,i,nestetigeBi,linear-

Jcrm auJ (X , ll . li) . Die linksseitig starke Topolagi,e ta(@) u,i,rd, dann
durch di,e Halbn,orm,

?t(r) : tirn inf{ llyll I y e U )
U € ll(r)

erzeugt, ucbe,i tt(r) der Umgebungsfilter d,es Punktes r in der schraachen
Topolcgie t^(0) ist.

t)) Aus der Arbeit [43] von I. S. Iohvidov geht hen,or, dass der analoge Satz ftir
Q-isornetrische Abbildungen (siehe V.3 und Sa,tz l5) im allgemeinen ni.cht richtig ist.
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Korollar 1. Ist (X ,||.||) ei,n refler,iuer Banachraum und, Q eine links-

sei,tig nichtausgeartete, steti,ge Bitinearform auf (X , li ' ll) , 'o i'st clie Top'-

logi,i d,es Banachraumes gleich d,er linpssei,ti,g starken Topologie to(p) .

Korollar 2. Es sei, (X , ll . l) ein reJ'leriaer Banachraum uncl Q ei'ne

stet'ige ind,efinite Metri,k (siehe Ll) auJ' (X, ll ' ll) ' Der Raum (X , Q) ge'statte

ei,ni kanonische Zerlegung (X,Q): (X+,QlX+) @ (X-'0iX-) ' Die

zugehöri,ge Zerlegungsmajorante se'i, P - Di'e Hal'bnorm \/F 'i'st tlann utl'd

nur dann e,ine gröbste Majorante d,er Bil,inearlorm Q , 't.enn nti,ndestens einer

d,er beid,en Rtiume (X+ , T,(\/F I X+)) oder (X- , t(l/F I X-)) uoll-

stiind,i,g ist.
Be.v'eis von Lemma 8. Eine Halbnorm q aus dem ErzeugendensYstem

der Topologie tu(Q) ist in der Topologie t*(0) und folglich auch in

der feineren Topologie des Banachraumes nach unten halbstetig. Da Ranach-

räume tonneliert sind (siehe I.3), existiert eine reelle Zahl ), , t) < ). '< i' t: ,

so dass die Abschätzung

q(r) 
= 

1\l*il fiir alle xe X

gilt. Da die Halbnorm q in der Topologie t,"(Q) nach unten halbstetig

ist, folgt daraus

q(r) =#t rinf{q(Y) 
| a e u }

= 
rul,tl,t"t{ILYIL I Yet}): )'P'('),

fiir alle r e X. Da die Halbnorrn p, schwach nach unten halbstetig ist',

gehört sie zu d.en erzeugenclen Halbnormen der starken Topologie. Es gilt

also T.h@): l(Pi .

Ist die Bilinearform Q auf einem Frdchetraum stetig, so kann uran mit

der gleichen Methode zeigen, dass die linksseitig starlie Topolog'ie t,r(o)
metrisierbar ist.

Beweis von Korollar I. Auf Grund des r-orhergeheuden Lenturas reicht

es zt zeigen, dass ptt:11 .1 gilt. Äquivalent damit ist, dass die Einheits-

kugel § : { r I r e.X, lizll < I } in der Topologie t*(8) abgeschlossen

ist. DaderBanachraum (x, ll . ll) reflexivist. ist § inderschwachenTopo-

logie des Banachraumes kompakt. Da Q stetig ist, ist Ir,(0) gröber als

die schwache Topologie des Banachratlmes. Da Q linksseitig nichtausge-

artet ist, ist (X, t,"(0)) separiert' Der topologische Raum (S , ib(Q) i §)

ist also kompakt, und s ist in der Topologie tr"(o) abgeschlossen.

Beweis von Korollar 2. Aus Satz 6 und aus Korollar 1 folgt' dass

(x,E(ll .ll)) : (x+,t(ll .ll) lx+) @(x-,t(il 'i)ix-) gilt' Aus dem

Kriterium (iii) von satz 9 und aus Korollar 1 ergibt sich Korollar 2.
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Ist A eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum (X , ( . I . )) ,
so existiert eine beschränkte lineare Transformat,ion A cles Hilbertraumes,
so class Q@,A): (Axly) fiiralle r,y e.X gilt. Aus derSpektral-
theorie der llransformation .4 ergibt sich der folgende satz von M. R,. Hes-
tencs [7] und R. Nevanlinna [32].

§atz 72. Es sei, Q eine stetige Hermitesche Bilinea,rform auJ dem, Hilbert-
?"cuutt (x , ( . . )) . Dann tiisst sich d,er Hilbertrawm in d,rei komplementtire,
orth,ogon.ale Unterrriume 1+ , X- , X" zerlegen, so iluss

(x,Q) : (x+,Q i x+) @ (x-, 0 I x-) e) (x",Q I X.)
g,ilt,und, 0ri-f,+>0, Qu,lX-<O unct e iX":0 ist,

Xorollar. Es sei A eine stetige Hermitesche Bil,inearfornt auf dem
Hilhertraum (x, ( . I . )) . Ferner sei A clie beschrrinrcte iineare Trans-
forrtation,Jurdie Q@,il: (Arly) fural,le r,A eX gitt. Diezud,er
in ,\«tz 72 ange,gebenen Zerlegung gehörend,e Zerlegungsmajorante sei p
(si,e.ha IILZ). Die Halbnor* l/F i,st d,ann und, nur d,ann eine gröbste Ma;jo-
ron.te. uon Q, et)enn e.s eine reelle Zahl e, 0 < e ( * a, gibt,so d,ass min-
destens e,ines der beid,en Interualle (-e , 0) oder (0 , e) ni,cht zum Spektrum
cler ?ransformation A geltört.

Be'weis des Korollars. Aus Korollar 2 von satz 11 folgt, dass /F dann
rrnd nur dann eine gröbste }faiorante ist, v'enn mind.estens einer cj.er beiden
Rärrnre (X+ , t1t/F 1 X+11 oder (X- , f$/F t X-)) voltständig ist.
Dies ist dann und nur dann der x'all, wenn das spektrum d.er Transformation
Å die angegebene Bedingung erfiillt.

V. Quasipositive Bilinearformen

1. Quasiptositiue Bilinearformen. Einen wichtigen spezialfall cler im
r-origen Kapitel untersuchten Bilinearformen mit gröbsten )rajoranten
bildet die Klasse der quasipositiven Bilinearformen. Diese Klasse ist im
Zusarnmenhang mit verschiedenen tr'ragestellungen schon öfter untersucht
r.vorclen (siehe M. R. Hestenes [7],I. S. Iohyidor. unci fI. G. Krein [14]-[lb],
N. Aronszajn [l]). Eine Bilinearform, die eine der Bedingungen des fol-
genden Satzes erfiillt, heisst qzasi,Ttositiu.

§atz 13. Es sei x einl'inearer Raummit e,iner (ind,eJi,niten) Hermiteschen
Bili,nearform A . Die folgend,en Aussagen sind, ci,qui,aalent.

(i) Es gi,bt zwei, Ttositir;e Herm,itesche Bil,i,nearformen e, und e, auf
X , wobei, Qz end,li,chen Rang ltmt, so d,ass Q : er-e, gi,k. (Der Rang
aon Q, i,st gledch d,em Defekt (Cod,imension) d,es Nullraumes .]L(er) i,n X
(sdelte 1.1).)
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(ii) ?nr al,lelinearen Teilrd,ume Y aon X , auf d,enen Qrl Y < 0 i,st,

gilt dim I l'll@) < f co . (Die Dimensionen uon Y l'1119'1 si,nd dann

sogar beschrri,nkt.)
(iii) Di,e quad,ratische ?orru, Q, ist in der schwachen Topologi,e E,(0)

ttach unten hatbstetig. (Ds reicht, dde Halbstetigkeit nach unten im Nullpunlct

iu, fordern.)
(i'r.) Es gibt e'i,ne kanonische Zerlegung uon (X , 0) | (X , Q) :

(X+,Q IX+) @ (X-,81X-) , beider dimX- l')t(q q f rc ist. (Man

kann d,i,e Zerlegung so wtihlen, dass Qrl X- < 0 i,st')
Auf Grund von Satz 9 folgt aus der Eigenschaft (iv) das Korollar:
Korollar. Ei,ne quasiptositi,ue Bi,li,nearform hat ei,ne gröbste quadrat'ische

JI ajara,?Lte.

Beweis des Satzes. Wir werden
llatirrlichen Reihenfolge be'weisen.

die angegebenen Äquivalenzen in der

schluss von (i) auf (ii). Es sei I. ein linearer Teilraum von x , auf dem

QrlY <0 gilt. Danngiltfiiralle yeY dieUngleichun1 Qr(A)<Qr(y)'
Ist U ecll(7z) n ,' , so folgt Qr(y) : 0 . Da die positive Bilinearform

Qr*Q, die Bilinearform A rnajorisiert, folgt y e']191. Es gilt also
.11(Qr) o I' c 'll(Q). \Yir können abschätzen:

ciim y l')l@) s dim r: I'll(Qr) < dim X l')l1gr1 -- Rang Qz I * q.

Schluss von (ii) auf (iii). Aus der Beziehung

Q@)-Q@: Q@-ilf 2B,eQ@,x-y) fiiralle x,yeX
ersieht man, dass die quadratische Form Q, dann und nur dann in der

schwachen Topologie t,(0) nach unten halbstetig ist, wenn sie im Null-
punkt in dieser Topolcgie nach unten halbstetig ist. Ist die quadratische

Form nicht im Nultpurrkt, in der schwachen Topologie nach unten halb-

stetig, so existiert ein solches gerichtetes System (ro)ora, tro e X , dass

TimoraQ@,,y) : 0 fiir alle A eX gilt, aber

Iiminf Q@) < 0

ist. Wir können annehmen, da."s es eirte reelle Zahl ^/' , - oo ( y < 0 ,

gibt, so dass

ftir alle aeA

gilt. Wir wählen nun einen fndex a, e A und bezeichrlen ra, mit, yo ,

Fiir alle a e A bilden wir den !'ektor

io : tro - Q@" , yo) (Q(yoD-L yo ,

Dann ergibt sich Q@'") : Q@") - lQ@. , yo)l' (Q@d)-L . Von einer

Stelle are A an gilt also Q@,):2-1y10. Wir erklären Ar:

31
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{al oe A, a2at). Fiir das gerichtete System (n',),ee, gilt dann
limo.r, Q@'",Y): o fiir alle Y €X und

Q@',) ! z-Ly I 0 fiir alle a eAr.
Wir können das Verfahren wiederholen und gewinnen eine Folge (y")l:u
von Q -orthogonalen Vektoren aus X , fiir die

gilt. Wenn wir mit I die lineare Hiille der Vektoren Ut, Uz, . . . bezeich-
nen, so gilt QolY <0 und dim I l'll@): dim I : -l-oo. Dies
steht aber im Widerspruch zu unserer Annahme.

Schluss von (iii) auf (iv). Da die Bilinearform @ indefinit ist, existiert
ein Vektor e, € X mit, Q@) : -l . Wir betrachten die Nfenge Zr :
t"l "e X, Q@, er) :0 ). lst QlZ, indefinit, so existiert ein Yektor
ere Z, rrlrit Q@): -l . Sofern das Verfahren nicht abbricht, ge'rvinnen
wir auf diese Weise eine Folge (e" )I:, voo Q -orthonorrnalen Yektoren
e,e X mit Q@) : -1 . AufderlinearenHiille I'- derYektoren €1. e,2, .

istdieBilinearform Q negativdefinit. Diepositir.equadratischeForm -Q, i )'
ist, in der schwachen Topologie g,(0 I l') nach unten halbstetig. Nach
Voraussetzung ist die quadratische X'orm Q, I Y in der feineren Topologie
l"(8) I y nach unten halbstetig. Die quadratische X'orm Q, I I ist also
in der schwachen Topologie t"(0) I I stetig. Nach Satz I (siehe I.2) gibt
es endlich viele Vektoren !/r,...,Un€X, so dass die Abschätzung

o < lQ(y)l < max^lQ(a,u)12 fiir alle y e y, u # 0,

gitt. Aus dieser Ungleichung folgt, dass die Dimension von I höchstens
gleich ru ist.

Das Yerfahren bricht also bei einer natiirlichen Zahl n, I ! n I * $,
ab. Die lineare Hiille I" der \rektoren €L , . . ., e" ist z -dimensional uncl

Q I Y" ist negatir. definit. Dann ist der Raurn

Z" : {: z e I, Q(: , ei):0 fiir i: 1.. ..,,? }
ein Komplementärraum zu f-. in .f, . Es gilt

(x,Q) : (2",Q,2,,)o ().",9 )-,,).

Da Qq i Z" > 0 ist, haben rrir eine kanonische Zerlegung mit den
gewiinschten Eigenschaften gefunden.

Schluss von (iv) auf (i). Wir bilden zu der kanonischen Zerlegung
(X, Q) : (X+, Q I X+) @ (X-, Q i X-) die positiven Bilinearformen
g+ und a- (siehe III.2). Es gilt Q : Q+_Q- . Da ;g+ q ?l(Q-) und
")l(q-) c')L(e) ist, fotgt



Grno \Vrtrsrocr{, Ilber }Iajoranten inclefiniter Bilinearformen 33

--r. rrr-"rrr**-r"-r,
zu einer beliebigen Hermiteschen Bilinearform Q eine Topologie eingefiihrt,

die rvir mit try(o) bezeichnen wollen. Eine umgebungsbasis eines Punktes

r € X in dieser Topologie wird von allen Mengen der Form

U(r I e , ?1 , . . . , zn)

: {y I y e x, lQ@-il:.,, å1: lQ@-y, z;)l I e}

geirildet. Dabeisind zr,...,zn €X und 0<e<*co. DieTopologie

tn(0) ist die gröbste Topologie auf X , in der die quadratische Form

Q, stetig und die Bilinearform a partiell stetig ist. Im allgemeinen ist
(X, tr(Q)) kein topologischer linearer Raum; t*(0) braucht nämlich

nicht mit dem Additionsbegriff des Raumes X verträglich zu sein (siehe

G. Köthe lt7l, seite 148). Die skalare Multiplikation ist jedoch immer

stetig und die Topclogie 3"(0) ist translationsinvariant"
Satz 74. Es se,i X ei,n linearer Raum mi,t einer Hermiteschen Bilinear-

form Q . Damit die Toltol,ogi,e !*(Q) mi,t der linearen struktur cles Rauntes x
aertriiglich ist, ,i,st not'wendig und, hinreichend, ilass rnind,estens ei,ne der beic)en

Bil,'inearfonnen A oder -A quasiTtositia ist. Die Topologie tr(o) wircl'

ilann uon der gröbsten Maiorante aon A erzeugt.

Berveis. z:uerct zeigen wir, dass die Bedingung hinreichend ist. Es sei

etwa Q quasipositiv. Die skalare Multiplikation ist stetig. wir zeigen, dass

auch die Addition stetig ist. Da die Topologie t*(0) translationsinvariant'

ist, reiclrt es, die stetigkeit der Addition im Nullpunkt nachzuweisen. wenn
die beiden gerichteten Systeme (r")or,o und (yo)oq in der Topologie

t"(0) gegen Null konvergieren, so gilt fiir alle z e X

lim Q(r. , z) : 0 gnd lim Q(r'") : 0 ,
a€,A «€A

lim Q@a , z) : 0 und lini O(ya) : 0 .

b€E beB

Daraus folgt, dass fiir alle z e X auch

,,,011T,,8("'iqa'z) 
: o

und

,,,u,#*uQ@o-9t'z) 
: o

gilt. Nach der Aussage (iii) von Satz 13 ist die quadratische Form Q, i'
der Topologie t"(0) nach unten halbstetig. Es gilt

lim inf Q@,.*yu) = 
0

(a,b) € AxB
und lim inf Q@"-Ut) = 

0
(a,b) € AxB
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Wir können nun abschätzen:

0 < lim sup Q@"lyo)
@,\ E AXB

< lim sup {Q@"lyo) * Q@"-yt)} * lim sup {- Q@"-ad}
@,\ e AxB (a,\ e AxB

: lim sup {2 Q@) * z Q(yb)I - lim inf Q@.-yt) < 0 .
(a,\ e AxB (a,\ e AxB

\4/ir haben die Gleichungen

(o,b) € AxB

und

,",u1'#*rQ@"j_ao) 
: o

erhalten. Das gerichtete System (r,*yo )1,,u1 .r,, konvergiert, folg-
lich in der Topologie E"(0) gegen Null. Die Addition ist, stetig, und
(X, t*(0)) ist folglich ein topologischer linearer Raum. Die Bedingung
ist also hinreichend.

Die Bilinearform A ist stetig auf dem topologischen linearen Raum
(X, Er(0)) . Nach Sabz 1 existiert eine stetige Halbnorm p , die Q majo-
risiert. Die Topologie T.(p) ist gröber als die Topologie t*(0) . Da die
Topologie E*(0) gröber als jede Topologie ist, in der A stetig ist, gilt
t(p) : t*(0) . Die Halbnorm p ist eine gröbste Majorante 'i'on A .

Jetzt v'erden wir die Notwendigkeit der Bedingung beweisen. Es sei
also (X, tr(Q)) ein topologischer linear;r Raum. Wie wir eben bemerht
haben, existiert dann eine Halbnorm p , fiir die t*(0) : l(p) gilt. Itrs

gibt also endlich viele Vektoren zt , . . . ,2,, e X und eine reelle Zahl )' .

0<).(-{-oo, sodass

le@)i < (p(")), 
= 

,,?ä ( e@)t, ,',Q(t , z,\; )

fiir alle r e X gilt. X'iir den linearen Teilraum

ftir alle ze X

)-_: {y',
Yon X gilt clim X I

'AeX, Q@,zi):0 ftir i-1,...,t1 \

I' { n. fiir alle U e 7' gilt die LTngleichung

',Q(y)i < (p(y))'= 1 8(y)l ,

Daraus folgt, dass 'lL(Q ly) ein linearer Teilraum von Y ist. Gilt,

Q@)> 0 und Q(a)<0 fiirzweiVektoren u,ueY, sohatdiequa-
dratische Gleichung Q(u * fi u) : 0 zwei verschiedene reelle Nullstellen
lh,flz. Mit u* piu (i:1,2,1 liegen attch u und u indemlinearen
Teilraum ')l(Q I I) . Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahm-.. Die
Bilinearform QIY ist, folglich semidefinit.
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fstetwa QolY 20, sogiltftir jedenTeilraum Z von X, auf dem
QrlZ < 0 ist,

dimZ : dim Z lY < dimX lY < n I *a.
Jede Konstruktion einer Familie Q -orthonormaler Yektoren ei , mit
Q@) : -I , bricht also nach spätestens n Schritten ab. Wir können
das im Beweis von Satz 13 im Schluss von (iii) auf (iv) angegebene I'er-
fahren durchfiihren und erhalten eine kanonische Zerlegang (X , Q) :
(X+,Q lX+) @ (X-,QlX-), beiderdieDimensionvon X- kleinerals z
ist. Die Bilinearform A ist, quasipositiv. Hiermit ist Satz 14 beu'iesen.

3. Q -,isometrische Abbild,ungen. Es sei A eine Bilinearform auf clem
linearen Raum X. Eine injektive lineare Abbildung V von X in sich
nennen wir Q -isom,etrisch, wervr die Gleichung

Q(V n,Y y) : Q@,y) fiir alle x,y e,X

gilt. Wir wollen zeigen, dass der in Abschnitt IV.4 fnr Q -unitäre Abbil-
dungen gezeigte Satz im X'alle einer quasipositiven Bilinearform A auch
fiir @ -isometrische Abbildungen gilt.

Satz 15. Es se,i X ein l,inearer Raum mi,t einer Herm,iteschen quasiposi-
tiaen Bi,linearform. Dqnn,i,st jede Q -isometrische Abbi,l,clung V ei,ne stetige
Abbild,ung uon (X, E*(0)) i,ru sich.

Berryeis. Nach Satz fB gibt es eine kanonische Zerlegung

(x,8) : (x+,Q I X+) @ (X-,8 | X-),

bei der Qnl X- ( 0 und dirn X- { * cc ist. Die zugehörige Zerlegungs-
majorante sei P . Da V eine Q -isometrische Abbildung ist, hat der \\'erte-
vorrat ?i(Z) eine kanonische Zerlegung

('X(7) ,q 1')t(tr)) : (tr,1X+; ,e',V(X+)) e) (I'(x-) ,0 i tr/(-{-)) .

Die zugehöfige Zerlegtngsmajorante sei R' Die Abbildung I,' ist ciann
ein fsomorphismus des Raumes (X, P) auf den Raunr. (?i(tr') , -R') .

X'iir jeden linearen Teilraum Y , auf dem 0, I- = 0 ist, gilt
Y n X+: {0} . Daraus folgt

dim Y : dim Y lX+ < dim X lX- : dim-{- < *"o.
Der Raum Y hat höchstens die gleiche Dimension wie X- . Da die Ab-
bildung Z injektiv ist, und 8r l Y(X-) { 0 ist,, ist 7(X-) ein maximaler
Teilraum, auf dem Q negativ definit ist. Auf dem linearen Teilraum

Z - {zl z €X, Q@,A):0 ftir alle yeV6-) }
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ist folglich Qol Z 2 tt . Da V(X-) endlichdimensional und Q I V(X-)
definit ist, ist z ein Komplementärraum zu v(x-) in x. Es gibt also

eine kanonische Zerlegung

(x,8) : (I/(X-) ,QlY(X-)) @ (Z,QlZ).

Die zugehörige Zerlegungsmajorante sei ,E . Da V(X*) g Z ist, folgt, dass

die Einschränkung von -B auf v(x+1 gleich -E' ist. z ist folglich ein

Isomorphismus von (x , P) in (X , -E) und damit eine stetige Abbildung

r,on (X,t$/F)) in den Raum (X,t({E)). Nach Satz 14 ist aber

stly ll : T,$/E): t*(0) .

Iireie l]niversität Berlin
l)eutschland
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