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Einleitung

Die konformen Abbildungen haben viele Eigenschaften, die in verall-
gemeinerter Form zur Charakterisierung der Quasikonformität benutzt
werden können. Die bekanntesten kommen in der analytischen und der
geometrischen Definition vor, die auf einer Verallgemeinerung der CauchSr-

Riemannschen Gleichungen bzw. der Modulinvarianz eines Vierecks bei
einer konformen Abbildung bemhen.

Eine der anschaulichsten Eigenschaften der konformen Abbildungen
ist die Winkeltreue. Ihr entspricht bei einer quasikonformen Abbildung

- wenigstens in jedem regulären Punkt - die Beschränktheit der Win-
kelverzerrung. Wie Menchoff [7] gezeigt hat, kam die Winkeltreue fiir
die Definition der Konformität benutzt werden, und die Frage liegt nahe,
ob auch die Quasikonformität sich in entsprechender Weise charakterisie-
ren lässt.

Da eine quasikonforme Abbildung nicht iiberall differenzierTtar zt
sein braucht, ist es nötig, den Winkel zwischen zwei beliebigen Jordan-
bogen zu definieren. Diese Verallgemeinerung des Winkelbegriffes soll
natiirlich so vorgenommen werden, dass die neuen Winkel mit den iiblichen
iibereinstimmen, falls die betrachteten Bogen im Schnittpunkt Tangent'en
besitzen.

Während der Ausarbeitung dieser Abhandlung ist eine Arbeit von
Agard und Gehring [f] erschienen, in der dasselbe Problem behandelt
wird. Die Verfasser geben eine Winkeldefinition, die auf einer einfachen
geometrischen Betrachtung beruht. fn der vorliegenden Arbeit werden die
verallgemeinerren Winkel dagegen mittels einer konformen Hilfsabbildung
erklärt. Von diesen zwei Definitionen ausgehend, gewinnt man viele gleich-
artige Resultate, die wegen der verschiedenen Natur des benutzten Winkel-
begriffes jedoch keine unmittelbaren gegenseitigen X'olgerungen sind,
r;gl. [t], S. 3.

Die Arbeit ist in zwei Kapitel eingeteilt; im ersten von beiden wird
die Winkelverzerrung bei einer quasikonformen Abbildung betrachtet.
Nachdem in den §§ I und 2 efuige Grundeigenschaften der quasikonformen
Abbildungen behandelt worden sind, wird in § 3 die Winkelveränderung
untersucht fiir den Spezialfall, in dem das Bild eines Schenkels geradlinig
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ist. In § 4 werden dann die verallgemeinerten winkel derart erklärt, dass

die Ergebnisse von § 3 sich unmittelbar auf den allgemeinen Fall iiber-
tragen lassen.

In zweiten Kapitel handelt es sich um die Definition einer quasikon-

formen Abbildung mit Hilfe der Winkelverzerrung. Hier spielt eine zentrale

Rolle Saoz 6, nach dem es gemigt, die Bildwinkel auf geeignete Weise

nach unten zu beschränken. Die Paragraphen 5 und 6 enthalten vorberei-

tende Betrachtungen; insbesondere wird in § 5 eine Verzerrungsfunktion
eingefiihrt, mit deren Hilfe Satz 6 formuliert wird. Der Beweis dieses

Satzes ist ziemlich umfassend und wird in § 7 in drei Teilen gefiihrt. Die

darauffolgenden Paragraphen bestehen hauptsächlich aus Folgerungen

von Satz 6; man erhält z.B. eine Verallgemeinerung des am Anfang ge-

nannten Menchoffschen Resultates.

I. WINKELVERZERRUNG BEI QUASIKONFORMEN ABBILDUNGEN

§ 1. Die Definition und einige Grunileigenschaften qua§ikonformer
Abbililungen

l.l. Das Vi,ereclc md se'in Mod,ul. Ein Viereck Q(z' zz, zs, z4) be-

steht aus einem Jordangebiet Q der komplexen Ebene und aus vier auf
seinem Rande gelegenen Punkten z1 , 22 t zs , 2a, deren Reihenfolge mit
der in bezug aaf Q positiven Orientierung iibereinstimmt. Die Punkte
21 , z2 t zt, z4 heissen Eckpunkte und die Bogen A, A a-Seiten bzw.

@, , G, b-Seiten von Q(zt, zz, zs , z+). Das Vierecl Q(zr, z, , zt , z,4)

wird auch kurz mit A bezeichnet, soweit kein Missvsrständnis zu be-

fiirchten ist. Ein Viereck, das aus einem Rechteck und dessen geometri-

schen Ecken besteht, wird auch Rechteck genannt. Im folgenden kom-

men nur achsenparallele Rechtecke vor, ihre horizontalen Seiten werden

dann immer als a-Seiten gewählt.
Es seien Q(zt , zz , zs , zt) und Q'(w, , w, , w, , u;n) zwei Vierecke

und w ein Homöomorphismus d.er abgeschlossenen Hiille A von A

auf die abgeschlossene Htille Q' von Q'. Geht z; dabei in ru; iiber,

'i,:L,2,3,4, so heisst w ein Homöomorphismus des Vierecks

Q(zt, zz, zs, ?a) auf Q'(wr,'tt)2 I'tt),, wE). Ist seine Einschränkung in
Q konform, so nennt marr w eine konforme Abbildung vor, Q@, 2 22 7 zs 1?4)

auf Q'(w, , 'tt)z , us , 1D+) .

n'iir jedes Viereck Q(zr, zz, zs , zq) gibt es eine Klasse ihm konform-
äquivalenter Rechtecke -E(0,&,&+i,P,i,P), beidenen o( und P

positiv sind. AIle diese Rechtecke sind ähnlich, und das Verhältnis
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(r.r) u@): 
§

hängt deshalb nur vom Viereck A ab. Diese Grösse ist Moilul von
Q(zrrzzrzsrzE).

Der Modul eines gegebenen Vierecks Q lässt sich bekanntlich auch auf
die folgende Weise charakterisieren. Wir bezeichnen mit A" die X'amilie
aller rektifizierbaren Bogen, die mit Ausnahme ihrer Endpunkte in A
liegen und dessen a-Seiten miteinander verbinden. fst p eine in Q defi-
nierte, nichtnegative Borelsche Funktion, fiir welche

ist, so besteht ("g1. [6], S. 139)

{rw'l

{L.2)

Mit Hilfe
Moduls leicht

Lemma l.
Geraden r -
Y - Ua + t (t

(1.3)

tvl (8) -
dieser Beziehung ist
zrt beweisen.

Monotonieeigenschaft des

n0, fr- ro*s (s>0) und trennen die Geraden U:Uo,

,lrU 
lr,oo)

a

tvl (8)

Dies folgt sofort aus (1.2), wenn man im Streifengebiet Uo 1 A I Ao * t
Q:llt undandersrro q:0 wählt.

1.2. Defini,tion einer quas,i,konformen Abbild,uzg. Es sei w ein orien-
tierungserhaltender Homöomorphismus eines Gebietes G auf ein Gebiet
G' und Q , Q c G, ein Viereck. Das VerhäItnis

(1.4) K(Q):ry#,
in dem u(0 das Bildviereck von A ist, heisst die Dilatation von A
bei der Abbildung to. Die obere Grenze

K* : sup K(Q)
Qcc

ist die marimale Dilatati,on yort w ,

Die folgende Definition der Quasikonformität riihrt von Pfluger und
Alrlfors her. ztm unterschied von anderen Definitionen wird sie geome-
trische Definition genannt.

s

t

( 1.5)
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Definition 1. Ein orientierungserhaltender Homöomorphismus w : G ->
G' heisst eine quas'i,lconforme Abbi,ld,ung, wenn seine maximale Dilatation
endlich ist. Gilt K* < K < a, so wird zo K.quasikonform genannt.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass die Umkehrung u)-L
einer K-quasikonformen Abbildung u wieder K-quasikonform ist. Auch
ist leicht zu erkennen, dass die zusammengesetzte Abbildung zrl " / quasi-
konform ist, falls u und / es sind, und zwar gilt hierbei

(1.6) K*,f S K*Kf .

I)a eine konforme Abbildung die Moduln aller Vierecke invariant
lässt, ist K.:l fiir konformes w. Umgekehrt lässt sich beweisen,
dass eine l-quasikonforme Abbildung konform ist.

Binige Eigenschaften der konformen Abbildungen können unver-
ändert auf quasikonforme Abbildungen iibergefthrt werderr. Dies gilt
z.B. fiir die Hebbarkeit isolierter Randpunkte, fiir die X'ortsetzbarkeit
auf den Rand bei einer Abbildung zwischen Jordangebieten und fiir das
Spiegelungsprinzip, vgl. [6], S. 49.

1.3. Ertremalgebiet aon Grötzsch. Ein zweifach zusamrnenhängendes
Gebiet heisst Ringgebiet. Wir betrachten nur Ringgebiete, deren Rand-
komponenten Kontinuen sind. Ein solches Ringgebiet lässt sich konform
auf einen eindeutig bestimmten Kreisring L < lzl < r abbilden; die
ZahI logr wird. Mod,ul des Ringgebietes genannt.

Der längs der Strecke {z:n+iA l0<r{r<-1, y--0} auf-
geschlitzte Einheitskreis wird im folgenden das Extremalgebiet von
Grötzsch genannt. Der Modul dieses Gebietes ist

Ii(lt' I - 12)
l\r- I{(r)

clr
K(r)

{ (I - r') (1 - rzxz)

ist.
Bei vielen Yerzerrunssproblemen spielt die Funktion

(1.7)

urobei

(1.8)

eine wichtige Rolle.
(0,1) und besitzt in

:/

vu(r)

Sie ist echt z:uylehrnend und stetig auf dem fntervall
seinen Endpunkten die Grenzwerte

-p-(* tv))
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fiir K> I gilt

(1.9)

vgl . z.B. [6], S. 68.

ll3 vx(r): o , l': vx(r): I ;

,. vx(r)hur-: o,
r+o f

Mit Hilfe der X'unktiot g* kann der folgende Verzerrungssatz ausge-

driickt werden, vgl. Hersch und Pfluger [5].
Lemma 2 Ist w eine K-quasikonforme Selbstabbildung des Ein-

heitskreises lzl < l, so gilt fiir alle z'11z,2(lzrl < l,lzrlll)

(1.10)

(1.1 1)

w(zr) - u(zz)
sv*t l;+l)1 - rc(zr) ,o(rr)

Bemerlcung. Die obige Abschätzung ist bestmöglich, d.h. zu jedem

Punktpaar zr, z, gibl es eine Abbildung w , wofiir Gleichheit in (1.10)

besteht. Liegen die Punkte z1t zz mit ihren Bildern auf einem Durch-
messer von lzl < L, so ist die extremale Abbildung w symmetrisch

in bezug auf diesen Durchmesser.
unter Anwendung von Lemma 2 kann der folgende Hilfssatz leicht

bewiesen wertlen.
Lemma 3. Bei einer K-quasikonformen Selbstabbildung 10 :

u I iu, w(a) : sc, des Parallelstreifens {r * iy l0 <y < 2n} gilt auf

ieder 
vertikalen Strecke {r: ao, 0 ( y 32n } die Abschätzung

lu(ro* i,y) - u(ro)l <d,

in der d, nnr von K abhängt.
Zur Begriindung dieses Hilfssatzes braucht, man nur w durch Spie-

gelung zu einer Selbstabbildung des Streifens {-4n1y <4n) fort-
zasetzen und dieses Gebiet konform auf den Einheitskreis abzubilden.

Die Beziehung (1.11) folgt dann unmitt'elbar aus Lemma 2.

1.4. Analytische Charakterisi,erwng einer quasikonform,em Abbild,ung.

Von der geometrischen Definition ausgehend können weitfiihrende Schliisse

iiber die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften einer quasi-

konformen Abbildung gezogerr werden. Wir wollen hier einige von diesen

»an alytischen» Eigenschaften erwähnen.
Eine im Gebiet G stetige X'unktion w ist absol'ut stetig auf Gerad,en

oder ASG in G, wenn folgende Bedingung erftillt ist:
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X'iir jedes achsenparallele Rechteck R : {z : n + i,y Ia Ix 4b,
c<y<dj, EcG, ist, w absolutstetigalsFunktionvon tr auf fast
allen Streckeil) 1, : {" I a I x < Ö} und als X'unktion von y auf fast
allen Strecken I*: {" I c < y < d} .

Eine in G ASG-X'unktion besitzt fast iiberall in G endliche parbielle
Ableitungen. fst sie dazu ein Homöomorphismus, so ist sie auch fast iiber-
all in G differenzierbar (Gehring-Lehto [3]). Es gilt also ftir fast alle
zo:*oi-i,yo€G

w(z) : w(zo\ * w*(zo) (r - ro) * wr(zo) (A - Ao) * o(z - zo),

wobei o(z - z) I @ - ao) -> 0 fiir z ---> zo .

Es seien nun G , G' zwei endliche Gebiete und w : G -> G' eine
quasikonforme Abbildung. Strebel [l] und Mori [8] haben bewiesen,
dass u dann die ASG-Eigenschaft besitzt; nach dem Obigen ist sie somit
fast iiberall in G differenzierbar. Ferner gelten folgende von Morrey und
Bers herriihrende Resultate (vgl. [6], S. 173-174).

Die Bildmenge jeder in bezug auf das X'lächenmass messbaren Menge
ist wieder messbar, w-obei also alle I{ullmerrgen auf Nullmengen tiber-
gehen. Die Jacobische n'unktionaldeterminante "I von a, ist positiv in
fast allen Punkten von G, und das Mass des Bildes zu(-&) einer mess-
baren Menge E c G iässt sich aus der Formel

(1. 12)

(1.13)

m(w(E)): drdyl"l r@)

berechnen.
Ein orientierungserhaltender Homöomorphismus w wird regulär

im Punkt z genarrnt, v-enn er in z differenzierbar ist, und eine positive
Funktionaldeterminante besitzt; a heisst dann ein regulärer Punkt, von
w . Ist rl 1{-quasikonform, so ist es nach dem Obigen regulär fast iiber-
all in seinem Definitionsbereich. Durch eiue einfache Berechnung ist,

ersichtlich, dass es in jedem regulären Punkt die Dilatationsbed,ingurry

*å" I Drw(z) 12 < K J(z) ,

erfiillt, in der Drw(z): s-io (w,(z)cos@ {wr(z) sin@) die Ableitung
yor, ut in die Richtung @ hedeutet. Diese Ungleichung kann wegen der
Beziehung J(z):maxlDrw(z)lminlDrw(z)l> 0 auch in der X'orm

1) Dies bedeutet, dass dio Menge derjenigen g-Wefie c 1?, {d, , frtr die ta
nicht absolut stotig ist, dass Längenmass Null besitzt. Die später in diosem Abschnitt
vorkommenden Bonenmrngen »fast iiberall in G», »eine messbare Teilmenge von G»

beziehen sich dagegen auf das Lebesguesche Flächenmass.
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(1.14)

(2. 1)

geschrieben werden, in der D(z) Di,latati,onsquotient von w im Punkte

z genannt wird.
Die ungleichung (1.I3) kann in verbindung mrt gewissen Reguläritäts-

bedingungerl z1x Charakterisierung der Quasikonformität benutzt wer-

den. Die Arbeit [9] von Morrey enthält erstmalig eine solche anal.ytische

Definition, deren Äquivalenz mit der geometrischen Yon Mori [8] und

Bers [2] bewiesen'worden ist. Pfluger [I0] und Gehring-Lehto [3] haben

diese Definition noch vereinfacht; in ihrer endgiiltigen Form lautet sie

wie folgt.
Definition 2. Ein orientierungserhaltender Homöomorphismus w: G --> G'

ist K-quasikonform, wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

1o. r.o ist ASG in G,
2". Es gilt maxlDrw(z)|z < KJ(z) last, iiberall in G.

@

1.5. Reguttire quasiltonforme Abbi,ld,urlgen. Eine K-quasikonforme Ab-
bildung w:G->G' heisst, regulcir i,rt G, wenn 2{, und seine Umkehrung

u)-L in G bzw. G' stetig differenzierbar sind. Die Beziehung (1.13)

gilt dann fiir alle z e G . Die regulären Abbildungen v,urden von Grötzsch

[a] im Jahre 1928 definiert.

§ 2. Bild eines Winkels bei einer quasikonformen Abbildung

2.L. Wi,nket mi't Schei,tel, in einem, regulciren Punkt. Es sei u : G ---> (]'

oin orientierungserhaltender Homöomorphismus und zo ein regulärer

Punkt von w . Der Bildbogen jeder durch zo gehenden St'recke hat
dann eine Tangente im Punkte w(zd . Es sei a ein winkel, dessen schei-

tel im Punkte ao liegt und dessen einer Schenkel festgelegt ist. Der Bildwinkel
a(u) volr e bei der Abbildung w wird eindeutig bestimmt durch die

Ford.erung, dass @ eine stetige, zunehmende Funktion Yon d" ist, die

fiir a : 0 verschwindet. Fiir o(a) gilt folgender Verzerrungssatz.

Satz 1. Es sei w ein orientierungserhaltender Homöomorphismus
und a ) 0 ein Winkel, dessen Scheitel in einem regulären Punkt z0 von
w liegt, Dann gilt die Doppelungleichung

max I D, w(z) 
I

" \-' min I D, w(z) I :
o

1 a(x)

D(rd: & \

in der D(zo) der Dilatationsquotient von w im Punkte zo ist. Gleich-
heit kann im Falle D("r) > I an keiner Stelle bestehen.
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Beweis. Durch geeignete Ähnlichkeitstransformationen wird erreicht,

dass zo: 0 und

(2.2) w(z) - u(n * i,y) - Dx * iY * o(z)

ist, wobei D d.er Dilatationsquotient Yort 'tt) im Nullpunkt ist.
Fiir jeden Punkt a eines Radius §o:{zlz:reio, r>0} ist

aryw(z) -erg (D*liyf o(z)) -arg (D cos a*rl sina) f arg(1 f e(z)),

wobei ,(") fiir z -> 0 gegen Null strebt. Der Winkel a zwischen der

positiven reellen Achse und dem Radius so geht also in

/tsa \
(2.3) a(a) : a'rg (D cos a f z sin a) : arc tB \ä/
iiber, wo der zweig von årc lg(tgalD) «ler obigen Normierung gemäss ge-

wählt werden soll. Als Funktion Yon or besitzt or die Ableitung

1I

(2.4)

und es

dot

d"

gilt also

D

I)zcosza + sinza '

I d,ot(2.5) TSaoSD,
wo Gleichheit, an einer Stelle nur fiir ot : 0, n hzw. a :f,n, $n vor'
kommt, falls D > 1 ist. Die gewiinschte Behauptung ergibt sich hieraus

durch Integration.

2.2. Nichtreguld,re Punkte. Ist, der Scheitel eines Winkels a ein nicht-

regulärer Punkt, so braucht a keinen Bild.winkel im gewöhnlichen sinne

zu haben. Diese Möglichkeit kommt auch dann vor, wenn die Abbildung
quasikonform ist. Als Beispiel dient folgende Abbildung, die später noch

in einem anderen Zusammenhang ange\r'andt wird.

Beispiel !. Es sei rQ : Re'a cler durch die Gleichungen

R

(2,6)
c) =-

definierte Homöomorphismus der Ebene z

ist der Punkt z - 0 offenbar nichtregulär.

xr-9
JT

CI-xT
-l- ' sin log r ftir

7A

- reiq'. Fiir diese Ablrildung
Mit Ausnahme der negativen

r

I,
l,
(
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9=90

Q+
Abb. I.

reellen Achse geht jede von Nullpunkt ausgehende Halbgerade {z I z: reino ,

r > 0) in einen Bogen iiber, der im Punkte w : 0 keine Tangente besitzt.
Vgl. Abb. 1.

In allen Punkten z * 0 , co besitzt ea stetige partielle Ableitungen,
und ihre Funktionaldeterminante ist daselbst positiv. Die Einschränkung
von LU in jedem Kreisring {zl0<rtllzl(rz(o} ist deshalb
qnasikonform, und wegen der Gleichung w(e2"2): e2n w(z) gilt dasselbe
auch inderpunktiertenEbene { z | 0 < lrl < oo }. DiePunkte z : O t @

sind aber als isolierte Singularitäten hebbar, und oo ist folglich eine quasi-
konforme Abbildung der ganzen Ebene. Wird sin log r in (2.6) mit einer
geeignet gewählten Konstante multipliziert,, so erreicht man offenbar,
dass die maximale Dilatation .vor w mit einer vorgegebenen Zahl iiber-
einstimmt.

§ 3. Veränderung des ltlinkels in dem Falle, dass ilas Bild des einen
Schenkels geradlinig ist

3.1. Probl,emstellung. Um der X'ormel (2.1) entsprechende Abschätzung-
en auch dann zu gewirmen, wenn der Scheitel des zu betrachtenden Win-
kels ein nichtregulärer Punkt der Abbildung ist, hat man offenbar den
Winkelbegriff auf irgendeine Weise zu verallgemeinern (vgl. Agard-
Gehring [1]).

Vorbereitend betrachten wir d.ie Klasse W K aller 1(-quasikonformen
Selbstabbildungen der längs der positiven reellen Achse aufgeschlitzten
z-Ebene, die den Null- und den IJnendlichkeitspunkt festhalten. Es sei
we Wy und a, 0 ( u12n, ein Winkel mit dem oberen Schlitzufer
und der Halbgeraden

(3.1) l':{zlz:reio, r}0}
als Schenkel. Der Bildbogen l-' von -I- braucht dann keine Tangente
im Nullpunkt zu besitzen, jedenfalls existieren aber der untere und der
obere Limes

L2

9=fi
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(") - lim tf t arg (u:(rei"))

(") - lim sup arg (u;(rei")) ,

bei denen 0<arg(w(ret"))<2n und also 0(q(")<*(x)12n
ist. Wir nennen diese Zahlen der. inneren und den iiusseren Winkel' zwischen

der positiven reellen Achse und dem Bogen f' .

wir werden im folgenden die winkel cr-r (a) und ar (a) als Funktionen
]ron o( abschätzen. Zu diesem zweck empfiehlt es sich, die längs der posi-

tiven reellen Achsen aufgeschlitzten z- und zu-Ebenen durch einen Zweig

des Logarithmus auf die Parallelstreifen S:{ e :€ *i,rtll <q<2n)
bzw. §': { ul i,a l0 ( o <2n} abzubilclen. J' und f' gehen hier-
bei in eine horizont'ale Gerade C (n : ") bzw' in einen Jordanbogen

C' iiber, die in § bzw. §' liegen. Die zusammengesetzte Abbildung

/ .' § -> §' , fG) : u(q + i,a(Ö : logw(ee) , ist -I(-quasikonform, und
da ihr imaginärer Teil gleich dem Argument von w ist,lassen die Aus-

driicke (3.2) sich auch in der Form

(") - lim inf u(€ * ia)
§-+ _ oo

(3.2)',

(3.2 )

(3.3)

. (") =:

Iu
l;
(

lim sup a(€ + i o)
§-+ - oo

schreiben.

3.2. Abschiitzungen fiir ,(") nu,ch oben und, far g!(a) naclr, unten,

Wir hetrachten zuerst einen Punkt 6o : fo I i, a e C und 'wollen den

imaginären Teil u(Co) seines Bildpunktes /((o) € C' in beiden Richtung-
en abschätzen. Ohne Einschränkung kann man dabei Co: i a und
u(i, ot) :0 annehmen.

Durch Spiegelungen an den reellen Achsen kann / zu einer /{-quasi-
konformen Selbstabbildung des Streifengebietes {ö I - 2n 11 < 2n}
eru eitert werden. Bildet man dieses Gebiet durch die X'unktion g ,

vKL(-,, ,) =-*(; ,(r,)) se*(-*?)

v, (e)

auf den Einheitskreis konform ab, so ergibt sich unter Anwendung von
Lemma 2 auf die Punkte ,p(60): i,tg@lq und y(- €l - - itg (a/8)

die Doppelungleichung

(3.4)
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1

fiir eine Punktfolge |r: ia, Cz:- €z*,ia,..., e,: €n* ia,...
niit lim €n: - @ erfiillt.

BJT"i zunächst f* : tf I ia* :§->§' , u*(id) : 0, diejenige
Abhildung, bei der Gleichheit rechts in (3.4) fiir eo: i, u besteht. Aus
der Bemerkung nach Lemma 2 gehta hervor, dass die Bildpunkte von [ | it1

und -t*i,rl fiir jedes E*i,n€§ inbezugauf dieimasinäreAchse
symruetrisch liegen.

Man betrachte ein Rechteck R : R(- cL, q,a, | 2ni,, - a | 2ni,)
und sein Bildviereck l*@) . IJezeichnet bln den lVlodul von /*(-B) , so
gibt es eine konforme Abbildung g von f*(R) auf das Rechteck
Q:Q?b,b,b{2ni, -bl2ni,). Wegen der Symmetrie von /x(-B)
in bezrrg auf die iuraginäre Achse gilt g(- u I i,u) : - n1u r, ,*t1 fiir
jedes z I ia ef*(R), und die Zahl g(f*(i")) ist also rein imaginär. \Iiir
zeigen, dass sie fiir ein geniigend grosses a die Ungleichung

(3.7) s(f * (i") t

Diese fiir jeden Punkl to: €o * i, a € C gtiltige Abschätzung ist zuerst
von rrersch und Pfluger in [5] hergeleitet worden. x'iir den inneren und
äussercn \4rinkel (3.2)' folgt hieraus die Verzerrungsformel

t.._ /,/."\\
lu@ ) 4 arc sin \r"'[.t" ai/(3.5) { ;

Io 
,", < + arc.i,' (r* Gr;))

Im (3.a) lässt sich Gleichheit an einer Stelle fiir jeden einzelnen pankt
Co durch eine geeignete Abbildung erreichen. Dies besagt jedoch nichts
iiber die Genauigkeit der Formel (3.5); wir werden aber zeigen, dass auch
die darin vorl<ommenden Schranken bestmöglich sindl). Zu diesem Zweck
wollen rir eine /(-quasikonforme Abhildung /..§ -+ §' konstruieren,
deren imaginärer Teil u zLr einem beliebig vorgegebenen e ) 0 die
Bedingungen

(3.6) r'(*i,, Z) -

) ,) = u.(-*ä)

e) 7L== 1r 2,

IL
sin [; I

befriedigt. Die gesuchte Abbildung 
"f 

: § -> B' mit der Eigenschaft (3.6)
Iässt sich dann von g . f* ausgehend durch wiedcrholte Spiegelungen
an vertikalen Strecken konstruieren.

1; Hier u.ird jedoch die Frage offen gelassen, ob Gleichheit in (3.5) an einer
Stelle bestehen kann.
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LTm (3.7) zu beweisen, wählen rvir a so, dass /*(a) grösser als die in
Lemma 3 vorkommende Konstante d ist. Aus der Modulbedingung

II(R) <KM(l*@)) ergibt sich dann mit Riicksicht auf Lemma I und
Lemma 3

Da g konform ist, gilt ferner

(3.s) b>f*(u)-d'.
Durch wiederholte Spiegelungen an horizontalen Seiten kann g

zu einer konformen Abbildung zwischen den Gebieten 7r und Tz (s.

Abb. 2) erweitert werden. Wird die Bezeichnung g auch fiir die X'ort-

setzung angewandt, so ist die Funktion g, ?(u * i,a) : g(u * i,u) | (w I i,a)

wegen g(0) : 0 analytisch in TL. In jedem in den Streifen {u { iu I

2(n - l)n {u !2nn) und {u { i,alz(n - l)n 1- a {%tn) gele-

genen Randpunkt von 7, erfiillt tp nach Lernrna 3 und (3.9) die Beziehung

lrp(u*iu)l-
g(u * i,u)

u{'iu (f*(a) + d)'{ 4nznz

b2+4(n - L)znz

(f*(a)-d)r*4(n-L)znz
(f*(a) + d,)' {4nznz

(3.8)

- o +2r1i

-cl

f*(o), *- d

R

-s+
ftol -b

-T2

O
g(fiial)

o

o+2r1i

å
f*Fo) b

cl

ia

Abb. 2.

o
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lsT+y)
1lL*i,a

in jedem endlichen Randpunkt u { iu rron Tr gilt. Da tllrpl in TL
beschränkt ist, besteht dieselbe LTngleichung auch in jedem inneren Punkt
von Tt; insbesondere folgt hieraus wegen ll*$,")l<2n die Giiltig-
keit der X'ormel

lgff*(i")) I > l"f*(ta) | - ": u*(ia) - e.

Dies liefert die zu beweisende Ungleichung (3.7), weil sin (u*(ia)l$ :
E* @in al4) ist.l)

In analoger Weise schliesst man, dass auch die untere Schranke in
(3.5) bestmöglich ist. Als Zusammenfassung ergibt sich also das folgende
Resultat.

Satz2. Es sei we Wy und o(, 0(oc12n, ein Winkel mit der
positiven reellen Achse als einen der Schenkel. Dann gilt die Yerzerrungs-
formel

n- 1r2r.... Es
druck fiir f*(o)-> co

Wegen (3.S) kann a,

(3.10)

in der

ist leicht zu ersehen, dass der rechtsstehende Aus-
gegen Eins gleichmässig in bezug auf n strebt.

also so gross gewählt, werden, dass

arc sin fr,. (.ir,} ) ) ,

tlie Schranken bestmöglich sind.

Bemerkung. Aus der obigen Abschätzung folgt, dass q (or) fiir jedes
a , 0 1 a < 2n, positiv ist. Anderseits kann wegen (1.9) fiir eine Winkelfolge
&1 ,0e, ...7 &at... mit lima,:0 eineFolge zu, vonAbbildungen

obiger Art so konstruiert *iäuo, dass die Gleichheit lim co, I o,: 0

gilt, in der co, den inneren Bildwinkel volt dn U"i a"""ii"Uildung rz"
bezeichnet.

3.3. Abscltatzung fu, ca (x)
rungssatz.

als einen der Schenkel
Beziehung

(3.1 1)

(K'_ 1)

1; Die gesuchte Abbildund g o /* kann ktirzer mit Hilfe einer Normalfamilie
konstruiert werden.

besitzt,

(o (") ,,:- ---
==

d

na,c/?, oben. Hier gilt der folgende Yerzey

, ein \\'inkel, der die positive reelle Achse
so gilt, bei jeder Abbildung u) e lV u die

K2

1_l ,_
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Diese Abschätzung ist bestmöglich in dem sinne, dass es eine Abbildung
von W* gibt, fiir die Gleichheit in (3.1f) besteht.

Bewe'i,s. Wir zeigen zunächst, dass die Abschätzung (3.f 1)gilt. Zrr die-

sem Zweck betrachten wir. wieder die in 3.1 eingefährte Abbildung

f :uf io desParallelstreifens B; dieWinkel ä(cr) unrl g(or) haben

dann die Ausdrticke (3.2)'.
Man betrachte ein Rechteck R : R(h, E, , Ez { 2ni, , €, + znd) ,

§r 1 Ez, und sein Bildviereck R' mit den Eckpunkten f(Er) : % '
f(Er) : ur, f§r+ 2nd) : us{ Zni,, f(€r{ zni') : ua* Zni, - Wir be-

zeichnen Ez- il:Zp, Lt2-ut:Zq und wählen p so gross, dass

die Ungleichung h * d <u, - d' hesteht, in der d die in Lemma 3

vorkommende Konstante ist. Die b-Seiten von R' werden dann durch
die vertikalen Geraderr u, : h * rl, und u : uz - d, voneinander ge-

trennt; anderseits Iiegen sie zwischen den Geraden u : 'ttt - d und

u:uz*d.
Nach den Formeln (3.2)'gibt es zujedem e, 0(e(g@), eine

Zahl €" derart, dass die Doppelungleichung

g(a) - e < u(E * ia) <ä 1a) 1 e

fiir alle å < f" besteht. \ron dem Rechteck R sei angenommen, dass

€z I €, sel.

Durch die Gerade q:u r,'ird R in zwei Rechtecke Rr: Rr(il,
Er, tr*da, €r*io) und Rr:R2(81*'iu, tr*du, E2{Zn;',
**Zni,) geteilt; ihre Bildvierecke seien Rl und' Rl; siehe Abb. 3.

Nach Lemma I gelten die Modulabschätzungen

l7

(3. 12)
12p
Kd.

1 _, 2q+2d
xM(Rr) < II(RL) .ffi;,

R R,

R2

R1

Y,
Abb. 3.

f= U+iv

E, u2ul
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2p 77,.t,^ =*.nt- 2q-2d(3.13) I{ 
27a _ o( - K ,tI(R2) - XI@;) > .

Durch Elimination des Yerhältnisses qlp folgt hieraus

(8.r4) 1g@)-e-!<Kzn-o(a)*e *LK a(. p \'\rr Zn-a -p'
Lässt man nun p gegen unendlich streben. so ergibt sich

co(u) - t Kz

o( :, 
, ot -t 

zo(Kz - t)

Da e, 0 ( e ( , (o) , beliebig klein gewählt werden kann, gilt die Be-
hauptung (3.1I).

Ferner ist die Existenz einer solchen Abbildung von W y nt zeigen,
fiir die Gleichheit in (3.11) besteht. Zu diesem zweck wird der Parallel-
streifen §:{ €*iql| <q <2n} zuerst durch die horizontale Gerade

4: u in zwei Gebiete zerlegl; das untere von diesen sei §, und das obere
§, . Die X'unktionen fr, fr,

å(6+dq):C§{i'KCr1,
/C\

lrq * iq) : c t a t\2" -1*tz* - d),
bilden fär C > 0 den Streifen §, bzw. §, auf einen horizontalen Paral-
lelstreifen §i bzw. §; J(-quasikonform ab. Setzt man

C-
r+ *(K,-r) 

'

so stimmen l, und f, auf der gemeins&men Randgeraden von B, und
§, iiberein, und die durch

f(C):/r(() fiir 6€§,,
!(el: f,(0 fu ( € §z

definierte X'unktion f : u f iu ist eine K-quasikonforme Selbstabbildung
von §. X'itu diese gilt die gesuchte Gleichung

g(") _ Kz

o(' l+ *w'-l)'2n'
Beru,erlcung. Werden alle Winke1 o(, 01a12n, und alle Abbildun-

gen von IZr beriicksichtigt, so ist die obere Grenze von a(a) la gleich

K

18
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K'; nach (3.I1) kann diese Schranke jedoch fiir keinen Winkel a ) 0

erreicht werden.

Wir beweisen noch den folgenden Satz.
Satz 4. Bei jeder Abbildung w e Wy mil K > r gilt die Ungleichung

r9

(3.15)

(3.17)

(3.16)

Lässt
s>0

at @\sup _ < K2.
o(cr?2, d"

Beweis. Ist (3.15) nicht richtig, so gibt es fiir jedes ä ) 0 einen Win-
kel o(, 0 <a 12w, derart, dass a (a)) (Kz - ö)a ist. fst e ) 0

beliebig vorgegeben, so gelten die Abschätzungen (3.I2) und (3.13) fiir
jedes im Beweis von Satz 3 betrachtete Rechteck .E . Lässt man in (3.12)

p geger, unendlich streben, so ergibt sich

Iim t-(K2-ö)a-e:
P** P lL o(

Wie leicht ersichtlich, hängt die

&b, und durch e -> 0 erhält man

lim g-

p-,_@ P
Diese Ungleichung gilt fiir jedes

Schranke lim (qlp) nicht von €z
p-* oo

ö>K-K.
ö>0, daherist

L> g.
p

, so ergibt sich nach (3. 16) ftir jedes

lim
p--oO

man nun in (3.13) p_.> co

die Abschd,bzung

also K2-ä=1
widerspricht.

r4ras der Annahme I{ > I

3.4. Abschiitzungen far a (a) nach unten. Mit Hilfe der Resultate des

obigen Abschnittes lässt sich auch der obere Bildwinkel ä (a) nach unten
abschätzen. Man braucht nämlich dabei nur die inversen Abbildungen
zu betrachten und a durch a (u) bzw. o (a) durch u za ersetzen.l) Die
der Abschätntng (3.11) entsprechende X'ormel lautet dann

e9,
d.

K2 -*(K'_ 1)

1) Durch Anwendung von Lemma 2 ist es leicht zu ersehen, dass ;f-l(za *i, u *
'vs;w1 -->J-t(w *'ig.) ftir r --> 0 gleichmässig in bezug auf ta. Daraus folgt, dass
der äussere Bildwinkel von co(a) bei der Abbildung /-1 gleich a ist.

2n-(K'- ö) o+ t
'zTt 

- e

Hieraus folgt K- 1,
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worin Gleichheit ftir jedes o( durch eine Abbildung rron WK erreicht
werden kann. Daher ist auch mit festem a ) 0

a (a\.^\/
rnt

d.

worin alle Abbildungen von W6 einbezogen sind.
Schliesslich folgt aus Satz 4, dass bei jeder Abbildung we W* :mLit

K>l die Ungleichung

*("\ I
,.'11 ,, o >K'

besteht.

Bemerkung. Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die in § B vorkom-
menden Abbildungen w€Ws in den extremalen Fällen wegen ihrer
symmetrischen Randwerte auf die ganze Ebene erweitert werden kömren.

§ 4. Winkelverzerrung bei einer allgemeinen quasikontormen Abbildung

4.1. Verallgemeinerung d,es Wi,nkelbegri,ffes. Wir gehen jelzt za dem
allgemeinen X'all iiber, in dem die Schenkel des zu betrachtenden Win-
kels auf zwei Jordanbogen abgebildet werden, die keine Tangenten zu
besitzen brauchen. Zuerst wollen wir die in § 3 gegebenen Definitionen
des inneren und des äusseren Winkels fiir diesen Fall verallgemeinern.

Es seien

I->_

zwei Jordanbogen der e-Ebeoo, die den Punkt
meinsamen Punkt besitzelt. Man wähle ein

zr(0) : zo \

zo als ihren einzigen ge-
Gebiet tl der z-Ebene,
I , derart, dass der Bogen

lr("0, z') : {zlz : zr(t), 0 < t <t' }

in U liegt. Man schneide U längs des Bogens lr(zo, z') aus und be-
zeichne die Ufer des Schlitzes mit l{(zr, z') und ly(zo, z'), siehe
Abb. 4.

Es sei 4 eine im Gebiet U - fr@, A definierte, beschränkte har-
monische X'unktion, die auf T{(zo, z') und l;(zo, z') die Werte 0
bzw. 2z annimmt. Eine Funktion dieser Art ist das (geeignet normierte)
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Abb. 4.

Argument einer konformen Abbildung von U - frfb, {, die den Schlitz

lr(zo,z,) in die positive reelle Achse iiberfiihrt. wir nennen die Grenzwerte

{ ** (1, , /|r) : lim inf a (zr(l))
| ,+o

(4.2) 1-l'* (l-, , /lr) : Iim suP q (zr(t))
t l+0

den gtositi'uen i,nnerem unil d,usseren Wi,nkel, zw'i,schen d,en Bogen ft und

12. später wird gezeigt' dass diese Grössen von der wahl des Punktes

?' , des Gebiets U und der Funktion 4 unabhängig sind.

Vertauscht man die Rollen von J-, und ,l-r, so erhält' man eine an-

clere Definition fiir den inneren und den äusseren Winkel. Man schneide

U längs eines Teilbogens

lr(zo, z") : {z I z : zz!), 0 { t < t" \
fr@, , -\ beschränkte
und 0 auf $(rr, z")

heissen negati,uer innerer bzw. äusserer Wi,nkel ztuischen l, und fz.
Bilden J., und f2 it ihrem gemeinsamen Endpunkt einen gewöhn-

lichen Winkel u ) 0, so ist durch eine einfache Betrachtung leicht ersicht-

lich, dass die Winkel (a.2) und (4.3) mit ry und -d iibereinstimmen.

Das nachstehende Beispiel zeigt, dass im allgemeinen 12+ (\, /,:z)

* I g -Qb l-r) I sein kann. Insbesondere ist dies auch dann möglich,

werrn I, und I, die Bildbogen der schenkel eines gewöhnlichen win-
kels bei einer quasikonformen Abbildung sind. Dasselbe gilt natiirlich
fiir a +1ru rr1 und ; -(1", , /|r) .

\,'OfI fz AUS

harmonische
hzw. l; (zo ,

(4.3)

und bezeichne mit rlx. eine in tl -
Funktion mit den Randwerten -2n
z") . I)ie Grenzwerte

{g. -(I, , Tr) -_ lim slrp rf@lt))
I t->o

I ; -(r, , lr) - lim inf ,t*@lt))
I r+0
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Beispiel 2. Man betrachte den Winkel 0 ( arg z ! n in der z-Ebene.
Bei der quasikonformen Abbildung (2.6), Beispiel t, besitzen seine schen-
kel als Bilder die Bogen

It:{w la*g w- sinloglwl}
fz - { us I arg Lo - ru }

Es ist unmittelbar zu sehen, dass lg-Qr,lr)l- rv- I ist. Um
g+(l-., .Q) abzuschd,Lzen, wählen wir als Gebiet U die gesamte zo-Ebene

und fiihren eine konforme Abbildung f , "f(0) 
: 0, von U - 7, auf

die längs der positiven reellen Achse aufgeschlitzte Ebene aus. Die Schlitz-
gebiete U -T, und f(a - Fr) werden ferner konform durch einen
Zweig des Logarithmus auf die Streifengebiete

§:{ n + iAl - oo <n I @, sina < A 12nf sinr},
B':{ E *dq l- m (6( co, 0111 <2n}

bezogen. Durch Zusammensetzung dieser Abbildungen mit / rrird eine
konforme Abbildung 6: § * i,r1 vorr B auf B' erklärt. Die Funktion
q - y ist harmonisch, und da sie auf dem Rande von § nicht kleiner
als -l ist, gilt T@, n)) n - l.

Anderseits ist die dwch

q(n + i,y): 11@ * i,y) - q(r * iy | 2n)

definierte Funktion E a:uc}r, harmonisch in §, und da V@ * iil : O

auf dem Rand von § ist, vorschwindet E identisch in §. Die Funk-
tion 11 hat somit eine Periode 2n , und der Grenzwert lim q(r , n)

: g+(lr, Iz) wird also schon auf dem Intervall 0 { r jä, ?rr"i"f,t.
Daraus folgt die gewiinschte Ungleichung @ +(lr, /i:r) ) l, -(f, , fr) I .

um den inneren und den äusseren winkel in eindeutiger tr'[eise fest-
zulegen, fiihren wir die nachstehende Definition ein.

Definition 3. Man bezeichne

,lot-(lr,lr) i)
,la -(rr,lr) i)
ausseren W inkel zu,ischen

Ferner ist zu beweisen, dass die Grenzwerte (a.2) und (4.8) von der
\[ahl des Gebietes U , des Punktes z' bzw. z' und der Funktion 17

bzw. 4* urrabhängig sind.
Satz 5. Die Winkel (4.2), (4.3) und (a.5) sind eindeutig bestimmt

und bleiben invariant bei jeder konformen Abbildung von U .

{ g (1, , lr) - Min (a *(/', , /|r)
(4.5) { -[ä (f, , /|r) - Max (rD +(f, , lr)
und nenne diese Ausdriicke den ,inneren brus.

fL und fz.

22
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abb 5

Beweis. Es geniigt offenbar, die Winkel $.2) zu betrachten' Ur und
(Jz seien zwoi beliebige Umgebungen Yon zo und Tr(zo, zi) , frlzo , zi)

die ru ihnen gehörigen Schlitze' Ferner sei 4, , i :1 , 2 , eine in Ui

beschränkte harmonische Funktion mit, den B,andwerten 0 auf I{ (zr, z!'1

und 2n auf f; (zo, z'r) .

Wir wählen eine Jordanumgebung (JocUrfiU, von zo, die die

Punkte z, und z, niciht enthält und deren Randkurve dem Bogen rL
nur in einem Punkt begegnet; vgl. Abb. 5. Die Differenz rlz - Tr ist

d.ann eine in Uo - T, beschränkte harmonische X'unktion, die auf den

schlitzufern f{ und ry verschwind.et. \4rird u - f, konform auf

den Einheitskreis abgebildet, so ergibt sich durch Anwendung der Pois-

sonschen Formel

lim"(rtr(4 - r1@)):0 ,

ze U

'woraus die Behauptungen des Satzes folgen.

4.2. Verzerrung i,m allgemeinen Falle. Es sei G ein Gebiet der z-Ebene

und u eine K-quasikonforme Abbildung von G. Man betrachte einen
Winkel ao { ars (z - zi 5 uo* a, 0 <a 12n, dessen Schei-

telpunkt zn in G iiegt. Werden seine inneren und äusseren Bildwinkel
g(a) und ä (a) durch (4.2), (4.3) oder (4.5) definiert, so lassen alle in

§ 3 gewonnenen Resultate sich auf diesen X'aIl iibertragen.
Diese Ergebnisse können auch verallgemeinert werden auf den FaIl,

dass ein Jordanbogenpaar (a.I) in der z-Ebene gegeben ist. Bezeichnet
man mit * und 7 die Winkel (4.2), (4.3) bzw. (a.5) und mit q und ä
die entsprechenden Bildwinkel, so besteht (3.10) in der X'orm

(4.6) 4 arc sin (q;I(sin lgllil < lrl S 1.1 
= 

+ arc sin (E6(sin l7ll4)) .

Fiir jedes Bogenpaar mit { > 0 gilt nach (4.6)
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glrZsl
Ftir A> 0 kann das Yerhältnis
hierbei a - 0 und also auch co - 0

Formeln (3. I 1) und (3. 15) in dem
ausgedrtickt werden:

a>0
g l A dagegen verschwinden, da
rnöglich ist. Schliesslich können die

betrachteten f'aile folgendermassen

K2
(t)la<
-t 1+ l)

sup glA<K2 beijederAbbildrlngmit K> I
0<cu12n

II. DEFINITION EINER qUASIKONFORMEN ABBILDUNG MIT HILFE
DER ITIINKELVERZERRUNG

§ 5. Vorbereitende Betrachtungen

5.1. Bisher haben wir Schranken fiir die Veränderung der in § 4 de-
finierten verallgemeinerten winkel bei einer quasikonformen Abbildung
hergeleitet. rm vorliegenden Kapitel wird das umkehrproblem untersucht,
inwiefern die Beschränktheit der Winkelverzerrung zur Charakterisierung
der Quasikonformität eines Homöomorphismus ausreicht. ztr genauen
Formulierung dieses Problems fiihren wir zunächst einige Hilfsbetrach-
tungen aus.

Es sei bemerkt, dass ein Homöomorphismus auch dann keine quasi-
konforme Abbildung zu sein braucht, wenn die winkel sich in fast allen
Punkten erhalten. Als Beispiel dafiir dient die in [6] rv. 2.2 dargestellte
Abbildung, die die ASG-Bedingung nicht erfiillt und also auch nicht quasi-
konform sein kann. Daher ist, eine Einschränkung der Winkelveränderung
in fast allen Punkten offenbar nicht hinreichend fiir die Quasikonformität,
sondern auch die verzerrung in der Ausnahmemenge muss beachtet
werden.

Zlur;rächst werden wir einige Verzerrungsfunktionen einfiihren.

5.2. Die Verzerrungsfunlctionen E und 0 . Es sei w ein orientierungs-
erhaltender Homöomorphismus eines Gebiets G der z-Ebene auf ein
Gebiet G' der zo-Ebene. Ein Wi,nlcelel,ement (zo , a I B) besteht aus einem
Punkt zo e G und aus zwei gleich grossen Winkeln 0 S ary @ - zo)
{§+o, §ln-u4arg(z-zr)!p{n, wobei 0<xlln ist;
der Kiirze halber bezeichnen wir diese trVinkel mit a. und ar. Wir de-
finieren eine Verzerrungsfunktion E durch

a
t T72

2n \1r -
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Min (q *(or) , i 0) *(*r) I )
(5.1) p(zo' &lP)-

worin g *(or) und o -(ar) der positive bzw. negative innere Bildwinkel
von ch bzw. u, sind (vgl. (a.2) und (a.3)).

Die in Aussicht gestellte Definition der Quasikonformität kann unter
Anwendung dieser X'unktion ausgedriickt werden. Ztr Yeteinfachung
gewisser später vorkommender Abschätzungen empfiehlt es sich jedoch,

die Winkelyerzelrung noch auf eine andere Weise zu charakterisieren.
Zu diesem Zweck werden die Bildwinkel von *, und a, durch das fol-
gende Verfahren definiert, das von dem in § 4 benutzten etwas abweicht.

Es seien fL , l, J-' und J-, die ru-Bilder der Schenkel arg (" - "o):P,P*o,§*n-u ltzw. §*n. Man wähle einenin G gelegenen

offenen Halbkreis { z l0 <lz - zol l Q, P < arg(z - zi <F -1");
sein Bildgebiet sei mit V bezeichnet. Ferner benenne man mit us, P
und q die Bildpunkte von ?s ; zs + Qr'§ bzw. zs I psi(§+') und mit
lr(*o,?), Tz(wo,q) dieBildbogenderoffenenStrecken {")": zo{ reig ,
0<r<s) und {"1":26lrsi(§+*),0(r<e}. Ist z7 einein V
besclrränkte harmonische Funktion, die auf 1.lr(*o, p) und /,r(wo , q)

die Werte 0 bzw. z annimmt, so werden die Bildwinkel von a, lond' a,
als Grenzwerte

(5.3)

definiert,.

[. l"r]: lim inf r1(w(zo -f rei(§+")11
I r+0(5.2) {\-'-l 
lgl"r] - xI - lim sup rl(w(zo * rei(f+'-")11
I r+0

erklärt. Znm Unterschied von den friiheren Bezeichnungen v-erden hier
eckige Klammern benutzt, u'ährend die jetzt, unnötigen f - und -
- Zeicher, weggelassen werden.

Eine I'unktion 4 obiger Art ist das Argument einer solchen kon-
formen Abbildung C : € -f i,rl lron Y , die die Randbogen fr(wo, ?)
und lr(wo,Q) auf gewissestrecken 0(6(fo, 6;<f {0 derreel-
len Achse iiberfährt. Da in (4.2) bzv-. (a.3) ein aufgeschlitzter Schenkel

des betrachteten Winkels auf eine St'recke bezogen wird, brauchen die
Winkel a +(o-r) und I g -(a) I mit den entsprechenden von (5.2) nicht
iibereinzustimmen. Die Eindeutigkeit der Winkel (5.2) kann ganz analog

durch den Beweis von Satz 5 gezeigt rverden; sie sind also unabhängig
von der WahI des l{albkreises und der Funktion 4 .

Die gewiinschte Verzerrungsfunktion wird nun durch die Formel

Min (g [arl , 0) l*r))



26 Ann. Acad. Sci. Fennicre A. I. 390

5.3. Gegensei,tige Abhd,ngi,gkeit der Xunktionen g und, d. Aus tech-
nischen Griinden werden wir zunächst die x'unktion I zur Charakteri-
sierung der Quasikonformität benutzen. Die Definition der winkel (a.2)
bzw. (4.3) ist jedoch natiirlicher als die der Winkel (5.2), weil dann ein
schenkel geradlinig bezogen wird, und wir wollen deshalb unsere Resul-
tate auch mit Hilfe der Funktion g ausdriicken. zrt diesem zweck hewei-
sen wir die zwischen den x'unktionen I und g bestehende Ungleichung

(5.4)

Um (5.a) zu begriinden, zeigen wir, dass g [aJ > b a +(at) und
glazl2 * lg-@r) | ist. Es geniigt offensichtlich, z.B. die erstere dieser
Beziehungen zu beweisen.

Nach dem in 5.2. Gesagten kann q bei der Definition von .o [*r] so
klein gewähJt werden, dass der Kreis lzl ( g in G liegt. Das Bildgebiet
dieses Kreises lässt sich dann als Gebiet u in 4.Lwählen. Man bezeichne
mit { eine konforme Abbildung von U - frt*r, el auf die längs der
positiven reellen Achse aufgeschlitzte 6-Ebene mit [(wo) : O , C(q) - oo ;
diese wird auf die in 4.1 dargestellte Weise zur Definition von q +(or)
benutzt. l\fit Rticksicht auf die Definition von q farl ist noch eine kon-
formeAbbildung f , f(0):0,f(@):oo, desGebietes CV) auf die

Abb 6.
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obere Halbebene zu konstruieren; vgl. Abb. 6. Auf dem Rande von ((7)
ist die harmonische X'unktion argf(C) - å arg ( nichtnegativ fiir C + 0 ,
oo . I{ach dem verallgemeinerten Minimumprinzip gilt dann dasselbe

auch in e(V) , woraus die gewiinschte Behauptung folgt.

5.4. Hi,lfsmittel d,er reellen Arualysi,s. X'iir späteren Gebrauch werden
hier einige masstheoretische Begriffe und Sätze aufgezählt.

Als Verallgemeinerung des Lebesgueschen Längenmasses wird fiir
ebene Mengen das I{ausdorffsche Längenmass auf folgende Weise defi-
niert: Es sei -E eine Punktmenge der endlichen Ebene. Zu jedem d > 0

betrachte man alle abzählbaren Uberdeckungen 1L von Z mit offenen

Mengen fJ , von denen jede einen Durchmesser il,(U) < å besitzt.
Man setze

A(tr, ö) - inf Zagl

und definiere das ciussere Langenmclss von E als die obere Grenze

A*(E)::y, A(E , ö) .

Liegt E auf einer Geraden, so stimmt A*(E) mit dem Lebesgueschen

äusseren Längenmass l*(,8) iiberein. Die Mengenfunktion A* ist ein
reguläres äusseres Mass im Sinne von Carathdodory. Wie iitrlich, wird eine

Menge -4 zlx-messbar genannt, soweit die Gleichheit A*(E) : A*(E l1 A)
+ A*(E - A) fiir jede Punktmenge ,E der endlichen Ebene besteht.
X'iir ein /*-messbares A wird A*(A) als A(A) bezeichnet und das

Längenmass von -4 genannt.
Eine Menge heisst o-endlich, falls sie eine Vereinigung abzählbar

vieler Mengen von endlichem äusserem Längenmass ist. X'tir diese Mengen

gilt folgender Hilfssatz (vgl. [6], s. 121).

Lemma 4. Ist ,4 o-endlich, so enthält die horizontale Gerade A : rl

fiir fast alle 11 höchstens abzählbar viele Punkte von .O.

X'erner werden wir in § 7 den wohlbekannt'en Satz aon Xubi,ni in folgender
Form benutzen:

Ist E eine in bezug auf das X'lächenmass messbare Menge, so ist der
Durchschnitt E! von E und der horizontalen Geraden mit, der Ordinate
g fw fast, alle y messbar in bezug auf das Längenmass. X'erner ist l(Er)
eine messbare Funktion von y , und es gilt

m(E): 
It(n,)d,u
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§ 6. Definition der Quasikonformität mit Hilfe der Verzerrungsfunktion O

6.1. Iormulierung d,er Definition. Darch Anwendung der Resultate
des vorigen Paragraphen werden die quasikonformen Abbildungen jetzt,
auf folgende Weise erklärt.

Satz 6. Es sei ?.D ein orientierungserhaltender Homöomorphismus
eines Gebietes G der endlichen a-Ebene auf ein Gebiet G' der endlichen
zo-Ebene. Die Abbild:ung w ist quasikonform, wenn es zwei Konstanten
u llnd C,0<*<in, I<C (@, derartgibt,dassdiezu LU ge-
hörige Verzerrungsfunktion I fiir zwei einander orthogonale Richtungen

§ : §o und § : fro I h n folgende zwei Bedingungen erfiillt:
l'.8(z,"lP)>0 ftir jedes zeG mit möglicher Ausnahme

einer o-endlichen Menge.
I

2'. 8(2, el p)), fiir fast alle z eG .

Bevor wir zum Bev'eis dieses Satzes iibergehen, stellen wir einige
Hilfsbetrachtungen an.

6.2. Iunktionen o und dm(Ri@)ldy. Es sei w:(]-->G' ein orien-

tierungserhaltender Homöomorphismus und .E : A(0 , I , I + i,a ,ia) , E c G ,

ein achsenparalleles Rechteck. Das oberhalb der Geraden Tm z : U ,

0 {y <o, liegende Rechteck R(iy, I + iy, L li,a, i,a) sei mit -E(y) und
sein eo-Bild mit R'(y) bezeichnet. X'erner sei (, die konforme Abbildung
von R'(y) auf das Rechteck

I i_ i \a!@):,Blo, r ,r + r,t(It(a» , M(H(a» )

der 6-Ebene, wobei M(R'(y)) der Modul von R'(y) ist. Wir bezeichnen
allgemeiner mit R:.@ das (r-Bild von R'(t), y {t <a. Die Indexe
in e, und niO beziehen sich also auf dasjenige Rechteck R(y) der
a-Ebene, das durch e yow aaf ein Rechteck bezogen ist.

Als monoton abnehmende X'unktion besitzt der n'Iächeninhalt
m@i@D fiir fast jedes A, O<y<o, eine endliche Ableitung

nL(R: (t)) - m(R'J@»d

Wir beweisen folgenden Hilfss atz, auf dem
beruht.

Lemma 5. Bezeichnet man

t-y
der Berveis des Satzes 6 teilw'eise

rru(Ri(il - aitt»

(6.1)

(6.2) o(A) - lim sup
t-->y t-y
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so gilt fiir fast alte y, 0 < y( a, die Beziehung o(y) < - **Wl<r»

Bewei,s. Es sei yo ein beliebiger y-Wert, fiir den die endliche Ableitung
(6.1) existiert', und hlUo, Arle. Die oben erklärten Funktionen
6r" und 6r, bilden das Viereck R'(yr) auf das Viereck Aj"(a) bzw.
auf das Rechteck R],(Ur) konform ab; vgl. Abb. 7. Die Moduln
M(R';"(y)) und l[(R;,(yL» sind also gleich gross, und nach der
Gleichung (1.2) ergibt sich mit Q : t die Abschät'ntng nx(R'r,(yt» 

=m(R'j,@)). Es gilt also

m1R"r"(u i - R'y"(y t)) : nt (R"y"(y o)1 - m1R' r"(a t))

< m(R'r,(a)1 - m1R"r,@r)) ,

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

6.3. Approrimation der Verzerrungsfunkti,on I . Wir betrachten die
Menge aller Winkelelemente (2, o | 0), z e.E, mit einen festen Winkel
d. , 0 1a I E n. Unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen de-
finieren wir die Funktionen O: und 0;,'n:!,2,..., durchdie
Ausdriicke

1*ioiq

iy,

iYo

R

tvo(R'(%))

n*(V,)

n 
Jv.)

Rn(v,)

r,x(n'(y,))

o

R'(5)
n'(y,)

Abb. 7.

o
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(6.3)

und

(6.3)' O; (z ,a)

fiir z eE, - {z -
Setzt m&n

(6.4) ,9,(z , e)

0.-.-r<Lln

r { 'iy I cos aln

ff(r,e) _- inf
0<-r {L ln,

arg (Cr(w(z * re'")) e ,(w(z)))

xr - arg(B r\,u(z * rn'@-")) ) - S r(r,u(z))): inf
&

{m < 1- cos xln, 0 {y{a -sin*lra}.

fui" (8I@,e), O;(z,e)) ftir zeE,

f o frir z€A -_E*,
als monoton zunehmende Folge iiberall in
0,

R gegenso konvergiert 19n

eine Grenzfunktion

(6.5) 0(z , d) -:ifl*(z , e)

R abhängt, ist die Gleichung

O(",e)-8(z,al0)
Da 0(z , a I 0) nicht Yon

(6.6)

fiir jedes z € -B giiltig; von nun an werden wir die kiirzere Bezeichnung
0(2, a) anwenden.

Man betrachte eine in R gelegene horizontale Strecke Io:
{rl0<r<-1, A:Ao}. Ihr Bild bei der zus&mmengesetzten Ab-
bildung C"oo* ist die Seibe Cr"(w(I)): { 6: € * iq l0 < 6 < t,
rl: 0 ) von R'r"(A); diese Strecke sei mit I; bezeichnet.

Wir konstruieren die Mengen

( - r)
(6.7) Hn,:\zlzelonR*, 0,(2, "lZi},
worin s eine positive Zal:Iist; im Falle IonR,: O sei auch Hn": Q.

Wegen der Stetigkeit von ero, * in Ego) ist ä," abgeschlossen. Da
sowohl 0,(2, a) als -8, mit n nicht' abnehmen, gilt Ho,,) Hn"" fiir
hr) nz. Nach (6.7) enthält die Borelsche Menge

(6.8) a, : U H^": lim,ti*

alle Punkte von -fo, fiir die 0(z , a) > lls ist. Gemäss der friiheren
Schreibweise bezeichnen wir fi"_ 6r. o ar-Bilder von Hn, und H" mit
H:" und H: . Da eroo * in R(yi stetig ist, so ist a:uc]n Hi, abge-

schlossen und f/i also Borelsch.
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§ 7. Beweis von §atz 6

7.1. Wir gehen jetzb ntm Beweis des Satzes 6 iiber. Ausser den in den
vorigen Paragraphen entwickelten Hilfsmitteln werden wir ein Resultat,
von Gehring und Väisälä [6], S. 183, benutzen, nachdem die Quasikon-
formität schon daraus folgt, dass die Dilatation aller achsenparallelen
Rechtecke beschränkt ist. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können
wir in dem Satz 6 fin: 0 wählen. Wie in 6.2 betrachten wir ein achsen-

paralleles Rechteck, das wir durch eine Ähnlichkeitstransformation in
A : { z:r I i,Al0 <r .--1, 0 < y <q,} äberfiihren; die horizon-
tale Strecke {z: r+ i,y i0 <r <L, y:Ao} sei wieder mit 1o be-

zeichnet. Diejenige Teilmenge von 10, irr der O(z , a) verschwindet, sei

Ho.
Aus den Annahmen von Satz 6 folgt in Verbindung mit Lerrrma 4,

Lemma 5 und dem Satz von Fubini, dass die folgenden Bedingungen fiir
fast, alle yo, 01Ao<a, erfällt sirrd:

B. Die Menge Ho

Wir fassen ein festes Ao ins Auge und bezeichnen mit f : Io*, I'[
den durch f(") : C,,,(w(r * iyo)) definierten Homöomorphismus, in dem

6r, die in 6.2 eingefiihrte konforme Abbildung ist.
Der Beweis des Satzes 6 zerfzillt in drei Teile. Der erste Teil ist, eine

Folgerung der obigen Bedingung A, die von den Voraussetzungen 1o und
2o des Satzes unabhängig ist. Wir nehmen also an, da'ss diese Bedingung
fiir yo besteht' und beweisen folgendes:

31

Teil l. Ist E c
IJngleichung

(7.r )

(7 .2) (r* (8" n H';,)),

fiir jedes ganzzahlige n begriinden.

ist höchstens abzåhlbar.
t

, a) 2; flir fast alle ?. € /o .-(;

4 tsa
&\r

tq-
".9

in der E' die Bildrnenge von .E bei der Abbildung ,/ ist.

Bewe'i,s. Wegen (6.8) wird (7.1) bewiesen, wenn rvir clie Giiltigkeit von
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Zu diesem Zweck iiberdecken wir fiir festes n die Menge E n H,"
mit abzählbar vielen punktfremden fntervallen O^C Io, m. - | ,2
Die Länge der Yereinigungsmeng e O : I O- U"friedigt dann die Un-

gleichung

(7.3) l(E n H^") <t(O) .

X'iir die Bildmengen f(O^) : O:, f(O) : Q, , gilt E' 11 H':"c O' n H:,
und also

(7.4) 1x 1t" O H:") < t(O' n H:") : 
^z:rtQ:n 

H:") .

Um (7.2) zu gewinnen, wählen wir zunächst eine beliebige ganze Zahl

M > 0 und schätzen die Summe lrt{O*n H:,) nach oben ab.

Es sei ,2, eine positive Zahl mit der Eigenschaft Uol * ).lga { a .

\4'ir bezeichnen mit f Q,) das von den horizontalen Geraden U : Ao,
A:Aotg),tgx getrennte offene Teilrechteck von R und mit f'(^)
das Bildviereck Cr"(w(TQ,D). fm folgenden wird ein so kleines )" be-
trachtet, bei dem die Ungleichungen

(7 .5)

(7 .5)',

hestehen.
Wir zerlegen

Anzahl k* von
Bedingung

(7.6)

(7.7)

Die Gesamtlänge der Mengen

(7.8) å t@: n

cos e

^ =#?t(o^)

gleich grossen Teilintervallen, deren Länge l(O*)lk^ die

2
1<--n

erfiillt. Diese fntervalle \yerden mit Q, , ,y - I ,2 ,

bezeichnet; nach (7 .6) gilt also

t(o*)+1<-;<i
'v nl,

< Z t(q,) <t(o).

A: n H:, erftillt
M

H'l): Z te;n

,N,

die Gleichung

H'1,) .

M

m:l
k*,

),
T(,
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Wir betrachten nun diejenigen abgeschlossenen Mengen Q'; n H:",
die nicht leer sind, und bezeichnen mit ri I igo bzw. ri I iyo den-

jenigen Punkt der Urbildm rng, Q,l H n" , der den kleinsten bzw. grössten
reellen Teil hat. Die Bildpunkte €i : f@i) , Eä: f(ril sind dann

die äussersten Punkte "on 
gj n H':", und es gilt

(7.9) €;-€i>uA: nH':,)

Nach diesen \rorbereitungen gehen wir zur Abschätzung von

,å, 
lQ: n H':,) tiber und betrachten

offenen Dreiecke Dn mit dem Basiswinkel
als Basis haben; vgl. Abb. 8. Wegen rU

Ungleichungen (7.5), (7.5)' gilt dann

7.10) U D,c TQ) , U Oj c T' Q) ,

wobei Dj das Bildgebiet Cr"(to(D,)) von D, ist.
Jedes Gebiet D; enthält nach der Definition von Ho" ein gleich-

schenkliges Dreieck mit der Basis (€i, Eil und mit dem Basiswinkel

olt. Besteht Q, I Ho" aus höchstens einem Punkt, so setzen wir
€ä - €i: 0 und erhalten somit unter Beriicksichtigung der Beziehung-
erl (7.8), (7.9), (7.10) und der Schwarzschen Ungleichung die fiir jedes

die Bedingungen (7.5), (7.5)' erfiillendes )" > 0 giiltige Abschätzung

f,*@'Jl I
), t'g a

t(Q';n ä;,))
-> I-/6

IV )L

--- 1

h- ltgn

diejenigen gleichschenkligen

& , die die Strecl(en (ri , x'r)

ri ! l(Q") < )" und der

(7. I 1)
åi))'ts:

m(7" (i))

"4r0»

. (+ G;-

(€; - €i)'tg e,s

&tg;(;
ge
yM
(X te';
l-

\rn:1

(y te';n n;,))'
\--: t I

t

1
.)

\z
n H,;,))- r*i

1

1
Ä,-=

2

N ltg*

< l(O) , und daher ergibt sich clurch ), + 0Nach (7 .7 ) ist aber
die Lrngleichung

4tsa
&\

f,o -"(,s

Dies gilt fiir jedes M, woraus w'egen (7 .4)
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xlloxi{ xä A"(^)rAol

Abb. 8.

4tsx
(l*{E" n H':,)), 

= 
--= o(yo)l(O)
+,oL"bs

E n H n, beliebig ist, besteht die Absch atzung (7 .2), und
I ber,viesen.

folgt.
Da hier O =
damit ist, Teil

(7 .L2)

7 .2. Aus der Bedingung B folgt, dass auch die

abzdhlbar und also \rom Längenmass Null ist. \Megen

gilt dann I =- l!'h - li:rn l(H'!) .

Von der Beziehung (7.1) ausgehend, zeigen wir nun mit Hilfe der Be-
dingungen B und C, dass o(y) fnr fastalle 01y (a oberhalbeiner
positiven Konstante liegt.

Teil 2. Sind alle drei Bedingungen A , B und C von 7.1 fiir Uo

erfiillt, so befriedigt o clie Abschätzung

oo

+,,L-öo
o(yo) > +rg-.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass f : Io---> I'{ nullmengentreu ist.
Zu diesem Zweck rvähle man in (7.I) l(E): 0 . Dann ist trx1g' n H'i)
: 0 fiir jedes s > 0, und wegen l(I';):lirn l(H'!) gilt, l*(Et):0 .

Fiir jedes messbare E c Io ist clie gila*Jö E" also messbar, und
der Bedingung C gemäss gilt fiir jedes s > C

tg;

N*6
oEl
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Wählt m&n hier speziell .o : 10 , so ist l,(E) :l,(il") : 1 , woraus
folgt

Da s> C beliebig gewählt
hauptlln€f .

+,oL"os
6(yi=4tg_.

\rrerden kann, ergibt sich hieraus die Be-

Normiert man das zu betrachtende Rechteck -B durch eine Ähnlich-
keitstransformation derart, dass seine Ecken in den Punkten 0 , llo ,

Lla + d und a liegen, so kann die dem oberen Limes o(y) entsprechende
X'unktion o(*) fiir 0 < r < Ilo durch das analoge Verfahren erklärt
u,erden. Da die Voraussetzungen 1o und 2" des Satzes 6 auch fiir B : $ n
gelten, schliesst man v'ie oben, dass

(7 .12)',

&
tq---öc

\ 1 
- 4Lgn

fiir fast alle r, 0 ( r <lla, ist.
Als Abschluss des Beweises zeigen wir, dass der Modul des m-Bildes

-E' von .E mit Hilfe der Ungleichungen (7.12) und (7.12)' nach oben bzw.
nach unten abgeschätzt werden kann.

Teil 3. IJnter den Bedingungen des Satzes 6 gilt die Doppelungleichung

&
tcr -"cc

-. ,- Å,r(R) <ltgx \

l tg x
Å,{(R',) 

= -.-= il$)
tsc

(7.13)

Aus dieser fiir
schätzung folgt

jedes achsenparallele Rechteck R, EcG, giiltigen Ab-
schliessiich clie Quasikonformitäb \ron r/) .

Beweis. Um eine obere Abschätzung fnr M(R') zu finden, normieren
wir -E wie in 7.1, so dass seine Ecken in den Punkten 0 , 1 , I ! i,a :und
ia liegen. Dann gilt (7.12), und nach Lemma 5 ist also

+,oLd "öa

- du 
?n(H;(v)) 

= AJrs -
fiir fast alle U, 0 <A Ia. Durch fntegration erhält rnan daraus
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*@;(0))

Hier ist a - LII{(R) ,

(7 .L1)

=J \-aA 'r I 4tg"'

,l* aus der Konformität der Abbildung eofolgt,
R') ist. Es ergibt sich also

tvr(R) < !:ry nr@).
bsb

Ftir die untere Abschätzung in (7.13) normiere man das Rechteck .E
so, dass seine Höhe gleich Eins ist. Dann gilt (7.12)' , und das obige \rer-
fahren kann mit r an Stelle .vorr u wiederholt werden. Dies bedeutet,
dass II(R) tnd M(R') in (7.1a) durch tlM(R) bzw. tlM(R') ersetzt,
ra,'erden können. Man erhält dadurch die linke seite der Doppelungleichung
(7. r3).

Die Quasikonformität .vorr w folgt nun aus dem Satz IY. 8.4 von f6l.

§ 8. Die obere Grenze der maximalen Dilatation fiir die Abbildungsklasse
von Satz 6

8.I. Die Resultate der §§ 6-7 können noch dadurch verschärft rrer-
den, dass man eine von dr und C abhängige obere Grenze fiir die maxi-
male Dilatation der betreffenden Abbildung w angibt. fn der Tat folgt
aus (7.13) unter Beriicksichtigung des Satzes IV. 3.4 von [6], dass tL,

K-quasikonform ist mit

4tsxK__:_+
Lsz v (u'rattg|)' l,

aber diese Schranke ist nicht kleinstmöglich, wie schon aus dem Beweis
des Satzes 6 hervorgeht. Im folgenden Satz wird die genaue Schranke
gegeben.

Satz 7. Erfiillt ein orientierungserhaltender Homöomorphismus w
die Bedingungen von Satz 6 ftir ein C > l, so ist seine maximale Dila-
tation höchstens gleich dem Ausdruck
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tso.l/A-r-t-' '"^

0 (z,x lp)

ftu B : §n, P : f.r+ bn fast iiberall in G und also auch in fast allen
regulären Punkten von w . Wir betrachten einen solchen Punkt zo,

den wir der Einfachheit halber als Nullpunkt wähien. Ferner können wir
w(z) : D r * iy I o (z) annehmen, wobei D der Dilatationsquotient
yotwinz:0ist.

Aus der analytischen Definition der Quasikonformität folgt,, dass die
obere Grenze der maximalen Dilatation von w gleich dem grösstmög-

Iichen Wert von D ist. Um dies zu bestimmen, betrachten wir die affine
Abbildung I , f@) - Dr I iy , und suchen diejenige Bo-Richtung, fiir
welche die kleinere der Zdnlen 0(0,a1§), 8(0,a|§r*ä"), die

fidrr ut und / iibereinstimmen, am grössten ist. Der maximale D-Wert
lässt, sich dann aus der Bedingung (8.2) fiir p : po und § : fro + L "
berechnen.

Wegen der Symmetrie ist es dem Obigen äquivalent, um eine solche

Richtung B, 0 { B { nla, zu suchen, fiir die der kleinste der Bildv'inkel
von B-a (argz{p, p<argzl§+", än+P-a{argz
<*"*§ und *w*p{aryz{$n-t§*a maximal ist. Aus der

stiicklr.eisen Monotonie der Winkelableitung

XT, 
L)

ftir 0<x=T
(8.1) D(C , e) tsLC(t + tgo)

tg. x xt Ta
l) n..

& 4-- -2
fcr-"oc

Diese Schranke kann erreicht werden.

Beweis. I{ach \roraussetzung gilt die I)ngleichung

O

(8.2 )

(8.3)

I

-C

dc,t

cla,

D

-D2 cosz x * sin2 e

1) Dieser Ausdruck ist, reell fiir jedes C > I , und wegen der Monotonie gilt
D(C, a) ) I dann und nur dann, wenn C) I ist. Fernor st'rebt D(C, a) gegen

den Grenzweft, C * 1/ C' - t ttit d.--> 0 (vgl. [6], Satz IV. 3. 4).
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geht hervor, dass cler erstgenannte
und er erreicht sein Ulaximum an

diesen F ällen

Abb. 9"

kleinst von den obigen Winkeln ist,
der Stelle p - nll fiir & ! nla und

\rgl. Abb. 9. Aus (8.2) ergiht sich in

I
arc tgb- arc

XT

-4
a.:o

(8.1)

$n

Löst man D aus (8.4), so erhält man die behauptete Schranke (8.1), die
mit den obigen p-Werten durch eine geeignete Abbildung auch erreicht
r,verden kann. Wegen der Monotonie von (8.a) ist es auch ersichtlich, dass

diese Abschätzungen fiir keinen der Werte D > D (C , o) gelten.

Bemerkung. Die Voraussetzung C >L in der Bedingung 0(2, alp)
> ll0 ist nicht notrvendig fiir die Quasikonformität von w an sich,
aber tatsächJich gilt in jedem regulären Punkt yon w fiir beliebiges P
wenigstens eine der Ungleichungen

§ 9. Folgerungen aus den obigen Sätzen

9.1. Abl,ei,tungen Don g . Mit festem B lassen'w'ir nun a in (5.1) gegen

Null streben und bezeichnen die betreffende obere und untere Limes-
funktion mit, g und E,

v@l P) - lim v(2, a I §), v@j §) - lim v(z,al §)
cu-+ 0 6y--v 6

(9.1)
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fn den Punkten, wo

(e.2)

V und y. iibereinstimmen, schreiben wir

v@lp) -limv@, & iB) .

Dieser Grenzwert existiert in allen regulären Punkten yort ,til fiir jedes p
ld'o'\

und fällt dabei mit \0")":u in (S.3) zus&mmen, soweit ru entsprechender-

weise normiert ist. Es besteht

Satz 8. Ist w eine quasikonforme Abbildung von G und gilt fär
irgendeine Konstante 1(, L < K ( oo , und fiir jede Richtung p

(e.3) q("t il >!K
in fast allen Punkten z e G , so ist to J(-quasikonform.

Bewei,s. Es sei z ein regulärer Punkt .voyr w, fiir das (9.3) gilt; der
Einfachheit halber wählen wtr z: 0 . Normiert man u durch geeignete
Ähnlichkeitstransformationen derart, dass w(z) : Dr * iy I o(z) ist,
so besteht

D
v@lp)- -D2cos'§+sin2B '

\rrorin D d.er

ftir jedes §

ist. I{e ch (9. 3 ) gitt

J?2 cos' § + sin2 p

Setzt man hier § - 0 , so ergibt sich D
nach cler analytischen Definition folgt.

woraus die Behauptung

9.2. Definition einer quasi,konformen Abbildung mit Hilfe aon Tunlc-
ti,on g. Die Sätze 6 und 7 bleiben auch dann giiltig, v-enn dio darin vor-
kommende Verzerrungsfunktion I durch g ersetzt wird.

Satz 9. Es seien G , G' endliche Gebiete und zr' : G ---> G' ein orien-
tierungserhaltender Homöomorphismus. Gilt in zn'ei senkrechten Rich-
tungen § : §o, P : 0o1- än, fid.r einen festen \lrinkel :r, 0 ( a I *n,
und fiir eine Konstante C, I 

= 
C { @,

1". E@ , e I P) ) 0 in G mit möglicher Ausnahme einer o,endliohen
Menge,

2". p(z,a lB) >

I
-K'

!K,

D

1

C
fiir fast alle ze G,
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so ist w quasikonform. Seine maximale Dilatation ist nicht grösser als

die Zahl D(C ,u") in (8.1).

Beweis. Nach (5.a) ist 0(2, al8)>+E@,ul§) in jedem Punkt
z e G , und die Bedingungen 1o und 2o von Satz 6 bestehen also mit der

Konstante 2 C an Stelle von C . Die Behauptung iiber die maximale
Dilatation folgt aus der in a,llen regulären Punkten z e G gilltigen Gleich-
heit O(2, "l p) : q(2, e I P) .

Aus den Sätzen 8 und 9 folgt 2.B., dass ein Homöomorphismus K-
quasikonform ist, falls die Bedingung q(z , oc I p) > I lK ftu jedes Winkel-
element (2,"1§) mitbeliebigenW'inkeln o(,0(4.--*n, und P

besteht.
Da D(l,x): I ist, gilt auch folgendes: Si,nd, d,ie Bed,i,ngungen d,es

Satzes 9 mit C : I effillt, so ist u lconform. fnsbesondere ist also jeder

orientierungserha,ltende, im gewöhnlichen Sinne (a.5) winkeltreue Homöo-
morphismus stets konform.

Mit Riicksicht, auf die Bemerkung nach Satz 2 erhält man folgende

notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Quasikonformität.

Satz 10. Ein orientierungserhaltender I{omöomorphismus u: : G ---> G'

zwischen den endlichen Gebieten ist genau dann quasikonform, wenn es

eine Konstante C ,l < C < q , derart gibt, dass fiir zu'ei Richtungen

§:§o, P:0o**z undfiireinenWinkel a, 0(u(*tt, gilt:

I". q(", "l p) > 0 in G.
t

2".q@,e\il 2, fast iiberall in G.

Es sei bemerkt, dass die Orthogonalität der angegebenen p-Richtungen

in den Sätzen 6 bzw. 9 fiir die Quasikonformität der betreffenden Abbildung
nicht notwendig ist. Dies folgt daraus, dass zwei Scharen von einander
parallelen Geraden immer durch eine affine Ahbildung senkrecht bezo-

gen werden können. n'erner lassen die Verzerrungsbedingungerr sich in
diesen Sätzen so formulieren, dass die in den Winkelelementen vorkom-
menden Winkel cv, und a, nicht' gleich gross sind. In diesen Fällen stimmt
die obere Grenze der maximalen Dilatation natiirlich nicht mit D(C , x)
in (8.1) iiberein.

9.3. Mit llilfe der in 9.1 eingeftihrten Ableitungen V und

die Quasikonformität folgenderrnassen definiert werden.
v kann

Satz ll. Erfiillt ein orientierungserhaltender Homöomorphismus
w:G--->G' fiir zwei einander orthogonale Richtungen 0:§o, fr:§o
*tn sowie fiir eine Konstante C, 1=C{oo, die Bedingungen
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Menge,

2o, v@l§)
1

:C

in G mit möglicher Ausnahme einer o'-endlichen

fast iiberall in G ,

so ist r,o (C + { Cz - 1)-quasikonform.

Bewe'i,s. Der Beweis beruht auf dem des Satzes 6. Man nehme wieder

Fo:0 an und bezeichne E@10): E@), 8@10): v@. In jedem

Punkt, wo E1212 0ist,istauch E@,o)> OfiiralleWinkel0 (or 1*n.
Wäre nämlich q(2, oi:0 fiir irgendein 0 (o, 1in, so wäre auch
q(2,*):0 ftiralle 0<a<as, älso q(z):0. Da O(z,a)299@,a)
ist, gilt die Bedingung 1o des Satzes 6 somit fiir alle 0 {a <En.

Es sei -E:{z:r*igl0<r<I, 0(A<o}, Ece, ein
achsenparalleles Rechteck. X'iir beliebiges 0 I a 1* n gilt dann Teil I
des Beweises von Satz 6 auf fa-"t allen in -E gelegenen horizontalen Strecken
I:{zl0<r<-1, a:konstant}, fiir die o(y) endlich ist, d.i.
fiir fast alle 0<y<a. Bezeichnet .Io, A:Uo, eine solche Strecke
mlt I (H;): I , so ist die in 7.1 erklärte Funktion f : er,o tz nullmengentreu.

Nach dem Satz von X'ubini gilt

cY-+0

(9.4)
I
C

in.B auffastallenStrecken I fnr fastalle 0<-r 41; auf 1o seiauch
diese Bedingung erfiillt. Bezeichnet man mit Jo diejenige Teilmenge
von Io , in der (9.4) gilt, so ist (Jo) : lld : I und also auch l(J'o) :
l(I;):L. fst ö, 0 < ä 1tn, beliebig angegeben, so gibt es nach
(9.4) ftir jedes ze Jo einen S'inkel u(z), 0<a(z)<ö, derart, dass

q@ , a) > llzO und also O(z , *) > ll4C fiir jedes a { a(z) gilt.
Es sei I' eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von J'; . Ihre

Urbildmenge X : f-'(X') ist dann auch abgeschlossen, und die X'unk-
tion d(z) erreicht somit ein positives Minimum ao in I . Nach (7.1)
erliält man fiir &: do

4tE a^
(l (F' O H':))' < o u 

o(yo)l (F).
d.tg?

D* f nullmengentreu ist, gilt ferner

(t (8"))' =Y# o(yo) t (?)
tg;
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fiir jedes s > 4C, ogl.Beweis von Teil2 des Satzes 6. Ilieraus ergibt sich
durch d -+ 0

(1,(I'))'{ rG C o(y) .

Diese Abschätzung besteht fiir jedes X" c J'[, daher ist

I
o(ao\2 L6c.

Die entsprechende Lrngleichung kann auch fiir fast alle ro, 0 ( ro 1l ,

bewiesen werden, und nach Teil 3 des Beweises von Satz 6 ist ru quasi-

konform.
Es ist noch die Behauptung iiber die maximale Dilatation :rorr w zrt

beweisen. fst z ein regulärer Punkt von u), so kann zu jedem e ) 0 ein
Winkel a,lnf 4 derart gewählt werden, dass g(z , u) \tl(C t e) fiir ein
beliebig gewähltes u <&u gilt. Hieraus folgt, dass D(0) < D(C -f e , s)

ist. Durch a-->0, 840 ergibt sich D(0) < g a \/C'z - l, t'onach

w (C + \/C'- l)-quasikonform ist. Anderseits sieht man mit Hilfe
der die Bedingung V@ l0) > UC erfiillenden Abbildung g o w o g-r

w(z) : (C + \/ C' - L) r I iy, g(z) : e"tn z, dass diese Schranke bestmöglch
ist.
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