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Einleitung

Die konformen Abbildungen haben viele Eigenschaften, die in verall-
gemeinerter Form zur Charakterisierung der Quasikonformitdt benutzt
werden konnen. Die bekanntesten kommen in der analytischen und der
geometrischen Definition vor, die auf einer Verallgemeinerung der Cauchy-
Riemannschen Gleichungen bzw. der Modulinvarianz eines Vierecks bei
einer konformen Abbildung beruhen.

Eine der anschaulichsten Eigenschaften der konformen Abbildungen
ist die Winkeltreue. Ihr entspricht bei einer quasikonformen Abbildung
— wenigstens in jedem reguliren Punkt — die Beschrinktheit der Win-
kelverzerrung. Wie Menchoff [7] gezeigt hat, kann die Winkeltreue fiir
die Definition der Konformitit benutzt werden, und die Frage liegt nahe,
ob auch die Quasikonformitét sich in entsprechender Weise charakterisie-
ren lisst.

Da eine quasikonforme Abbildung nicht iiberall differenzierbar zu
sein braucht, ist es notig, den Winkel zwischen zwei beliebigen Jordan-
bogen zu definieren. Diese Verallgemeinerung des Winkelbegriffes soll
natiirlich so vorgenommen werden, dass die neuen Winkel mit den iiblichen
iibereinstimmen, falls die betrachteten Bogen im Schnittpunkt Tangenten
besitzen.

Wéihrend der Ausarbeitung dieser Abhandlung ist eine Arbeit von
Agard und Gehring [1] erschienen, in der dasselbe Problem behandelt
wird. Die Verfasser geben eine Winkeldefinition, die auf einer einfachen
geometrischen Betrachtung beruht. In der vorliegenden Arbeit werden die
verallgemeinerten Winkel dagegen mittels einer konformen Hilfsabbildung
erkldart. Von diesen zwei Definitionen ausgehend, gewinnt man viele gleich-
artige Resultate, die wegen der verschiedenen Natur des benutzten Winkel-
begriffes jedoch keine unmittelbaren gegenseitigen Folgerungen sind,
vgl. [1], S. 3.

Die Arbeit ist in zwei Kapitel eingeteilt; im ersten von beiden wird
die Winkelverzerrung bei einer quasikonformen Abbildung betrachtet.
Nachdem in den §§ 1 und 2 einige Grundeigenschaften der quasikonformen
Abbildungen behandelt worden sind, wird in § 3 die Winkelverdnderung
untersucht fir den Spezialfall, in dem das Bild eines Schenkels geradlinig
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ist. In § 4 werden dann die verallgemeinerten Winkel derart erklirt, dass
die Ergebnisse von § 3 sich unmittelbar auf den allgemeinen Fall iiber-
tragen lassen.

In zweiten Kapitel handelt es sich um die Definition einer quasikon-
formen Abbildung mit Hilfe der Winkelverzerrung. Hier spielt eine zentrale
Rolle Satz 6, nach dem es geniigt, die Bildwinkel auf geeignete Weise
nach unten zu beschrinken. Die Paragraphen 5 und 6 enthalten vorberei-
tende Betrachtungen; insbesondere wird in § 5 eine Verzerrungsfunktion
eingefiihrt, mit deren Hilfe Satz 6 formuliert wird. Der Beweis dieses
Satzes ist ziemlich umfassend und wird in § 7 in drei Teilen gefiihrt. Die
darauffolgenden Paragraphen bestehen hauptsichlich aus Folgerungen
von Satz 6; man echilt z.B. eine Verallgemeinerung des am Anfang ge-
nannten Menchoffschen Resultates.

I. WINKELVERZERRUNG BEI QUASIKONFORMEN ABBILDUNGEN

§ 1. Die Definition und einige Grundeigenschaften quasikonformer
Abbildungen

1.1. Das Viereck und sein Modul. Ein Viereck Q(z,, 25, 23, 2,) be-
steht aus einem Jordangebiet ¢ der komplexen Ebene und aus vier auf
seinem Rande gelegenen Punkten z, 2,, 23, 2,, deren Reihenfolge mit
der in bezug auf @ positiven Orientierung iibereinstimmt. Die Punkte
2y, %, %, 2, heissen Eckpunkte und die Bogen Zz,, zz, a-Seiten bzw.
223, 27, b-Seiten von Q(zy, 2, 23, 24) . Das Viereck Q(z;, 25, 23, 2y)
wird auch kurz mit @ bezeichnet, soweit kein Missverstindnis zu be-
fiirchten ist. Ein Viereck, das aus einem Rechteck und dessen geometri-
schen Ecken besteht, wird auch Rechteck genannt. Im folgenden kom-
men nur achsenparallele Rechtecke vor, ihre horizontalen Seiten werden
dann immer als a-Seiten gewéhlt.

Es seien Q2,2 ,25,2) und Q'(w,, w,, wy, w,) zwei Vierecke
und w ein Homdomorphismus der abgeschlossenen Hiille Q von @Q

auf die abgeschlossene Hiille @' von @'. Geht z; dabei in w; iiber,
i=1,2,3,4, so heisss w ein Homdomorphismus des Vierecks
Qi , 2, 23, 29 auf Q'(w,, wy, wy, wy) . Ist seine Einschrinkung in
@ konform, so nennt man w eine konforme Abbildung von @(z, , 2 , 23 , 24)
auf Q'(wy, wy, wsy, Wy) .

Fiir jedes Viereck Q(z;, 25, 23, ;) gibt es eine Klasse ihm konform-
dquivalenter Rechtecke R(0, oo, « + i, i), bei denen & und p
positiv sind. Alle diese Rechtecke sind dhnlich, und das Verhéltnis
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héingt deshalb nur vom Viereck ¢ ab. Diese Grosse ist Modul von
Q(zl » %2y %3, 24)'

Der Modul eines gegebenen Vierecks @ lisst sich bekanntlich auch auf
die folgende Weise charakterisieren. Wir bezeichnen mit ¢, die Familie
aller rektifizierbaren Bogen, die mit Ausnahme ihrer Endpunkte in @
liegen und dessen a-Seiten miteinander verbinden. Ist p eine in @ defi-
nierte, nichtnegative Borelsche Funktion, fiir welche

_/mwle,oe%;
C
ist, so besteht (vgl. [6], S. 139)

(1.2) M(Q) = inf(r / / gzdg).
¢ e

Mit Hilfe dieser Beziehung ist die folgende Monotonieeigenschaft des
Moduls leicht zu beweisen.

Lemma 1. Liegt ein Viereck ¢ der z = x -} iy-Ebene zwischen den
Geraden x=wx, =234 s (s> 0) und trennen die Geraden y = y,,
Yy =1y, 1t (t>0) seine a-Seiten, so gilt die Ungleichung

(L.1) M@Q) —

S
P

(1.3) M(@Q)

A

Dies folgt sofort aus (1.2), wenn man im Streifengebiet y, << y <y, + ¢
o0 = 1/t und anderswo ¢ = 0 wibhlt.

1.2. Definition einer quasikonformen Abbildung. Es sei w ein orien-
tierungserhaltender Homd6omorphismus eines Gebietes G auf ein Gebiet

G und Q, @ C @, ein Viereck. Das Verhiltnis

- Mw(Q)

M@

in dem w(Q) das Bildviereck von @ ist, heisst die Dilatation von @

bei der Abbildung w . Die obere Grenze
(1.5) K, =sup K(Q)

Qce

(1.4) K(Q)

ist die maximale Dilatation von w.

Die folgende Definition der Quasikonformitét rithrt von Pfluger und
Ahlfors her. Zum Unterschied von anderen Definitionen wird sie geome-
trische Definition genannt.
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Definition 1. Ein orientierungserhaltender Homéomorphismus w : G —
G’ heisst eine quasikonforme Abbildung, wenn seine maximale Dilatation
endlich ist. Gilt K, < K < o, so wird w K-quasikonform genannt.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass die Umkehrung w1
einer K-quasikonformen Abbildung w wieder K-quasikonform ist. Auch
ist leicht zu erkennen, dass die zusammengesetzte Abbildung wo f quasi-
konform ist, falls w und f es sind, und zwar gilt hierbei

(1.6) K,;= KK,

Da eine konforme Abbildung die Moduln aller Vierecke invariant
lasst, ist K,=1 fur konformes w. Umgekehrt lidsst sich beweisen,
dass eine l-quasikonforme Abbildung konform ist.

Einige Eigenschaften der konformen Abbildungen kénnen unver-
dndert auf quasikonforme Abbildungen iibergefiihrt werden. Dies gilt
z.B. fiur die Hebbarkeit isolierter Randpunkte, fiir die Fortsetzbarkeit
auf den Rand bei einer Abbildung zwischen Jordangebieten und fiir das
Spiegelungsprinzip, vgl. [6], S. 49.

1.3. Haxtremalgebiet von Gritzsch. Ein zweifach zusammenhingendes
Gebiet heisst Ringgebiet. Wir betrachten nur Ringgebiete, deren Rand-
komponenten Kontinuen sind. Ein solches Ringgebiet ldsst sich konform
auf einen eindeutig bestimmten Kreisring 1 << |z|] <7 abbilden; die
Zahl logr wird Modul des Ringgebietes genannt.

Der lings der Strecke {z =24 iy|0=a=r<1, y=0} auf-
geschlitzte Einheitskreis wird im folgenden das Extremalgebiet von
Grotzsch genannt. Der Modul dieses Gebietes ist

KWV 11—
K(r)

(O

(1.7) pir) ==

dx
K= / :
V(1 —a?) (1 — r2?)

0

ist.
Bei vielen Verzerrungsproblemen spielt die Funktion

(1.8) Px(r)=p~" (%M(T)\)

eine wichtige Rolle. Sie ist echt zunehmend und stetig auf dem Intervall
(0,1) und besitzt in seinen Endpunkten die Grenzwerte
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Jim gg(r) = 0, lim @g(r) =1;

r—>0 r—>1

fir K> 1 gilt

ox(r)

(1.9) lim

r—>0

:00,

vgl. z.B. [6], S. 68.

Mit Hilfe der Funktion ¢x kann der fclgende Verzerrungssatz ausge-
driickt werden, vgl. Hersch und Pfluger [5].

Lemma 2 Ist w eine K-quasikonforme Selbstabbildung des Ein-
heitskreises |z| < 1, so gilt fiir alle z;, z,(]z)] < 1, |2 < 1)

Bemerkung. Die obige Abschitzung ist bestmdglich, d.h. zu jedem
Punktpaar z,, z, gibt es eine Abbildung w, wofiir Gleichheit in (1.10)
besteht. Liegen die Punkte z;, z, mit ihren Bildern auf einem Durch-
messer von |z < 1, so ist die extremale Abbildung w symmetrisch
in bezug auf diesen Durchmesser.

Unter Anwendung von Lemma 2 kann der folgende Hilfssatz leicht
bewiesen werden.

Lemma 3. Bei einer K-quasikonformen Selbstabbildung w =
u + v, w(oo) = oo, des Parallelstreifens {x + iy |0 <y < 2z} gilt auf
jeder vertikalen Strecke {z =x,, 0 <=y =< 2n} die Abschitzung

| !

7.0 | | —
| w(z) —
|
|

< g2
I— w(zl) w(z,)

(1.10)

1 — 22

(1.11) | u(@y + iy) — u(@) | <d,

in der d nur von K abhingt.

Zur Begriindung dieses Hilfssatzes braucht man nur w durch Spie-
gelung zu einer Selbstabbildung des Streifens {— 4n <y <4z} fort-
zusetzen und dieses Gebiet konform auf den Einheitskreis abzubilden.
Die Beziehung (1.11) folgt dann unmittelbar aus Lemma 2.

1.4. Analytische Charakterisierung einer quasikonformen Abbildung.
Von der geometrischen Definition ausgehend kénnen weitfithrende Schliisse
iiber die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften einer quasi-
konformen Abbildung gezogen werden. Wir wollen hier einige von diesen
ranalytischen» Eigenschaften erwihnen.

Eine im Gebiet G stetige Funktion w ist absolut stetig auf Geraden
oder ASG in G, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
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Fir jedes achsenparallele Rechteck R={z=2+iy|la<x <b,

c<y<dy, Rc @, ist w absolut stetig als Funktion von z auf fast
allen Strecken') I, = {z|a < x < b} und als Funktion von y auf fast
allen Strecken I, ={z|c <y <<d}.

Eine in G ASG-Funktion besitzt fast tiberall in G endliche partielle
Ableitungen. Ist sie dazu ein Homéomorphismus, so ist sie auch fast iiber-
all in G differenzierbar (Gehring—Lehto [3]). Es gilt also fiir fast alle
Zg=7T + W €CF

w(2) = w(z) + wilzy) (& — %) + wy(2) (¥ — %) + 0(z — 2) ,

wobei o(z — z)) [ (2 — 7)) =0 fir z—z,.

Es seien nun G, G zwei endliche Gebiete und w : @ — G’ eine
quasikonforme Abbildung. Strebel [11] und Mori [8] haben bewiesen,
dass w dann die ASG-Eigenschaft besitzt; nach dem Obigen ist sie somit
fast iiberall in @ differenzierbar. Ferner gelten folgende von Morrey und
Bers herrithrende Resultate (vgl. [6], S. 173—174).

Die Bildmenge jeder in bezug auf das Flichenmass messbaren Menge
ist wieder messbar, wobei also alle Nullmengen auf Nullmengen iiber-
gehen. Die Jacobische Funktionaldeterminante J von w ist positiv in
fast allen Punkten von @, und das Mass des Bildes w(¥) einer mess-
baren Menge E C ¢ lisst sich aus der Formel

(1.12) m(w(Z)) ://J(z) dxdy

berechnen.

Ein orientierungserhaltender Homdomorphismus w wird regulér
im Punkt z genannt, wenn er in z differenzierbar ist und eine positive
Funktionaldeterminante besitzt; z heisst dann ein reguldrer Punkt von
w. Ist w K-quasikonform, so ist es nach dem Obigen regulir fast iiber-
all in seinem Definitionsbereich. Durch eine einfache Berechnung ist
ersichtlich, dass es in jedem reguldren Punkt die Dilatationsbedingung

(1.13) max | Dyw(z) ? < K J(7),
)

erfiillt,, in der D, w(z) = e¢~® (w,(z) cos O -+ w,(2) sin @) die Ableitung

von w in die Richtung @ bedeutet. Diese Ungleichung kann wegen der

Beziehung J(z) = max | D, w(z) | min | Dy w(z) | > 0 auch in der Form
) )

1) Dies bedeutet, dass die Menge derjenigen y-Werte ¢ <<y <<d, fiur die w
nicht absolut stetig ist, dass Langenmass Null besitzt. Die spéter in diesem Abschnitt
vorkommenden Benennungen »fast iiberall in G», »eine messbare Teilmenge von G»
beziehen sich dagegen auf das Lebesguesche Flichenmass.
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max | Dy w(?) |
0

min | D, w(z) |
o

K

fIA

(1.14) D(z) =

geschrieben werden, in der D(z) Dilatationsquotient von w im Punkte
z genannt wird.

Die Ungleichung (1.13) kann in Verbindung mit gewissen Reguldritéts-
bedingungen zur Charakterisierung der Quasikonformitdt benutzt wer-
den. Die Arbeit [9] von Morrey enthilt erstmalig eine solche analytische
Definition, deren Aquivalenz mit der geometrischen von Mori [8] und
Bers [2] bewiesen worden ist. Pfluger [10] und Gehring—Lehto [3] haben
diese Definition noch vereinfacht; in ihrer endgiiltigen Form lautet sie
wie folgt.

Definition 2. Ein orientierungserhaltender Homomorphismus w: G — G
ist K-quasikonform, wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

1°. w ist ASG in G,
2°. Es gilt max |D,w(z)? = KJ(z) tast iiberall in .
0

1.5. Regulire quasikonforme Abbildungen. Eine K-quasikonforme Ab-
bildung w : G — G heisst regulir in. ¢, wenn w und seine Umkehrung
w1l in G bzw. G stetig differenzierbar sind. Die Beziehung (1.13)
gilt dann fiir alle z € G . Die reguliren Abbildungen wurden von Grétzsch
[4] im Jahre 1928 definiert.

§ 2. Bild eines Winkels bei einer quasikonformen Abbildung

2.1. Winkel mit Scheitel in einem requliren Punkt. Es sei w : G — G’
ein orientierungserhaltender Homdomorphismus und z, ein reguldrer
Punkt von w. Der Bildbogen jeder durch z, gehenden Strecke hat
dann eine Tangente im Punkte w(z). Essei o ein Winkel, dessen Schei-
tel im Punkte z, liegt und dessen einer Schenkel festgelegt ist. Der Bildwinkel
o(x) von x bei der Abbildung w wird eindeutig bestimmt durch die
Forderung, dass o eine stetige, zunehmende Funktion von « ist, die
fir &« = 0 verschwindet. Fiir w(x) gilt folgender Verzerrungssatz.

Satz 1. Es sei w ein orientierungserhaltender Homdomorphismus
und « > 0 ein Winkel, dessen Scheitel in einem reguliren Punkt z, von
w liegt. Dann gilt die Doppelungleichung

(2.1) = = D(z) ,

D(z,) x

in der D(z,) der Dilatationsquotient von w im Punkte z, ist. Gleich-
heit kann im Falle D(z,) > 1 an keiner Stelle bestehen.
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Beweis. Durch geeignete Ahnlichkeitstransformationen wird erreicht,
dass z, =0 und

(2.2) w(z) = w(x + ty) = Dx + iy + o(z)
ist, wobei D der Dilatationsquotient von w im Nullpunkt ist.

Fiir jeden Punkt z eines Radius s, ={z[z=17re", r>0} ist
arg w(z) = arg (D + iy + o(z)) = arg (D cos & + ¢ sinw) + arg (1 + £(?)),
wobei ¢(z) fir z—0 gegen Null strebt. Der Winkel « zwischen der
positiven reellen Achse und dem Radius s, geht also in

t .
(2.3) w(x) = arg (D cos « -+ i sin«) = arc tg ( %x )

iiber, wo der Zweig von arc tg(tg «/D) der obigen Normierung gemadss ge-
withlt werden soll. Als Funktion von « besitzt o die Ableitung

do D
(2-4) dx ~ D?cos®x -+ sin®x
und es gilt also '
(2.5) L_de_p
’ D =dux ="

wo Gleichheit an einer Stelle nur fir « =0, x bzw. &« =% x, 3 vor-

kommt, falls D > 1 ist. Die gewiinschte Behauptung ergibt sich hieraus
durch Integration.

2.2. Nichtregulire Punkte. Ist der Scheitel eines Winkels « ein nicht-
reguliirer Punkt, so braucht « keinen Bildwinkel im gewdhnlichen Sinne
zu haben. Diese Moglichkeit kommt auch dann vor, wenn die Abbildung
quasikonform ist. Als Beispiel dient folgende Abbildung, die spiter noch
in einem anderen Zusammenhang angewandt wird.

Beispiel 1. Es sei w = Re'” der durch die Gleichungen

R=r

(2.6) 7

sin log r fir 0 =gp<a, r>0

p—n

@ -+ sin log r fir 7 < ¢ <27, r>0

definierte Homdomorphismus der Ebene z = re’”. Fir diese Abbildung
ist der Punkt z = 0 offenbar nichtregulir. Mit Ausnahme der negativen
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P-9,

P=TT
Abb. 1.

reellen Achse geht jede von Nullpunkt ausgehende Halbgerade {z | z = re'",
r = 0} in einen Bogen iiber, der im Punkte w = 0 keine Tangente besitzt.
Vgl. Abb. 1.

In allen Punkten z # 0, oo besitzt w stetige partielle Ableitungen,
und ihre Funktionaldeterminante ist daselbst positiv. Die Einschrinkung
von w in jedem Kreisring {z|0 <7 < 2] <7, << oo} ist deshalb
quasikonform, und wegen der Gleichung w(e*z) = €*" w(z) gilt dasselbe
auch in der punktierten Ebene {2 |0 < |z] << o }. Die Punkte z =0, «
sind aber als isolierte Singularitéiten hebbar, und w ist folglich eine quasi-
konforme Abbildung der ganzen Ebene. Wird sin log » in (2.6) mit einer
geeignet gewihlten Konstante multipliziert, so erreicht man offenbar,
dass die maximale Dilatation von w mit einer vorgegebenen Zahl iiber-
einstimmt.

§ 3. Verdnderung des Winkels in dem Falle, dass das Bild des einen
Schenkels geradlinig ist

3.1. Problemstellung. Um der Formel (2.1) entsprechende Abschéitzung-
en auch dann zu gewinnen, wenn der Scheitel des zu betrachtenden Win-
kels ein nichtreguldrer Punkt der Abbildung ist, hat man offenbar den
Winkelbegriff auf irgendeine Weise zu verallgemeinern (vgl. Agard—
Gehring [1]).

Vorbereitend betrachten wir die Klasse Wy aller K-quasikonformen
Selbstabbildungen der lings der positiven reellen Achse aufgeschlitzten
z-Ebene, die den Null- und den Unendlichkeitspunkt festhalten. Es sei
wE€Wg und a, 0 <a< 27w, ein Winkel mit dem oberen Schlitzufer
und der Halbgeraden

(3.1) I'={z|z=re", r=0}

als Schenkel. Der Bildbogen I” von I' braucht dann keine Tangente
im Nullpunkt zu besitzen, jedenfalls existieren aber der untere und der
obere Limes
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o (x) = lim inf arg (w(re’™))

r—>20

(3.2) _ ]
o (x) = lim sup arg (w(re’™)) ,

r—>0
bei denen 0 < arg (w(re®)) <27 und also 0=o (@) o () =27
ist. Wir nennen diese Zahlen den inneren und den dusseren Winkel zwischen
der positiven reellen Achse und dem Bogen I[".

Wir werden im folgenden die Winkel o (x) und o (x) als Funktionen
von « abschitzen. Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, die lings der posi-
tiven reellen Achsen aufgeschlitzten z- und w-Ebenen durch einen Zweig
des Logarithmus auf die Parallelstreifen S ={ = £&+in]|0 <n < 2}
bzw. S ={u 4+ iw|0<v < 2} abzubilden. I' und I gehen hier-
bei in eine horizontale Gerade C (y = «) bzw. in einen Jordanbogen
¢’ iiber, die in S bzw. S’ liegen. Die zusammengesetzte Abbildung
f:8—8, f(&) =ul)+ w¢) =logw(e), ist K-quasikonform, und
da ihr imagindrer Teil gleich dem Argument von w ist, lassen die Aus-
driicke (3.2) sich auch in der Form

]’g (x) = lim inf v(§ + ix)
(3.2) $ T
| © () = lim sup v(§ + i)
L §>—o00
schreiben.

3.2. Abschitzungen fir o (x) nach oben wund fir o (x) nach unien.
Wir betrachten zuerst einen Punkt ¢, = & + ¢x € C und wollen den
imaginiren Teil v(,) seines Bildpunktes f(,) €C’ in beiden Richtung-
en abschitzen. Ohne FEinschrinkung kann man dabei [, =i« und
u(t «) = 0 annehmen.

Durch Spiegelungen an den reellen Achsen kann f zu einer K-quasi-
konformen Selbstabbildung des Streifengebietes {{ | — 27 < n < 27}
erweitert werden. Bildet man dieses Gebiet durch die Funktion o,

[
|

(3.3) p(O)=—",
e+ 1
auf den Einheitskreis konform ab, so ergibt sich unter Anwendung von

Lemma 2 auf die Punkte w({)=1tg(x/8) und u(— )= —itg (x/8)
die Doppelungleichung

104 1 «

(3.4) ox" (sin Z) <sin (Z v(CO)> < ok (sin 4—) .



14 Ann. Acad. Sci. Fennicae A L. 390

Diese fiir jeden Punkt ;=& 4 i« € C' giiltige Abschitzung ist zuerst
von Hersch und Pfluger in [5] hergeleitet worden. Fiir den inneren und
dusseren Winkel (3.2)" folgt hieraus die Verzerrungsformel

_ «
[a_) (x) = 4 arc sin ((p,}l (sin Z))

]la (x) =< 4arc sin <¢K (sin%)).

Im (3.4) ldsst sich Gleichheit an einer Stelle fiir jeden einzelnen Punkt
{o durch eine geeignete Abbildung erreichen. Dies besagt jedoch nichts
iiber die Genauigkeit der Formel (3.5); wir werden aber zeigen, dass auch
die darin vorkommenden Schranken bestmoglich sind!). Zu diesem Zweck
wollen wir eine K-quasikonforme Abbildung f:S— 8" konstruieren,
deren imaginéirer Teil v zu einem beliebig vorgegebenen &> 0 dic
Bedingungen

(3.5)

1 &
(3.6) sinzv(in) > tpK<sin Z) —e,n=1, 2,
fir eine Punktfolge ( =ix, (=& +ta,..., L, =& +ix,...
mit lim §, = — oo erfiillt.
n-» oo

Es sei zuniichst f*=u* 4 dv*:8 -8, wu*@i«)=0, diejenige
Abbildung, bei der Gleichheit rechts in (3.4) fiir {, = ix besteht. Aus
der Bemerkung nach Lemma 2 geht hervor, dass die Bildpunkte von & -+ iz
und — & 4- 4y fir jedes &+ ¢y € S in bezug auf die imaginire Achse
symunetrisch liegen.

Man betrachte ein Rechteck R = R(—a,a,a-+ 27, —a -+ 27i)
und sein Bildviereck f*(R). Bezeichnet b/zx den Modul von f*(R), so
gibt es eine konforme Abbildung ¢ von f*(R) auf das Rechteck
Q=Q(—0,b,b-+ 2w, —b+ 2ni). Wegen der Symmetrie von f*(R)
in bezug auf die imagindre Achse gilt ¢(— u + ) = — g(u 4 iv) fiir
jedes w4 v € f¥(R), und die Zahl g(f*(in)) ist also rein imaginir. Wir
zeigen, dass sie fiir ein geniigend grosses o die Ungleichung

1 &
(3.7) sin < [ g(f*(ix) ) [) > g (sinz> — ¢
befriedigt. Die gesuchte Abbildung f: S — 8" mit der Eigenschaft (3.6)
lasst sich dann von go f* ausgehend durch wiederholte Spiegelungen
an vertikalen Strecken konstruieren.

1) Hier wird jedoch die Frage offen gelassen, ob Glcichheit in (3.5) an einer
Stelle bestehen kann.
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Um (3.7) zu beweisen, wihlen wir a so, dass f*(a) grosser als die in
Lemma 3 vorkommende Konstante d ist. Aus der Modulbedingung
M(R) < KM(f*(R)) ergibt sich dann mit Riicksicht auf Lemma 1 und
Lemma 3

(3.9) Fra) > % —d.
Da ¢ konform ist, gilt ferner
(3.9) b> f*u) —d.

Durch wiederholte Spiegelungen an horizontalen Seiten kann ¢
zu einer konformen Abbildung zwischen den Gebieten 7', und 7, (s.
Abb. 2) erweitert werden. Wird die Bezeichnung ¢ auch fiir die Fort-
setzung angewandt, so ist die Funktion v, w(u + @) = g(u + ) [ (v + )
wegen ¢(0) = 0 analytisch in 7. In jedem in den Streifen {w -+ v |
o6n — N <v < 2na} und {u+iw|2n— )7 = —v = 2w} gele-
genen Randpunkt von 7' erfiillt y nach Lemma 3 und (3.9) die Beziehung

| v (w4 ) |

1 g(u + ) / B2-+4(n — 1)222
u -+ f* a) + d)? - 4n?m?

- V *a) — d + 4(n — 12
(f*(a) + d)? +4n’m® ’

T T
R
—a+277 a+27T
f* Y g Q .
" — flio\ —> g(flie))
%
o a f¢d S fla) -b 5 b

Abb. 2.
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n=1, 2, .... Es ist leicht zu ersehen, dass der rechtsstehende Aus-
druck fir f*(@)— oo gegen Eins gleichméssig in bezug auf = strebt.
Wegen (3.8) kann @ also so gross gewéhlt werden, dass

fg(u—]—iv_) - &
w7 o2n

&

in jedem endlichen Randpunkt « + 4w von 7, gilt. Da 1/jy| in T,
beschrinkt ist, besteht dieselbe Ungleichung auch in jedem inneren Punkt
von 7T,; insbesondere folgt hieraus wegen |[f*(i«x)| < 2z die Giiltig-
keit der Formel

Lg(f*i) | > [ f*(ix) | — & = v¥(in) — &
Dies liefert die zu beweisende Ungleichung (3.7), weil sin (v¥(ix)/4) =
@k (sin «/4) ist.l)

In analoger Weise schliesst man, dass auch die untere Schranke in
(3.5) bestmdglich ist. Als Zusammenfassung ergibt sich also das folgende
Resultat.

Satz 2. Es sei w€ W und &, 0 <x< 27w, ein Winkel mit der
positiven reellen Achse als einen der Schenkel. Dann gilt die Verzerrungs-

formel
/

o _ _ o
(3.10) 4arcsin ((pI}l (sin Z)> =o(x) = o (x) = 4arcsin ((;rK(sin I))’

in der die Schranken bestmoglich sind.

Bemerkung. Aus der obigen Abschitzung folgt, dass o (x) fiir jedes
o, 0<<a << 2m, positiv ist. Anderseits kann wegen (1.9) fiir eine Winkelfolge

Ops Kgy +vny K, ... mit lima, = 0 eine Folge w, von Abbildungen
n-—>co
obiger Art so konstruiert werden, dass die Gleichheit lim o, /«, =0
n—> oo

gilt, in der ®, den inneren Bildwinkel von «, bei der Abbildung w,
bezeichnet.

3.3. Abschitzung fir o (x) nach oben. Hier gilt der folgende Verzer-
rungssatz.

Satz 8. Ist &, 0 <« < 27, ein Winkel, der die positive reelle Achse
als einen der Schenkel besitzt, so gilt bei jeder Abbildung w € Wy die
Bezichung

(A 2
(3.11) © @) o K
X

&
27

1) Die gesuchte Abbildund g¢ o f* kann kiirzer mit Hilfe einer Normalfamilie
konstruiert werden.

Lo (K2 1)
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Diese Abschitzung ist bestmdglich in dem Sinne, dass es eine Abbildung
von Wy gibt, fiir die Gleichheit in (3.11) besteht.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass die Abschitzung (3.11) gilt. Zu die-
sem Zweck betrachten wir wieder die in 3.1 eingefiihrte Abbildung
f=u -+ i des Parallelstreifens S ; die Winkel o (x) und o (x) haben
dann die Ausdriicke (3.2)".

Man betrachte ein Rechteck R = R(§,, &, & + 271, & -+ 2m),
& < &, und sein Bildviereck R’ mit den Eckpunkten f(§) = u,,
f(&) = uy, f(& -+ 2mi) = ug + 2mi, f(& + 270) = wy + 27 . Wir be-
zeichnen & — & = 2p, u, — u; = 2¢ und wihlen p so gross, dass
die Ungleichung w, -~ d < u, — d hesteht, in der d die in Lemma 3
vorkommende Konstante ist. Die b-Seiten von R’ werden dann durch
die vertikalen Geraden « = u; +d und % = u, — d voneinander ge-
trennt; anderseits liegen sie zwischen den Geraden u = u; —d und
u=1u, + d.

Nach den Formeln (3.2) gibt es zu jedem ¢, 0 <e<w(x), eine
Zahl &, derart, dass die Doppelungleichung

0 (3) — e < v(E +ix) <> (@) + e

fiir alle & < & Dbesteht. Von dem Rechteck R sei angenommen, dass
&, < &, sei.

Durch die Gerade 5 =~x wird R in zwei Rechtecke R, = RE,(§;,
£, &+ix, & +ix) und Ry=Ry(& +ix, &4ix, &+ 2m,
& -+ 2mi) geteilt; ihre Bildvierecke seien R, und R,; siehe Abb. 3.

Nach Lemma 1 gelten die Modulabschitzungen

12p 1 2 + 2d

(3.12) —M(R) < M(R)) <

Koa K olx) —&’

R R’
R2 f=Uu+iv Fi'2
—>
R, R;
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29 — 2d
2n — o (x) + ¢

2
(3.13) K—2 K M(R,) = M(R;) >

2w — «

Durch Elimination des Verhéltnisses ¢/p folgt hieraus

lok—e d 2r —ow )+ d
(3.14) K o K mm—a T,

Lésst man nun p gegen unendlich streben, so ergibt sich
0 () — K2
o) —e -

= " .
1+ 5 (K2—1)

Da e, 0<e<w(x), beliebig klein gewédhlt werden kann, gilt die Be-
hauptung (3.11).

Ferner ist die Existenz einer solchen Abbildung von Wy zu zeigen,
fiir die Gleichheit in (3.11) besteht. Zu diesem Zweck wird der Parallel-
streifen § = {& 4 in|0 < < 2=z} zuerst durch die horizontale Gerade
7 = o in zwei Gebiete zerlegt; das untere von diesen sei S; und das obere
S, . Die Funktionen f,, f,,

fil§ + i) = C &+ KOy,
c
JE +in) = C & + i<2n—]—{(2ﬂ—77)>,
bilden fiir C > 0 den Streifen S; bzw. S, auf einen horizontalen Paral-

lelstreifen 8; bzw. 8, K-quasikonform ab. Setzt man

K
C= ,

14+ (k21

so stimmen f; und f, auf der gemeinsamen Randgeraden von S; und
8, iiberein, und die durch

fO) =A(0) fir Z€8,,

J(&) = fo(0) fur (€8,
definierte Funktion f= u + iv ist eine K-quasikonforme Selbstabbildung
von 8. Fiir diese gilt die gesuchte Gleichung

o (x) _ K2

- .
1+ 5 (K2—1)

Bemerkung. Werden alle Winkel «, 0 <« < 27, und alle Abbildun-
gen von Wy beriicksichtigt, so ist die obere Grenze von o(x) [ gleich
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K2; nach (3.11) kann diese Schranke jedoch fiir keinen Winkel &« > 0
erreicht werden.

Wir beweisen noch den folgenden Satz.
Satz 4. Bei jeder Abbildung w € Wi mit K > 1 gilt die Ungleichung
X
(3.15) sup o () < K%.

0<a< 27
Beweis. Ist (3.15) nicht richtig, so gibt es fiir jedes §> 0 einen Win-
kel o, 0<oa <27, derart, dass o (x) > (K2 — )« ist. Ist &> 0
beliebig vorgegeben, so gelten die Abschitzungen (3.12) und (3.13) fiir
jedes im Beweis von Satz 3 betrachtete Rechteck £ . Lédsst man in (3.12)
p gegen unendlich streben, so ergibt sich
lim g_z (K2 — 0)x — ¢
Preasey K«

Wie leicht ersichtlich, hingt die Schranke lim (g/p) nicht von &,

ab, und durch ¢— 0 erhilt man p>oo
lim 7 >K _ ﬁ .
Py K
Diese Ungleichung gilt fiir jedes ¢ > 0, daher ist
(3.16) lim £ >K.
p—~>0o0 p

Lisst man nun in (3.13) p — o, so ergibt sich nach (3.16) fiir jedes
¢ > 0 die Abschitzung
20 — (K2 — 0)o + ¢
2 —
also K2 — 0 <1. Hieraus folgt K =1, was der Annahme K >1
widerspricht.

%

L,

3.4. Abschitzungen fir o (x) mach unten. Mit Hilfe der Resultate des
obigen Abschnittes lisst sich auch der obere Bildwinkel w (x) nach unten
abschéitzen. Man braucht ndmlich dabei nur die inversen Abbildungen
zu betrachten und « durch o (x) bzw. (x) durch « zu ersetzen.!) Die
der Abschitzung (3.11) entsprechende Formel lautet dann

(3.17) w:") > : ,

K> (K2 —1)

T2

1) Durch Anwendung von Lemma 2 ist es leicht zu ersehen, dass f~Yu +iw +
r6i?) —> f~L(u + 4w) fir r-— 0 gleichmissig in bezug auf u. Daraus folgt, dass
der #dussere Bildwinkel von w(«) bei der Abbildung f~1 gleich o ist.



20 Ann. Acad. Sci. Fennicae A.I. 380

worin Gleichheit fiir jedes « durch eine Abbildung von Wy erreicht
werden kann. Daher ist auch mit festem « > 0

o (x) 1

~ K2

inf

worin alle Abbildungen von Wy einbezogen sind.
Schliesslich folgt aus Satz 4, dass bei jeder Abbildung w € Wx mit
K > 1 die Ungleichung
o (x) 1

inf >
K2
I<a<2r &

besteht.

Bemerkung. Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die in § 3 vorkom-
menden Abbildungen w € Wi in den extremalen Fillen wegen ihrer
symmetrischen Randwerte auf die ganze Ebene erweitert werden konnen.

§ 4. Winkelverzerrung bei einer allgemeinen quasikonformen Abbildung

4.1. Verallgemeinerung des Winkelbegriffes. Wir gehen jetzt zu dem
allgemeinen Fall iiber, in dem die Schenkel des zu betrachtenden Win-
kels auf zwei Jordanbogen abgebildet werden, die keine Tangenten zu
besitzen brauchen. Zuerst wollen wir die in § 3 gegebenen Definitionen
des inneren und des dusseren Winkels fiir diesen Fall verallgemeinern.

Es seien

I'n={zlz=2(), 0
(4.1)
In={zlz==2(), 0

zwei Jordanbogen der z-Ebene, die den Punkt z, als ihren einzigen ge-
meinsamen Punkt besitzen. Man wihle ein Gebiet U der z-Ebene,
2p € U, und einen Punkt 2" = z,(t'), 0 <t < 1, derart, dass der Bogen

Iz, 2)={z]lz=2), 0<t<{t}

in U liegt. Man schneide U lidngs des Bogens I(z,, z’) aus und be-
zeichne die Ufer des Schlitzes mit I (z,, 2’) und I (z,, 2'), siehe
Abb. 4.

Es sei # eine im Gebiet U — I'(z,, 2') definierte, beschrinkte har-
monische Funktion, die auf I'f(z,, 2’) und IT(z,, 2’) die Werte 0
bzw. 27z annimmt. Eine Funktion dieser Art ist das (geeignet normierte)
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2

Abb. 4.

Argument einer konformen Abbildung von U — I'y(z, #’) , die den Schlitz
I'y(z,,7') in die positive reelle Achse iiberfiihrt. Wir nennen die Grenzwerte

{Q+ (I, I) = lim inf 7 (2,(t))
t—> 0

(4.2) —
w* (I, Iy) = lim sup 7 (2(f))
t—> 0

den positiven inneren und dusseren Winkel zwischen den Bogen I und
I',. Spiter wird gezeigt, dass diese Grossen von der Wahl des Punktes
2, des Gebiets U und der Funktion # unabhingig sind.

Vertauscht man die Rollen von I, und I3, so erhilt man eine an-
dere Definition fiir den inneren und den #usseren Winkel. Man schneide

U ldngs eines Teilbogens
Dyze,2) =1{zlz=12), 0 <t <t}

von I, ausund bezeichne mit 7* eine in U — I(z,, 2") beschrinkte
harmonische Funktion mit den Randwerten —2z und 0 auf Iy (2, 2")
bzw. Iy (29, 2"). Die Grenzwerte

w ~(I7, Iy) = lim sup 7*(2(t))

t—> 0

o ~(Iy, Iy) = liminf 5*(z(t))

t— 0

(4.3)

heissen megativer innerer bzw. dusserer Winkel zwischen Iy und I .
Bilden I, und I, in ihrem gemeinsamen Endpunkt einen gewdhn-
lichen Winkel & > 0, so ist durch eine einfache Betrachtung leicht ersicht-
lich, dass die Winkel (4.2) und (4.3) mit & und —x {iibereinstimmen.
Das nachstehende Beispiel zeigt, dass im allgemeinen o* (I, I})
# |w ~(Iy, Iy)| sein kann. Insbesondere ist dies auch dann moglich,
wenn [, und I, die Bildbogen der Schenkel eines gewchnlichen Win-
kels bei einer quasikonformen Abbildung sind. Dasselbe gilt natiirlich

fir @ ([, [y) und o (I}, I}).
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Beispiel 2. Man betrachte den Winkel 0 < arg z < & in der z-Ebene.
Bei der quasikonformen Abbildung (2.6), Beispiel 1, besitzen seine Schen-
kel als Bilder die Bogen

IN'={w]|arg w=sinlog | w |}
(4.4)

In={wlargw=un}
Es ist unmittelbar zu sehen, dass lo ~(Iy, I})|=n—1 ist. Um
w *(I7, I) abzuschitzen, wihlen wir als Gebiet U die gesamte w-Ebene
und fiihren eine konforme Abbildung f, f(0)=0, von U — fl auf
die lings der positiven reellen Achse aufgeschlitzte Ebene aus. Die Schlitz-
gebiete U — 17 und f(U — I}) werden ferner konform durch einen
Zweig des Logarithmus auf die Streifengebiete

S={z+iy|l—o<az< o, sihz<y<2rxtsnz},
S ={&+in|—w<E< oo, 0<n<2n}

bezogen. Durch Zusammensetzung dieser Abbildungen mit f wird eine
konforme Abbildung (=& 4 4y von S auf S erklirt. Die Funktion
7 — ¥ ist harmonisch, und da sie auf dem Rande von S nicht kleiner
als —1 ist, gilt gy, 7) >x — 1.

Anderseits ist die durch

¢ + ty) = n(x + iy) — n(@ + iy + 27)
definierte Funktion ¢ auch harmonisch in §, und da g¢(x + iy) =0
auf dem Rand von S ist, verschwindet ¢ identisch in §. Die Funk-
tion #u hat somit eine Periode 27, und der Grenzwert lim #(x, z)

x> — 00
=@ ¥}, I,) wird also schon auf dem Intervall 0 < & < 27 erreicht.

Daraus folgt die gewiinschte Ungleichung o +(I, Iy) > |0 ~(I, I})|.
Um den inneren und den dusseren Winkel in eindeutiger Weise fest-
zulegen, fithren wir die nachstehende Definition ein.
Definition 8. Man bezeichue

j_@(rl’ F2)=M1n (9 +(]'1’ F2)a IU_)_(FI’ FZ) ;)
lw(Fl,F2)=Max (0 *(I1, 1), o =17, Iy) 1)
und nenne diese Ausdriicke den inneren bzw. dusseren Winkel zwischen
Iy und T15.

Ferner ist zu beweisen, dass die Grenzwerte (4.2) und (4.3) von der
Wahl des Gebietes U, des Punktes z' bzw. 2z’ und der Funktion 7
bzw. #* unabhingig sind.

Satz 5. Die Winkel (4.2), (4.3) und (4.5) sind eindeutig bestimmt
und bleiben invariant bei jeder konformen Abbildung von U .

(4.5)
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Abb 5

Beweis. Es geniigt offenbar, die Winkel (4.2) zu betrachten. U, und
U, seien zwei beliebige Umgebungen von z, und I7(%, 2)), Iz, 23)
die zu ihnen gehorigen Schlitze. Ferner sei 7,, ¢ =1, 2, eine in U,
beschrinkte harmonische Funktion mit den Randwerten 0 auf I (2, 2)
und 27 auf I (2, 7).

Wir wihlen eine Jordanumgebung U,c U;N U, von z,, die die
Punkte z, und 2z, nicht enthilt und deren Randkurve dem Bogen I
nur in einem Punkt begegnet vgl. Abb. 5. Die Differenz 5, — #n, ist

dann eine in U, — F beschriinkte harmonische Funktlon, die auf den
Schlitzufern I und Iy verschwindet. Wird U — F konform auf
den Einheitskreis abgebildet, so ergibt sich durch Anwendung der Pois-
sonschen Formel

lim (175(z) — my(2)) = 0,

z >z,

z€U

woraus die Behauptungen des Satzes folgen.

4.2, Verzerrung im allgemeinen Falle. Es sei G ein Gebiet der z-Ebene
und w eine K-quasikonforme Abbildung von . Man betrachte einen
Winkel «y = arg (z — 2zp) = &g+, 0 <o <27, dessen Schei-
telpunkt z, in G liegt. Werden seine inneren und dusseren Bildwinkel
o(x) und o (x) durch (4.2), (4.3) oder (4.5) definiert, so lassen alle in
§ 3 gewonnenen Resultate sich auf diesen Fall tibertragen.

Diese Ergebnisse kénnen auch verallgemeinert werden auf den Fall,
dass ein Jordanbogenpaar (4.1) in der z-Ebene gegeben ist. Bezeichnet
man mit « und « die Winkel (4.2), (4.3) bzw. (4.5) und mit o und 5
die entsprechenden Bildwinkel, so bestebt (3.10) in der Form

(4.6) 4 arc sin (gx'(sin [x]/4)) = o] = @] = 4 arc sin (px(sin [@]/4))

Fiir jedes Bogenpaar mit x > 0 gilt nach (4.6)
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olx=wf/a>0.

Fir « >0 kann das Verhiltnis o/« dagegen verschwinden, da
hierbei o =0 und also auch ® =0 méglich ist. Schliesslich kénnen die
Formeln (3.11) und (3.15) in dem betrachteten Falle folgendermassen
ausgedriickt werden:

K2

ola= =

“ k1)
275(&—)

sup o [ @« < K? bei jeder Abbildung mit K > 1.

0<g<2w

II. DEFINITION EINER QUASIKONFORMEN ABBILDUNG MIT HILFE
DER WINKELVERZERRUNG

§ 5. Vorbereitende Betrachtungen

5.1. Bisher haben wir Schranken fiir die Verinderung der in § 4 de-
finierten verallgemeinerten Winkel bei einer quasikonformen Abbildung
hergeleitet. Im vorliegenden Kapitel wird das Umkehrproblem untersucht,
inwiefern die Beschriinktheit der Winkelverzerrung zur Charakterisierung
der Quasikonformitit eines Homdomorphismus ausreicht. Zur genauen
Formulierung dieses Problems fiihren wir zunichst einige Hilfsbetrach-
tungen aus.

Es sei bemerkt, dass ein Homdomorphismus auch dann keine quasi-
konforme Abbildung zu sein braucht, wenn die Winkel sich in fast allen
Punkten erhalten. Als Beispiel dafiir dient die in [6] IV. 2.2 dargestellte
Abbildung, die die ASG-Bedingung nicht erfiillt und also auch nicht quasi-
konform sein kann. Daher ist eine Einschrinkung der Winkelverinderung
in fast allen Punkten offenbar nicht hinreichend fiir die Quasikonformitit,
sondern auch die Verzerrung in der Ausnahmemenge muss beachtet
werden.

Zunichst werden wir einige Verzerrungsfunktionen einfiihren.

5.2. Die Verzerrungsfunktionen ¢ und 9. Essei w ein orientierungs-
erhaltender Homoomorphismus eines Gebiets @ der z-Ebene auf ein
Gebiet G’ der w-Ebene. Ein Winkelelement (z,, x| ) besteht aus einem
Punkt z, € ¢ und aus zwei gleich grossen Winkeln g < arg (z — z,)
=f+a, fra—a=arg(z—z)=pf+x, wobei 0 <a <1im Iist;
der Kiirze halber bezeichnen wir diese Winkel mit ~, und x,. Wir de-
finieren eine Verzerrungsfunktion ¢ durch
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Min (@ *(x) , | @ ~(x) |)

(5.1) P (20, x| B)= ;

[0.2

worin o *(x;) und o ~(x,) der positive bzw. negative innere Bildwinkel
von «, bzw. wx, sind (vgl. (4.2) und (4.3)).

Die in Aussicht gestellte Definition der Quasikonformitit kann unter
Anwendung dieser Funktion ausgedriickt werden. Zur Vereinfachung
gewisser spiter vorkommender Abschéitzungen empfiehlt es sich jedoch,
die Winkelverzerrung noch auf eine andere Weise zu charakterisieren.
Zu diesem Zweck werden die Bildwinkel von x; und «~, durch das fol-
gende Verfahren definiert, das von dem in § 4 benutzten etwas abweicht.

Es seien Iy, I', I" und I, die w-Bilder der Schenkel arg (z — z,)
=B,+a,B+ 7 —a bzw. f+ x. Man wihle einen in ¢ gelegenen
offenen Halbkreis {z |0 < |z — 7| < o, f < arg (z — z) <f + z};
sein Bildgebiet sei mit ¥ bezeichnet. Ferner benenne man mit w,, p
und ¢ die Bildpunkte von z,, z, -+ 0 bzw. z, + 0¢®* und mit
I'wy,p), Iyw,,q) die Bildbogen der offenen Strecken { z | z = z, -+ re,
0<r<op} und {z|z=17z,+re™ 0<r<p}. Ist 5 eine in V
beschrinkte harmonische Funktion, die auf I3(w,, p) und Iy(w,, q)
die Werte 0 bzw. z annimmt, so werden die Bildwinkel von «; und «,
als Grenzwerte

o [x,] = lim inf y(w(z, 4 re'@+9))
(5.2) e »
o [x] = 7 — lim sup n(w(z, + ref?ta=1))
r—> 0
erklirt. Zum Unterschied von den fritheren Bezeichnungen werden hier
eckige Klammern benutzt, wihrend die jetzt unnétigen - -und —
- Zeichen weggelassen werden.

Eine Funktion 7 obiger Art ist das Argument einer solchen kon-
formen Abbildung ¢ =&+ iy von V, die die Randbogen I'j(w,, p)
und Ty(w,, q) auf gewisse Strecken 0 < & <&, & <& <0 der reel-
len Achse iiberfiihrt. Da in (4.2) bzw. (4.3) ein aufgeschlitzter Schenkel
des betrachteten Winkels auf eine Strecke bezogen wird, brauchen die
Winkel o *(x) und |® ~(x,) | mit den entsprechenden von (5.2) nicht
iibereinzustimmen. Die Eindeutigkeit der Winkel (5.2) kann ganz analog
durch den Beweis von Satz 5 gezeigt werden; sie sind also unabhingig
von der Wahl des Halbkreises und der Funktion 7.

Die gewiinschte Verzerrungsfunktion wird nun durch die Formel

Min (o [o4], o [x,
(53) Doy, o[ f) = 2 2

24

definiert.
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5.3. Gegenseitige Abhdngigkeit der Funktionen ¢ wund ¢ . Aus tech-
nischen Griinden werden wir zunichst die Funktion ¢ zur Charakteri-
sierung der Quasikonformitit benutzen. Die Definition der Winkel (4.2)
bzw. (4.3) ist jedoch natiirlicher als die der Winkel (5.2), weil dann ein
Schenkel geradlinig bezogen wird, und wir wollen deshalb unsere Resul-
tate auch mit Hilfe der Funktion ¢ ausdriicken. Zu diesem Zweck bewei-
sen wir die zwischen den Funktionen ¢ und ¢ bestehende Ungleichung

(5.4) s «[P) =29 (z, «|f).

Um (5.4) zu begriinden, zeigen wir, dass wly] =30 T(y) und
o [x] = % |o ~(xy) | ist. Es geniigt offensichtlich, z.B. die erstere dieser
Beziehungen zu beweisen.

Nach dem in 5.2. Gesagten kann ¢ bei der Definition von o[x] so
klein gewéhlt werden, dass der Kreis |z < ¢ in G liegt. Das Bildgebiet
dieses Kreises lisst sich dann als Gebiet U in 4.1 wihlen. Man bezeichne

mit { eine konforme Abbildung von U — I'(w,, p) auf die lings der
positiven reellen Achse aufgeschlitzte ¢-Ebene mit ((w,) = 0, ((g) = oo ;
diese wird auf die in 4.1 dargestellte Weise zur Definition von o (%)
benutzt. Mit Riicksicht auf die Definition von  [«,] ist noch eine kon-
forme Abbildung f, f(0) =0, f()= oo, des Gebietes (V) auf die
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obere Halbebene zu konstruieren; vgl. Abb. 6. Auf dem Rande von (V)
ist die harmonische Funktion arg f({) — % arg { nichtnegativ fiir £ # 0,
o . Nach dem verallgemeinerten Minimumprinzip gilt dann dasselbe
auch in (V), woraus die gewiinschte Behauptung folgt.

5.4. Hilfsmittel der reellen Analysis. Fir spéteren Gebrauch werden
hier einige masstheoretische Begriffe und Sitze aufgezéhlt.

Als Verallgemeinerung des Lebesgueschen Lingenmasses wird fiir
ebene Mengen das Hausdorffsche Lingenmass auf folgende Weise defi-
niert: Es sei E eine Punktmenge der endlichen Ebene. Zu jedem d > 0
betrachte man alle abzihlbaren Uberdeckungen U von E mit offenen
Mengen U, von denen jede einen Durchmesser d(U) << besitzt.
Man setze

AE, 6)=inf ¥ d(U)

UeUu

und definiere das dussere Lingenmass von E als die obere Grenze

A*(E) = sup A(E , 9) .

d>0

Liegt E auf einer Geraden, so stimmt A*(E) mit dem Lebesgueschen
dusseren Léngenmass [*(E) tiberein. Die Mengenfunktion A* ist ein
regulires dusseres Mass im Sinne von Carathéodory. Wie iiblich, wird eine
Menge A A*-messbar genannt, soweit die Gleichheit A*(H) = A*(E N A)
+ A*(E — A) fir jede Punktmenge E der endlichen Ebene besteht.
Fiir ein A*-messbares 4 wird A*(4) als A(A) bezeichnet und das
Lingenmass von A4 genannt.

Eine Menge heisst o-endlich, falls sie eine Vereinigung abzéhlbar
vieler Mengen von endlichem &usserem Lingenmass ist. Fiir diese Mengen
gilt folgender Hilfssatz (vgl. [6], s. 121).

Lemma 4. Ist E o-endlich, so enthélt die horizontale Gerade y =7
fiir fast alle % hochstens abzéhlbar viele Punkte von E.

Ferner werden wir in § 7 den wohlbekannten Satz von Fubini in folgender
Form benutzen:

Ist E eine in bezug auf das Flichenmass messbare Menge, so ist der
Durchschnitt E, von E und der horizontalen Geraden mit der Ordinate
y fiir fast alle y messbar in bezug auf das Langenmass. Ferner ist [(£,)
eine messbare Funktion von y, und es gilt

m(E):/l(Ey)dy.
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§ 6. Definition der Quasikonformitiat mit Hilfe der Verzerrungsfunktion ¢

6.1. Formulierung der Definition. Durch Anwendung der Resultate
des vorigen Paragraphen werden die quasikonformen Abbildungen jetzt
auf folgende Weise erklirt.

Satz 6. Es sei w ein orientierungserhaltender Homd&omorphismus
eines Gebietes (¢ der endlichen z-Ebene auf ein Gebiet ¢ der endlichen
w-Ebene. Die Abbildung w ist quasikonform, wenn es zwei Konstanten
o und C, 0 <a<<tam, 1 =C < oo, derart gibt, dass die zu w ge-
horige Verzerrungsfunktion ¢ fiir zwei einander orthogonale Richtungen
p=p und p=p,+ +txn folgende zwei Bedingungen erfiillt:

1°. d(z,«|p) >0 fir jedes 2z€G mit moglicher Ausnahme

einer ¢-endlichen Menge.

1
2°. Iz, zxjﬁ)ga fir fast alle z € G.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes iibergehen, stellen wir einige
Hilfsbetrachtungen an.

6.2. Funktionen o wund dm(R; (y)))dy. Es sei w:G— G ein orien-
tierungserhaltender Homéomorphismusund R = R(0,1,1 + i« ,ia), Rc d,
ein achsenparalleles Rechteck. Das oberhalb der Geraden Imz =1y,
0=y <a, liegende Rechteck R(iy, 1+ 1y, 1+ ia, ia) sei mit R(y) und
sein w-Bild mit R'(y) bezeichnet. Ferner sei (, die konforme Abbildung
von R'(y) auf das Rechteck

/

R"()MR(O 1,1+ i : )
vy) = 0T M(R'(y) T M(R'(y))

der {-Ebene, wobei M (R'(y)) der Modul von R'(y) ist. Wir bezeichnen
allgemeiner mit R () das {-Bild von R'(f), y =t <a. Die Indexe
in £, und R](f) beziehen sich also auf dasjenige Rechteck R(y) der
z-Ebene, das durch cw auf ein Rechteck bezogen ist.
Als monoton abnehmende Funktion besitzt der Flicheninhalt
m(R; (y)) fir fast jedes y, 0 <y <<a, eine endliche Ableitung
d m(R; (t)) — m(R. (3
= (R (1) — {lin ( ())t - 3/( Y ()
Wir beweisen folgenden Hilfssatz, auf dem der Beweis des Satzes 6 teilweise
beruht.
Lemma 5. Bezeichnet man

(6.1)

(R! (y) — R (t
(6.2) o(y) = lim sup (B, @) — & 1)
t—>y t - y
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so gilt fiir fast alle y, 0 <y < a, die Beziechung o(y) =< — ——m(R, (y)).

Beweis. Es sei y, ein beliebiger y-Wert, fiir den die endliche Ableitung
(6.1) existiert, und y, >y,, ¥ <<a. Die oben erklirten Funktionen
, und (  bilden das Viereck R’(y;) auf das Viereck R;o(yl) bzw.
auf das Rechteck R;l(yl) konform ab; vgl. Abb. 7. Die Moduln
MR (y,)) und DM(R](y;)) sind also gleich gross, und nach der
Gleichung (1.2) ergibtysich mit o = 1 die Abschitzung m(R;‘(yl)) =
m(R; (y,)). Es gilt also

m(R} (yy) — Ry (1) = m(R] (yo)) — m(B (y1)
= 777(R;»0(y0)) - 7n(qu(3/1)) )
woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
6.3. Approximation der Verzerrungsfunktion . Wir betrachten die

Menge aller Winkelelemente (z, o |0), z € B, mit einen festen Winkel
«, 0<a<im. Unter Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen de-

finieren wir die Funktionen ¢ und ¥;, n=1, 2,..., durch die
Ausdriicke
R 1ai
. +
ia 1a

¥
o] 1
z,,(R(%) t. (R0
Y3 1
Ry O) ;
Ry T Ry
0 1
0 1

Abb. 7.
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arg (L, (w(z + re™)) — £ (w(z)))

(6.3) 9F(z,x) = inf
0<r<1/n x
und
— (9 (w ei(:t—-oc) 9
63) 0o )= inf e E ) = 0, (0)
0<r<l/n o4

fir zefi’nz{z:x—{—iy]cosoc/ngxé1——cosoc/n, 0=y=a—sinx/n}.
Setzt man

[ Min (9;(z, ), ¥7(2, ) fir z€R,
(64 Pl = lo fir zeR—R

so konvergiert ¢, als monoton zunehmende Folge iiberall in R gegen
eine Grenzfunktion 9,

(6.5) 9z, o) = lim (2 , &) .

Da ¥z, «|0) nicht von R abhéingt, ist die Gleichung
(6.6) Hz, o) =z ,x|0)

fiir jedes z € R giiltig; von nun an werden wir die kiirzere Bezeichnung
Mz, «) anwenden.

Man Dbetrachte eine in R gelegene horizontale Strecke I, =
{z]0<ax<1l, y=y,}. Ihr Bild bei der zusammengesetzten Ab-
bildung { ow ist die Seite { (w({l)={{=&+in|0<E<T,
n=0} von R;,n (y,) ; diese Strecke sei mit Iy bezeichnet.

Wir konstruieren die Mengen

— 1
(6.7) Hmz{z|z€L)ﬂRn, P(z, a)g;},

worin s eine positive Zahl ist; im Falle I, N R, = O sei auch H,, = 0.
Wegen der Stetigkeit von {, ow in R(y,) ist H,, abgeschlossen. Da
sowohl 9,2, «) als R, mit n nicht abnehmen, gilt H,,D H,, fir

n; > ny. Nach (6.7) enthélt die Borelsche Menge

(6.8) H=UH,=IlmH,

n=1 n—> 0o
alle Punkte von I,, fiir die ¥(z,«) > 1/s ist. Geméss der fritheren
Schreibweise bezeichnen wir die {, ow-Bilder von H,, und H, mit

H,, und H;. Da ({, ow in R(y,) stetig ist, so ist auch H,, abge-

ns

schlossen und H. also Borelsch.
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§ 7. Beweis von Satz 6

7.1. Wir gehen jetzt zum Beweis des Satzes 6 iiber. Ausser den in den
vorigen Paragraphen entwickelten Hilfsmitteln werden wir ein Resultat
von Gehring und Viisidld [6], S. 183, benutzen, nachdem die Quasikon-
formitidt schon daraus folgt, dass die Dilatation aller achsenparallelen
Rechtecke beschriankt ist. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen
wir in dem Satz 6 f, = 0 wahlen. Wie in 6.2 betrachten wir ein achsen-
paralleles Rechteck, das wir durch eine Ahnlichkeitstransformation in
R={z=a+iyl0<ax<l, 0<y<a} iberfihren; die horizon-
tale Strecke {z=a+ iy 0 <x <1, y=y,} sei wieder mit I, be-
zeichnet. Diejenige Teilmenge von I, in der 9(z, x) verschwindet, sei
H,.

Aus den Annahmen von Satz 6 folgt in Verbindung mit Lemma 4,
Lemma 5 und dem Satz von Fubini, dass die folgenden Bedingungen fiir
fast alle y,, 0 <y, <<a, erfillt sind:

A oy, < .

B. Die Menge H, ist hochstens abzdhlbar.

C. 9z, «]0)=dz, x) 2}7 fur fast alle z € 1,.

Wir fassen ein festes y, ins Auge und bezeichnen mit f: 1, — [}
den durch f(x) = ¢ (w(x + 7y,)) definierten Homdomorphismus, in dem
£, die in 6.2 eingefiihrte konforme Abbildung ist.

" Der Beweis des Satzes 6 zerfiillt in drei Teile. Der erste Teil ist eine
Folgerung der obigen Bedingung A, die von den Voraussetzungen 1° und
2° des Satzes unabhéngig ist. Wir nehmen also an, dass diese Bedingung
fiir ¥y, besteht und beweisen folgendes:

Teil 1. Ist E c I, eine messbare Menge, so gilt fiir jedes s > 0 die
Ungleichung
4t

aQ

X

(7.1) (% (B" N H)P = ——oly,) UE) ,

| ®

tg

:

[va

in der E” die Bildmenge von £ bei der Abbildung f ist.

Beweis. Wegen (6.8) wird (7.1) bewiesen, wenn wir die Giiltigkeit von

4 tgx

(7.2) (* (B" N H,)p = a(yo) U(E)

tzx
gS

fir jedes ganzzahlige n begriinden.
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Zu diesem Zweck iiberdecken wir fiir festes n die Menge E N H,,
mit abzéhlbar vielen punktfremden Intervallen O, c I,, m =1, 2,

Die Lénge der Vereinigungsmenge O = |J O,, befriedigt dann die Un-

m=1

gleichung
(7.3) UENH,)<0).

Fiir die Bildmengen f(0,)= 0., f(O)=0", gilt E'NH.,.c 0" N H.,
und also

(7.4) I (E' N H.) < 10" N H.) Z (0. N H.)

Um (7.2) zu gewinnen, wihlen wir zunédchst eine beliebige ganze Zahl

M
M > 0 und schiitzen die Summe »' (O, N H,,) nach oben ab.

m=1
Es sei 1 eine positive Zahl mit der Eigenschaft y, + + Atgx < a.
Wir bezeichnen mit 7'(1) das von den horizontalen Geraden y = v,,
Y = Yo + 3 Atgx getrennte offene Teilrechteck von R und mit 7"(2)
das Bildviereck {, (w(T(4))). Im folgenden wird ein so kleines 1 be-
trachtet, bei dem die Ungleichungen

2
(7.5) A= —cos«x
n
(7.5)' A = min (0,)
m<M
bestehen.

Wir zerlegen jedes Intervall O,,, m=1,2,..., M, in eine endliche
Anzahl k, von gleich grossen Teilintervallen, deren Linge [(O,,)/k,, die
Bedingung

&

10,
(7.6) <=
M

erfiillt. Diese Intervalle werden mit @,, v=1,2, ..., N, N = Z k,,

m=1
bezeichnet; nach (7.6) gilt also

N

(7.7) N ; Z ) < [(0).

Die Gesamtlinge der Mengen @. N H., erfiillt die Gleichung

N M
(7.8) Z @ NH.L) = > IO, NHL).
y=1 m=1
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”

Wir betrachten nun diejenigen abgeschlossenen Mengen @:’ nH

die nicht leer sind, und bezeichnen mit =z} 4 iy, bzw. 2} -+ iy, den-
jenigen Punkt der Urbildmenge @, N H, , der den kleinsten bzw. grossten
reellen Teil hat. Die Bildpunkte &7 = f(a}), & = f(x3) sind dann

"
ns >

die dussersten Punkte von Z);' N H,,, und es gilt

(7.9) §—8=UQ NH).

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Abschidtzung von
M
> 10, N H,) iiber und betrachten diejenigen gleichschenkligen
m=1
offenen Dreiecke D, mit dem Basiswinkel «, die die Strecken (a7, x})
als Basis haben; vgl. Abb. 8. Wegen a3} — 2} <[(¢,) = 42 und der

Ungleichungen (7.5), (7.5)" gilt dann
7.10) UD,cT(), UD cT" (4,

wobei D, das Bildgebiet C, (w(D,)) von D, ist.

Jedes Gebiet D! enthilt nach der Definition von H,, ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Basis (&), &) und mit dem Basiswinkel
«fs. Besteht @V N H,, aus hochstens einem Punkt, so setzen wir
£ — & =0 und erhalten somit unter Beriicksichtigung der Beziehung-
en (7.8), (7.9), (7.10) und der Schwarzschen Ungleichung die fiir jedes
die Bedingungen (7.5), (7.5)" erfiillendes A > 0 giiltige Abschétzung

4 v v _Oi
e gy Z"D L e
m(T()) — m@G) = ° Lte o
v v 2 X ' " " 2 X
o (Te-aful  (Suenmfwl
=1 Nt =32 N Jtg.
g X P \ g X
M 2 x
(Y uonnmfw>
=1 N Atgx

A
Nach (7.7) ist aber N§ < [(0), und daher ergibt sich durch 1—0
die Ungleichung

M 2 41
(Suonmf =72 aw0).

=1
m tg—
S

Dies gilt fiir jedes M, woraus wegen (7.4)
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A "
sk T R0
/D]\\ DN /_\/\/
(o (%2 —
1 T NO,S N
0 1 0 G LE, €21
Abb. 8.
. 4 tg
("N H,,)P= . () L(0)
tg :
folgt.

Da hier OD E N H,, beliebig ist, besteht die Abschitzung (7.2), und
damit ist Teil 1 bewiesen.

7.2. Aus der Bedingung B folgt, dass auch die Menge f(H, = H
abzdhlbar und also vom Léingenmass Null ist. Wegen I, = (U H.) U H}

m=1
gilt dann 1 = I(I}) = lim [(H]) .
Von der Beziehung (7.1) ausgehend, zeigen wir nun mit Hilfe der Be-

dingungen B und C, dass o(y) fiir fast alle 0 <y << a oberhalb einer
positiven Konstante liegt.

Teil 2. Sind alle drei Bedingungen A4, B und C von 7.1 fir y,
erfiillt, so befriedigt o die Abschétzung

(7.12) olyy) =

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass f:I,—I; nullmengentreu ist.
Zu diesem Zweck wahle man in (7.1) [(£) = 0. Dann ist I*(E" N H.)
= 0 fiir jedes s > 0, und wegen [(I;) = lim I(H)) gilt I*(E") =0 .

§—> 00

Fir jedes messbare B c [, ist die Bildmenge E” also messbar, und
der Bedingung C gemiss gilt fiir jedes s> C

4tg
= o) 1)

tgg

(B =
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Wahlt man hier speziell EF =1,, so ist [(F) =I[Z") =1, woraus
folgt

Da s> C beliebig gewidhlt werden kann, ergibt sich hieraus die Be-
hauptung.

Normiert man das zu betrachtende Rechteck R durch eine Ahnlich-
keitstransformation derart, dass seine Ecken in den Punkten 0, 1l/a,
1/a 4~ v und ¢ liegen, so kann die dem oberen Limes o(y) entsprechende
Funktion o(x) fur 0 <2 <<1l/a durch das analoge Verfahren erklirt
werden. Da die Voraussetzungen 1° und 2° des Satzes 6 auch fir f = 3=
gelten, schliesst man wie oben, dass

X
tga
(7.12) o(x) =

4 tg

fir fast alle «, 0 <a <1l/a, ist.

Als Abschluss des Beweises zeigen wir, dass der Modul des w-Bildes
R’ von R mit Hilfe der Ungleichungen (7.12) und (7.12)" nach oben bzw.
nach unten abgeschéitzt werden kann.

Teil 3. Unter den Bedingungen des Satzes 6 gilt die Doppelungleichung

X
1 =0 WER) = MR =2 3n
(7.13) 4tgo¢‘():i( ):;—&—4('%
S0

Aus dieser fiir jedes achsenparallele Rechteck R, Rc @, giiltigen Ab-
schiitzung folgt schliesslich die Quasikonformitit von w.

Beweis. Um eine obere Abschétzung fiir M(R’) zu finden, normieren
wir R wie in 7.1, so dass seine Ecken in den Punkten 0, 1, 1 4~ 43¢ und
ta liegen. Dann gilt (7.12), und nach Lemma 5 ist also

" &
d 7 - X3

fir fast alle ¥y, 0 <y <a. Durch Integration erhdlt man daraus
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X

fd e
n(RL(0)) = f ( — 4 M) )dy =iy

Hier ist @ = 1/M(R), und aus der Konformitit der Abbildung ¢, folgt,
dass m(Rg(0)) = 1/M(R’) ist. Es ergibt sich also

4 tgx
(7.14) M{R) < T M((R) .

tga

Fiir die untere Abschétzung in (7.13) normiere man das Rechteck R
so, dass seine Hohe gleich Eins ist. Dann gilt (7.12)’, und das obige Ver-
fahren kann mit 2 an Stelle von y wiederholt werden. Dies bedeutet,
dass M(R) und M(R') in (7.14) durch 1/M(R) bzw. 1/M(R’) ersetzt
werden konnen. Man erhilt dadurch die linke Seite der Doppelungleichung
(7.13).

Die Quasikonformitidt von w folgt nun aus dem Satz IV. 3.4 von [6].

§ 8. Die obere Grenze der maximalen Dilatation fiir die Abbildungsklasse
von Satz 6

8.1. Die Resultate der §§ 6—7 konnen noch dadurch verschirft wer-
den, dass man eine von x und C abhingige obere Grenze fiir die maxi-
male Dilatation der betreffenden Abbildung w angibt. In der Tat folgt
aus (7.13) unter Beriicksichtigung des Satzes IV. 3.4 von [6], dass wu
K-quasikonform ist mit

4tgu / nE
€0

aber diese Schranke ist nicht kleinstmoglich, wie schon aus dem Beweis
des Satzes 6 hervorgeht. Im folgenden Satz wird die genaue Schranke
gegeben.

Satz 7. Erfiillt ein orientierungserhaltender Homoéomorphismus w
die Bedingungen von Satz 6 fiir ein €' =1, so ist seine maximale Dila-
tation hochstens gleich dem Ausdruck
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X
tgn + [/ t&°x —t8" 5 (1 — tgx)
C 2
fir 0 <o < -
- & 4
(8.1) D(C,«x) = tg 5 (1 +tgx)
tg £ 7 — 4
x ur = x << 3
tga

Diese Schranke kann erreicht werden.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt die Ungleichung

1

(8.2) DxlB)Zg

fir B=p,, B =B, + L fast iiberall in G und also auch in fast allen
reguliren Punkten von w. Wir betrachten einen solchen Punkt z,,
den wir der Einfachheit halber als Nullpunkt wéhien. Ferner kénnen wir
w(z) = Da 41y + o0(z) annehmen, wobei D der Dilatationsquotient
von w in z = 0 ist.

Aus der analytischen Definition der Quasikonformitit folgt, dass die
obere Grenze der maximalen Dilatation von w gleich dem grosstmog-
lichen Wert von D ist. Um dies zu bestimmen, betrachten wir die affine
Abbildung f, f(z) = Dz -+ iy, und suchen diejenige f,-Richtung, fir
welche die kleinere der Zahlen @ (0,x!pB,), 9(0,x|py+ $7), die
fir w und f iibereinstimmen, am grossten ist. Der maximale D-Wert
ldsst sich dann aus der Bedingung (8.2) fir =4, und f=p,+ 37
berechnen.

Wegen der Symmetrie ist es dem Obigen dquivalent, um eine solche
Richtung B, 0= p =<w=/4, zu suchen, fiir die der kleinste der Bildwinkel
von B —a =argz=p, ff=argz=f+«x, Iat+pf—x=argz
<lm+pB und Iax+p=argz=%a+p+x maximal ist. Aus der
stiickweisen Monotonie der Winkelableitung

dw D
dx ~— D?cos?x + sin?«x

(8.3)

1) Dieser Ausdruck ist reell fiir jedes ¢ =1, und wegen der Monotonie gilt
D(C, ) = 1 dann und nur dann, wenn C =1 ist. Ferner strebt D(C, «) gegen

den Grenzwert C + \/ C?— 1 fir «a— 0 (vgl. [6], Satz IV. 3. 4).
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do
dox
D
.
I
D
I o r
2 2
Abb. 9.

geht hervor, dass der erstgenannte kleinst von den obigen Winkeln ist,
und er erreicht sein Maximum an der Stelle f = zn/¢ fir « < x/4 und
an der Stelle =0 fir « =n/4; vgl. Abb. 9. Aus (8.2) ergibt sich in
diesen Féllen

Q

/ (T )\
el
a,rcth—alctg — 0 /= fiir O<x:Z
tgx)>' fi n<
aICtO‘(*_ 46’ urz x <

(S

Lost man D aus (8.4), so erhédlt man die behauptete Schranke (8.1), die
mit den obigen [-Werten durch eine geeignete Abbildung auch erreicht
werden kann. Wegen der Monotonie von (8.4) ist es auch ersichtlich, dass
diese Abschitzungen fiir keinen der Werte D > D (C', x) gelten.

Bemerkung. Die Voraussetzung € =1 in der Bedingung 9z, x|p)
= 1/C ist nicht notwendig fiir die Quasikonformitdt von w an sich,
aber tatsdchlich gilt in jedem reguldren Punkt von w fir beliebiges f
wenigstens eine der Ungleichungen

Wz, x[f) =1, 9@, x|f+in)=1.

§ 9. Folgerungen aus den obigen Sitzen

9.1. Ableitungen von ¢ . Mit festem [ lassen wir nun « in (5.1) gegen
Null streben und bezeichnen die betreffende obere und untere Limes-
funktion mit ¢ und ¢,

(9.1) gz p)=1lim g, |f), ¢z p) =limg(,«]|f).

a0 - x>0
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In den Punkten, wo @ und ¢ iibereinstimmen, schreiben wir

(9.2) ¢ f) =lmeiz, «|p).

a—>0

Dieser Grenzwert existiert in allen reguldren Punkten von w fiir jedes g

do
und fallt dabei mit (—) in (8.3) zusammen, soweit w entsprechender-
a=4g

do

weise normiert ist. Es besteht

Satz 8. Ist w eine quasikonforme Abbildung von G und gilt fiir
irgendeine Konstante K, 1 < K < o, und fiir jede Richtung B

1

> —

(9-3) 921 B) =%
in fast allen Punkten z € ¢, so ist w K-quasikonform.

Beweis. Es sei z ein regulidrer Punkt von w, fiir das (9.3) gilt; der
Einfachheit halber wihlen wir z = 0. Normiert man w durch geeignete
Ahnlichkeitstransformationen derart, dass w(z) = D + iy + o(z) ist,
so besteht

D

¢zl h) = D?cos?f + sin?2p ’

worin D der Dilatationsquotient im Punkte z = 0 ist. Nach (9.3) gilt
fir jedes

D 1
D? cos? f + sin? K’
Setzt man hier f = 0, so ergibt sich D < K, woraus die Behauptung
nach der analytischen Definition folgt.

v

9.2. Definition einer quasikonformen Abbildung mit Hilfe von Funk-
tion @ . Die Sitze 6 und 7 bleiben auch dann giiltig, wenn die darin vor-
kommende Verzerrungsfunktion ¢ durch ¢ ersetzt wird.

Satz 9. Es seien G, G’ endliche Gebiete und w : G — @ ein orien-
tierungserhaltender Homdoomorphismus. Gilt in zwei senkrechten Rich-
tungen f = pg,, = f,+ + x, fiir einen festen Winkel x, 0 <ax < im,
und fiir eine Konstante C, 1 <C < o,

1° ¢(z, | f) >0 in G mit moglicher Ausnahme einer ¢-endlichen
Menge,

1
2°. (p(z,oc|ﬁ)ga~ fir fast alle z €6,
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so ist w quasikonform. Seine maximale Dilatation ist nicht grosser als
die Zahl D(C,«) in (8.1).

Beweis. Nach (5.4) ist 9(z, x|f)=%t¢@(z,x|p) in jedem Punkt
z € @, und die Bedingungen 1° und 2° von Satz 6 bestehen also mit der
Konstante 2 C an Stelle von C. Die Behauptung iiber die maximale
Dilatation folgt aus der in allen reguldren Punkten z € ¢ giiltigen Gleich-
heit 9z, & |B) = @z, x| ).

Aus den Sitzen 8 und 9 folgt z.B., dass ein Hom6omorphismus K-
quasikonform ist, falls die Bedingung ¢(z, x | f) = 1/K fiir jedes Winkel-
element (2, «|pB) mit beliebigen Winkeln «, 0 <x <j}m, und p
besteht.

Da D(1,x) =1 ist, gilt auch folgendes: Sind die Bedingungen des
Satzes 9 mit C == 1 erfullt, so ist w konform. Insbesondere ist also jeder
orientierungserhaltende, im gewchnlichen Sinne (4.5) winkeltreue Homdoo-
morphismus stets konform.

Mit Riicksicht auf die Bemerkung nach Satz 2 erhidlt man folgende
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Quasikonformitit.

Satz 10. Ein orientierungserhaltender Homgéomorphismus w : G — G
zwischen den endlichen Gebieten ist genau dann quasikonform, wenn es
eine Konstante C,1 < C < oo, derart gibt, dass fiir zwei Richtungen
B =28, B=PB,+ = und fiir einen Winkel «x, 0 <x <}m, gilt:

1° @z, «|f)>0 in G.

1
2° @lz,x|f) = c fast iiberall in & .

Es sei bemerkt, dass die Orthogonalitidt der angegebenen f-Richtungen
in den Sétzen 6 bzw. 9 fiir die Quasikonformitét der betreffenden Abbildung
nicht notwendig ist. Dies folgt daraus, dass zwei Scharen von einander
parallelen Geraden immer durch eine affine Abbildung senkrecht bezo-
gen werden konnen. Ferner lassen die Verzerrungsbedingungen sich in
diesen Sédtzen so formulieren, dass die in den Winkelelementen vorkom-
menden Winkel x; und «, nicht gleich gross sind. In diesen Féllen stimmt
die obere Grenze der maximalen Dilatation natiirlich nicht mit D(C, «)
in (8.1) tiberein.

9.3. Mit Hilfe der in 9.1 eingefiihrten Ableitungen ¢ und ¢ kann
die Quasikonformitit folgendermassen definiert werden.

Satz 11. Erfiillt ein orientierungserhaltender Homdomorphismus
w:G—@ fir zwei einander orthogonale Richtungen £ =f,, B =f,
4+ 3 n sowie fiir eine Konstante C, 1 <C < o, die Bedingungen
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1°. (| ) >0 in G mit moglicher Ausnahme einer g-endlichen
Menge,

1
2° @ (2| P) ga fast iiberall in G,

soist w (C + v C? — 1)-quasikonform.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem des Satzes 6. Man nehme wieder
Bo=0 an und bezeichne ¢(z|0) = ¢(z), ¢(z]|0) = g¢(z). In jedem
Punkt, wo ¢(z) > 0 ist, ist auch oz, cx)_> 0 fir alle Winkel 0 <« < 37 .
Wire ndamlich ¢z, «y) = 0 fiir irgendein 0 <oy << 7w, so wire auch
@pz,x) =0 fir alle 0 <o <&y, also ¢(z) =0. Da 9(z,«) =1 ¢(z, «)
ist, gilt die Bedingung 1° des Satzes 6 somit fiir alle 0 <o < i1m.

Es sei R={z=o+4+wy|0l<ax<], O<y<a}, }_BCG, ein
achsenparalleles Rechteck. Fiir beliebiges 0 <<« <}z gilt dann Teil 1
des Beweises von Satz 6 auf fast allen in R gelegenen horizontalen Strecken
I={2]0<a2<1, y=konstant}, fiur die o(y) endlich ist, d.i.
fiir fast alle 0 <y <a. Bezeichnet I,, y =y,, eine solche Strecke
mit I (H;) =1, so ist die in 7.1 erklirte Funktion f= ¢ ,,© w nullmengentreu.

Nach dem Satz von Fubini gilt

(9.4) P = lim gz, ) = -
£ 0 C

in R auf fast allen Strecken I fiir fast alle 0 <ax < 1; auf I, sei auch
diese Bedingung erfiillt. Bezeichnet man mit J, diejenige Teilmenge
von I,, inder (9.4) gilt, soist I(J,) = l(I;) = 1 und also auch [(J;) =
I(I)) =1. Ist 6, 0<6<im, beliebig angegeben, so gibt es nach
(9.4) fiir jedes z €J, einen Winkel «(z), 0 <«(z) <6, derart, dass
ez, o) =1/20C und also 9z, x) = 1/4C fir jedes « = a(z) gilt.

Es sei F” eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von J, . Ihre
Urbildmenge F = f~1(F") ist dann auch abgeschlossen, und die Funk-
tion «(z) erreicht somit ein positives Minimum «, in F . Nach (7.1)
erhdlt man fir « = «,

Da f nullmengentreu ist, gilt ferner

4tg x,

(L (F)? =

Ko

tg;



42 Ann. Acad. Sci. Fennice A.I. 390

fiir jedes s >4C, vgl. Beweis von Teil 2 des Satzes 6. Hieraus ergibt sich
durch 6 —0

(I (F")? = 16 C o(y,) -
Diese Abschitzung besteht fiir jedes F”c Jg, daher ist

1
oY) =~ -

16 C
Die entsprechende Ungleichung kann auch fir fast alle z,, 0 <z, <1,
bewiesen werden, und nach Teil 3 des Beweises von Satz 6 ist w quasi-
konform.

Es ist noch die Behauptung iiber die maximale Dilatation von w zu
beweisen. Ist z ein regulidrer Punkt von w, so kann zu jedem &> 0 ein
Winkel «x, < 7/4 derart gewihlt werden, dass ¢(z, «) =1/(C 4 ¢) fiir ein
beliebig gewihltes « << «, gilt. Hieraus folgt, dass D(0) = D(C + ¢, )
ist. Durch «—0, &—0 ergibt sich D(0) < C + V/C2 —1, wonach
w (C+ Ver — 1)-quasikonform ist. Anderseits sieht man mit Hilfe
der die Bedingung ¢(z|0) = 1/C erfiillenden Abbildung ¢ o wo g™
w(z) = (C + Vez — 1) + iy, g(z) = ¢7/*z, dass diese Schranke bestmdglch
ist.
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