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Einleitung

Die Frage nach der Charakterisierung einer quasikonformen Abbildung
mit Hilfe der Winkelverzerrung ist frither im zweidimensionalen Fall von
AcARD —GEHRING [2] und vom Verfasser [8] untersucht worden. In der
vorliegenden Arbeit stellen wir uns die Aufgabe, eine dhnliche Definition
im n-dimensionalen Raum anzugeben. Wie in dem Falle n = 2, ist es auch
hier das erste Problem, einen geeigneten Winkelbegriff einzufiihren. Zu
diesem Zweck wird das Verhalten eines n-Kegels bei einem Homgéomorphis-
mus untersucht und ein verallgemeinerter Raumwinkel definiert mit Hilfe
gewisser Kugeln, die im Innern der Bildfldche liegen.

Geeignete Beschrinkungen dieser Bildwinkel garantieren die Quasi-
konformitit des betreffenden Homéomorphismus, wie in § 3 bewiesen wird.
Fiir die absolute Stetigkeit auf Geraden und die fast iiberall bestehende
Differenzierbarkeit ist es hierbei gentigend, nur einander d&hnliche Kegel zu
betrachten, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Umge-
kehrt wird in § 4 die Winkelverzerrung bei einer quasikonformen Abbildung
untersucht.

Bei der Auserbeitung dieser Abhandlung habe ich ein Manuskript von
Agard [1] eingesehen, in dem die Quasikonformitdt mit Hilfe des Winkel-
begriffes von Agard—Gehring (vgl. [2]) charakterisiert wird. Wir werden
in § 5 den Zusammenhang dieses Winkelbegriffes mit unserem nédher unter-
suchen. Ferner hat Caraman [3] mitgeteilt, dass er und Corduneanu [4]
dasselbe Problem gelost haben.

§ 1. Quasikonformitit in dem Raume R"

Es sei (e',...,¢") eine fixierte Basis von R". Jeder Punkt x € R
hat dann die eideutige Koordinatendarstellung

n
=Y uaé,
i=1

und der Winkel (z,y) zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren
x und y ldsst sich aus der Formel



4 Ann. Acad. Sci. Fennicze A. 1. 426

(x]y)

COSs (96 ,y) == mgl“ s

0=(x,y) ==,

berechnen, worin (z|y) das Skalarprodukt Z 2; y; ist.
i=1
Die Definition der Quasikonformitdt in R wird gewthnlich mit Hilfe
des Moduls einer Bogenfamilie gegeben. Zu diesem Zweck betrachte man
eine Familie I' der Jordanbogen. Wir bezeichnen mit F(I') eine Menge
der Funktionen o mit den Eigenschaften:

1°. o(x) = 0 fiir jedes x € R*,
0 ]

2°. o ist Borel-messbar,

3°. /stgl fir jedes y € I'.
Y

Man setzt

M(I') = inf / o .
0€F(T)
Rn
Die Zahl M(1I") heisst der Modul von I'. Eine quasikonforme Abbildung
wird nun auf folgende Weise erklirt.

Definition. Ein Homéomorphismus f von G c R" ist K-quasikonform,
1 =K < oo, wenn die Doppelungleichung

}MmngmgKﬂm

Jar jede Bogenfamilie I’ in G g¢ilt.

Eine mit dem Obigen dquivalente Charakterisierung der Quasikonformi-
tét ist die sogenannte analytische Definition, die auf dem Begriff der »abso-
luten Stetigkeit auf Geraden» beruht. Eine stetige Abbildung f: G — G’
ist absolut stetig auf Geraden oder ASG in ¢, wenn sie fiir jedes Intervall
I={@€RrR |a<a:<b, i=1,2,...,n}, IcCG, absolutstetig auf
fast allen achsenparallelen Strecken ist, die in 7 liegen. Dies bedeutet,
dass diejenige Teilmenge E von I; = {x € |2; = a;}, fiir die f nicht
absolut stetig auf der Strecke {y +-te' |y €E, 0 <t =<0b, —a;} ist,
eine Nullmenge in bezug auf das (n — 1)-dimensionale Lebesguesche Mass
ist. Eine in (¢ ASG-Funktion f besitzt endliche paitielle Ableitungen fiir
fast alle x € ¢. Sind die partiellen Ableitungen von f dazu lokal L~-
integrierbar, so sagen wir, dass f eine ASG,.-Funktion ist. Hieraus folgt,
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dass f fiir fast alle « € G differenzierbar ist (vgl. Viisild [10], Lemma 3),

und wir bezeichnen hierbei

(L.1) L(w, f) = max [Df@)hl , Iz, f) — min Df@)h| ,
lhi=1 lhi=1

wo Df(x) die Ableitung von f im Punkte a ist. Ferner sei J(x,f) die

Jacobische Funktionaldeterminante von f.

Die analytische Definition der Quasikonformitéit lautet (vgl. Viiséild
[10], Theorem 2): Ein Homdoomorphismus f:G — G ist K-quasikonform
genaw dann, wenn er ASG, in G ist und firr fast jedes x € G die Doppelun-
gleichung

(1.2) (L )K= (e )] = K@, )

befriedigt.

In den nachstehenden Betrachtungen wird das Hausdorffsche lineare
Mass angewandt, das fiir die Mengen von R" auf folgende Weise erklért
wird: Es sei E eine Menge in R". Zu jedem 0 > 0 betrachte man alle
abzihlbaren Uberdeckungen % von E mit den Punktmengen B, von
denen jede einen Durchmesser d(B) << ¢ besitzt. Man setze

A(E , 6) = inf X d(B)
und definiere das dussere lineare Mass von FE als den Grenzwert

A*(E) = lim N(E , 9) .
50
Auf einer Geraden stimmt .1*(E) mit dem Lebesgueschen dusseren Lingen-
mass iiberein. Ist E A*-messbar, so bezeichnet man A¥(E) mit A(E).
Ferner ist A* ein regulires Carathéodory-Mass, wonach alle Borelschen
Mengen A*-messbar sind.

§ 2. Definition eines Raumwinkels

Es sei f:G— (G ein Homdomorphismus zwischen den Gebieten G
und G’ in R* und « ein fester Winkel, 0 << x << z/2. Die Menge aller
Punkte xz € G der Doppelkegelfliche [cos (¢ — a°,v)| = cosx, wo a0
ein Punkt von G und v, |v| = 1, ein fester Vektor ist, bezeichnen wir
mit W(x°, v, «). Mit Hilfe der Bildmenge W'(2°,v,n) = f(W(2°,v,«))
wollen wir das f-Bild des Kegelwinkels o auf geeignete Weise definieren.
Zu diesem Zweck betrachten wir fiir ein reelles ¢ £ 0 die Kugel K.(t)
mit dem Mittelpunkt in f(x° + fv) und mit dem Radius r = r(a?, 2° -+ tv),
wo r(20, 2% 4 tv) die Entfernung des Punktes f(«° -+ fv) von der Menge
W', v,x) ist.
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Man setze fir m =1,2,...
r(a®, a® 4 tv)

\f(@® + tv) — f(2°)]

Om(2®, v, «) = inf
o<t < 711
Dann ist (w.) eine nicht abnehmende Folge, und wir definieren den Bild-
winkel des erzeugenden Winkels von W(a?,»,«) durch den Ausdruck
arc sinw(a?, v, «)
in dem

o@,v,s) =limm,@°, v, «)
ist, 0 Zw(®,v,x) = 1. Bei der Definition dieses Winkels geniigt es
natiirlich, sich auf eine beliebige Umgebung von 2° zu beschrinken. Ferner
sieht man unmittelbar, dass arcsin w(2?, v, ) dieselbe Bedeutung wie o
hat, falls W'(2°, v, x) eine gewthnliche Kegelflidche ist, deren erzeugender
Winkel kleiner als /2 ist.

§ 3. Definition der Quasikonformitit mit Hilfe der Raumwinkel

Wir beweisen folgendes?:

Satz 1. Ls set f:G — (' ein Homdbomorphismus zwischen den Gebieten
G und G in R". Gelten die Bedingungen

1°. arcsino(x,é,x) >0, ¢ =1,2,...,n, fir jedes x €6,
2°, arc sin o(x,v,x) = «/K fir jedes v, |v] =1, unf fir fast alle
x €@,

wobei K =1 eine endliche Konstante ist, fir jedes x, 0 < x < a2, so
ist f K" '-quasikonform. Die Zahl K" ' ist hierbei die bestmogliche.

Der Beweis dieses Satzes wird in den folgenden drei Hilfsséitzen auf
Grund der analytischen Definition gefiithrt. In Lemma 1 und Lemma 2
wird die AS8G,-Eigenschaft von f bewiesen, und hierfiir braucht man nur
eine Klasse von einander dhnlichen Kegeln zu betrachten, deren Achsen
parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Der Kiirze halber werden die
Bedingungen 1° und 2° in Lemma 1 und 2 fiir « formuliert, was natiirlich
keine Beschrinkung bedeutet.

1) Wie aus dem Beweis leicht hervorgeht, gilt Satz 1 auch dann, wenn der Ausdruck
arcsin w in den Bedingungen 1° und 2° durch o ersetzt wird.
gung
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Lemma 1. Gilt fir einen festen Winkel «, 0 <& < 7/2,
1° ox,e,x) >0 fir jedes x €G,

2°. w(x,eé,n) =«/K fiur fast alle z €G,

se..,m, so st f ASG in G.

o

=1,

Beweis. Wir wihlen ein n-Intervall I = {x € R" |a; < < b}, I G,
und bezeichnen seine Projektion auf der Ebene x; = 0 mit I, Fiir jede
Borelsche Menge EcC I, sei Qp={x +te'|x€E, a, <t <b} Das
Lebesguesche Volumenmass F(E) = m(f(Qg)) ist eine nichtnegative addi-
tive Mengenfunktion und besitzt daher eine endliche Ableitung fiir fast alle
z € I,. Wegen der Stetigkeit von f ist w., m =1,2,..., und alsoauch
o messbar in ¢, und nach dem Satz von Fubini gilt daher die Abschéitzung

(3.1) w@, e, n) = /K

fast iiberall auf der Strecke . fiir fast jedes z € I,. Wir wihlen einen
solchen Punkt z € [, fiir den diese zwei Bedingungen erfiillt sind, und
bezeichnen die entsprechende Strecke . mit J. Wegen der Symmetrie
wird die 48G-Eigenschaft von f bewiesen, wenn wir zeigen, dass f absolut
stetig auf J ist; der Einfachheit halber nehmen wir an, dass J die Strecke

{r€R"|0<a, <1, 2y=...=wa,= 0} ist. Ferner bezeichne man mit

6(0) den Grenzwert lim m(Z'(0))/m(Z(0)), wobei Z(g) der Zylinder
Q—>0

fx€R" |0 <o <1, ...+ a2l <? ist. In den nachstehenden

Betrachtungen wird das f- Blld einer Menge A allgemein mit A’ bezeichnet.

Es sei E cJ eine beliebige in bezug auf das lineare Mass messbare
Menge. Fiir jedes s> 0 bezeichnen wir mit H,. die Menge derjenigen
Punkte x von J, fiir die on(x,e',x) = «fs ist. VVegen der Stetlgkelt von

f sind H,, und H,, abgeschlossen. Die Borelsche Menge H, = U H,. =

m=1

lim H,,, enthilt alle Punkte von J, fir die w(x, e, x) > a/s ist.

m-> 0

Wir wollen zunichst die Giiltigkeit der Abschitzung

(3.2) A¥(E'NH)) < x 5 1/0(0) (A1

fiir jedes s > 0 beweisen, wo » die Konstante ]/ 2tan""'x Q, ,/Q, istl).
Nach der Gleichung

A(H) = lim A(H,,)

m—> 20

1) Wie gewohnlich, bezeichnet ; das Mass des Einheitskugels [x] <1 in Ri.
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geniigt es hierfiir, die Beziehung
S n
(3.3) A*(E'NH.,)<x " VG(O) (A(E))*1

fiir jedes ganzzahlige m zu begriinden.
Zu diesem Zweck iiberdecke man fiir festes m die Menge E N H,,
mit offenen punktfremden Intervallen O,cJ, ¢=1,2,... . Die

Vereinigungsmenge O = | O; befriedigt dann die Beziehung

i=1
(3.4) ENH.nCONH.CO.

Wir wihlen eine beliebige ganze Zahl M > 0 und schitzen die Summe
M

> A(0; N H,) nach oben ab.

=1

Man zerlege das Intervall J in P, p = m, gleich grosse abgeschlossene
Teilintervalle und wihle unter diesen diejenigen, die gemeinsame Punkte

mit U O; besitzen. Bezeichnet man diese Intervalle mit J,, k=
i=1 M
1,2,...,N, sogilt U 0; c U Jir. Da die Gesamtlinge derjenigen Teil-
2
intervalle von U I, die 0; uberdeekt kleiner als A(0)) —{— — ist, gilt

die Ungleichung

1 }\' g 2
35 ZV-‘—‘: 1J Oi M'""
(3.5) 7 = & (/) < <2 A(0:) + 7

Um die gewiinschte Abschitzung zu gewinnen, schitzen wir zunichst
den Durchmesser d, von J, N H. nach oben ab. Sind ¢ und b zwei
Punkte von J,N H,., ja] =|b, so bezeichnen wir mit T(a,b) die
Menge

{x €R" [cos (v —a,el) > cosa}N{x €R" |cos(x—b.e) << — cosnr}.

Im folgenden wird V(a,b) das von der Strecke {x €J | ja, =< 2 < b}
bestimmte Kegelelement genannt. Sei p so gross, dass die abgeschlossene
1
Hiille des Zylinders Z (% tan « ) in @ liegt. Fur das Volumenmass von 7
gilt
/ 1 A / 1 n—1
(3.6) m (Z‘)— tan « )) = (;)— tan « 0. ..

VA2 2p

Nach der Definition von H,, enthdlt V'(a,b) eine Kugel K.(y),
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deren Mittelpunkt y auf J, derart liegt, dass |y — f(a)|= |y — f(b)| ist,
und deren Radius r die Beziehung

x [ f(a) — f(b)

r=—- —
- s 2

erfiillt. Daher gilt

[

%%VW_NW§Q“§WWaW§<m,

worin ¥V, das von der Strecke .J, bestimmte Kegelelement ist. Fiir den
Durchmesser d, von .J, N H, erhilt man hieraus die Abschitzung

n

(3.7) i = sup [f(a) — fO)" = 5 (s/*)" m(Vy) -
]\' .
Es sei d(p) =max (d;,...,dy). Da (U Jy) N H,, eine Uberdeckung
M

von (U 0;) N H), ist, erhilt man aus (3.5), (3 6), (3.7) und aus der Holder-
1
schen Ungleichung

M n al
A(( U 0)NH,,, é(p)) = (./? di)"

N on ) o A\% ,
=N NS S X Y m(Vy
2 (5/3) (Z(l . )) ](gA(0)+2111‘"—1
< = (s/x)"m\Z'\— tan«x || . p"~ ; )
Q. \2p /) p ZT p
(7l ane )
on m 5 tan « , o J\n-1
<75 tan"" ' x Q. (s/x)" 1 : (/1(0) + — .
! m (Z( tan « )) P
2p /

Wir lassen nun p gegen unendlich streben. Wegen der Stetigkeit von f ist
lim 6(p) = 0, und durch eine einfache Betrachtung ergibt sich

p—>

y R
«yO)nH></—1/ 0)(A(0)"

Dies gilt fiir jedes M > 0, woraus nach (3.4) folgt

n /

’ $ // n—1
AE' N H.) < %~ ] a(0)(4(0))* 1 .
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Da O eine beliebige offene Uberdeckung von E N H,, ist, schliesst man
hieraus die Giltigkeit von (3.3).

Aus der Abschitzung (3.2) und der Bedingung 1° folgt nun, dass
f:J —J"  nullmengentreu ist. Ist niamlich A(E) =0, so gilt
A*(E' N H.) = 0 fiir jedes s > 0 und daher A*(E’) = lim A*(E'N H) = 0.

§—> 0

Fiir jede messbare Menge E c J ist E’ also messbar, und der Bedingung
(3.1) gemadss gilt fur jedes s > K

nJ/

AE) = A(B'NH) < x ] a(0) (A(E))"" .

P[w

Daher ist

noJ

K
Ay = x|/ o)Ay,

woraus die absolute Stetigkeit von f folgt.
Zweitens beweist man die lokale IL"-Integrierbarkeit der partiellen
Ableitungen von f.

Lemma 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 ist f ASG, in G.

Beweis. Wegen der Symmetrie wird die Behauptung bewiesen, wenn
wir zeigen, dass die Ableitung o,f lokal L -integrierbar ist. Man bezeichne
mit K,, die Menge aller Punkte « € ¢, fir die o.(v,el,n) = «fs ist.
Ferner sei E die Menge derjenigen Punkte von ¢, wo die endliche Ab-
leitung 9,f existiert; nach der ASG-Eigenschaft von f und gemiss dem
Satz von Fubini ist m(G — E) = 0.

Es sei 2°€ F N K,. ein x;-Dichtepunkt von £ N K., (vgl. z.B.
Lehto—Virtanen [6], S. 120). Wir konnen dann eine Folge ¢, ,¢,,... von
verschiedenen reellen Zahlen mit den Eigenschaften 0 <t << 1/m, limt, =
0, derart wihlen, dass die Punkte a’ = a0 + te' in K, liegen. Fiir genii-
gend grosse Werte von » enthilt D das Kegelelement V(20,2%). In
V'(?g0 2") konnen wir wieder eine Kugel konstruieren, deren Radius r(2?, 2”)

2'1—1 n
0 J— i R
_23 |f — f(x9)] ist, vgl. S. 8. Da [ .Qn_lta,n"‘]ocm(v(@ , ")
ist, erhdlt man hieraus die Abschitzung
f@) — fo)r (r(a®, )"
) g on Q, AT ) _
(3-8) O [xl — om = 20 Ou(s]o) " — at®
20  tan" 'w m(V'(2°, &)
= (/o)

n : m(V(®, a")
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Setzt man 7(4) = m(f(4)) fir jede Borelsche Menge A4 cC ¢, so
existiert die endliche Ableitung <’(x) fiir fast alle « € ¢. Wir nehmen an,
dass der obige Punkt 2° auch diese Bedingung erfiillt. Da 0,f(a?) existiert,
folgt aus (3.8)

A

(3.9) B £ = (sfay (@),

wo x die Konstante in (3.2) ist.
Fast alle Punkte von K N K,, sind ;-Dichtepunkte, und daher
ergibt sich durch Integration

n L

X

Buflr < 5 (slay | = S sy (),

CNK,,, CAK,p,

wo C' eine beliebige kompakte Teilmenge von ¢ ist. Bezeichnet man mit
feel

K, die Vereinigungsmenge |J K., so gilt ferner

m=1
%n
/ 0" = n (s/a)" m(C") .

CchK,

Da K, alle Punkte x € G enthilt, fiir die o(x, €', ~) > ~/s ist, gilt die
Gleichheit m(C N K,) = m(C) fir jedes s> K. Hieraus ergibt sich

n

[l =% iy me).

C

und damit ist Lemma 2 bewiesen.
Als Abschluss des Beweises von Satz 1 ist noch zu zeigen, dass f die
Doppelungleichung '

(3.10) Lie fy K" = U f)) = K"l fy

fast iiberall in G befriedigt. Als Vorbereitung betrachten wir die Ver-
dnderung eines gewchnlichen Winkels bei einer linearen Abbildung.

Lemma 3. Esset A, A(x) = Z Jivi€, 2y = ... = 2> 0, eine lineare
i=1
Abbildung von R* wund 0 <« < xz/2. Fir jeden Winkel (x,y) =«
gilt dann

T x
(3.11) f = 2 arc tan (7 tan |,
\ Ll -~

wo f der Bildwinkel von (x,y) ist. Die Schranke ist die bestmdgliche.
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Beweis. Betrachtet man die Einschrdnkung von A4 auf die xy-Ebene,
so sieht man durch elementare Betrachtungen, dass f am kleinsten ist,
wenn « und y in der 2, x,-Ebene in bezug auf die z;-Achse symmetrisch
liegen. In diesem Fall gilt auch die Gleichheit in (3.11).

Da f nach Lemma 2 fast iiberall in ¢ differenzierbar ist (vgl. z.B.
Viisdld [10], Lemma 3), folgt die Behauptung von Satz 1 schliesslich aus
dem folgenden Hilfssatz.

Lemma 4. Es sei x ein Punkt von G, in dem f differenzierbar ist. Ist
(3.12) arcsinw(r, v, x) = «/K

Sfur jedes v und fir alle Winkel 0 <« << /2, so gilt (3.10), wo die Schranke
K"~ die bestmégliche ist.

Beweis. Ist L(x,f) =0, so gilt (3.10) trivialerweise. Andernfalls
erreicht man durch geeignete Ahnlichkeitstransformationen, dass a = 0
und die Koordinatenfunktionen ¢; von ¢ = Df(0) die einfache Form
gi(x) = J;x; haben, wo /J, =4 =...=1 =0 die Halbachsen der
Bildellipsoide von |z| = 1 sind. Es ist leicht ersichtlich, dass 7, > 0 ist
und dass die Bedingung (3.12) auch fiir die Abbildung ¢ gilt.

Nach Lemma 3 und der Bedingung (3.12) ist min arc sinw(0, v, &) =

Jn o
2 arc tan (—/,- tan ;) = /K fir jedes 0 <x <z/2. Durch den Grenz-
‘vl -~

iitbergang « — 0 erhilt man hieraus die genaue Abschitzung 2,/1, < K.
Die Doppelgleichung (3.10) ist dann giiltig, und durch die spezielle Wahl
Mh=...=2 =K, =1 oder 1, =K, Jg=...=),=1 sieht
man, dass die Konstante K" ' die kleinstmégliche ist.

§ 4. Verzerrung eines Raumwinkels bei der Quasikonformitit

Bei einer K-quasikonformen Abbildung ebener Gebiete kann die
genaue Schranke fiir die Winkelverzerrung nach unten in allen Punkten
hergeleitet werden, vgl. [2] und [8]. Im Falle n = 3 ist die Situation in
allen reguldren Punkten gleich; wegen des speziellen Charakters der rium-
lichen Dilatation ist das Resultat hierbei jedoch nicht den Formeln (3.10)
und (3.12) dhnlich. In einem nicht-reguliren Punkt der Abbildung scheint
die Bestimmung der genauen Schranke dagegen sehr schwierig zu sein,
und wir begniigen uns damit, nur eine positive von K und « abhingige
Schranke zu ermitteln (Satz 3).
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Satz 2. Hs sei f:G —G' eine K-quasikonforme Abbildung in R
Far fast alle Punkte x € G gilt dann

(4.1) arc sin o(x , v, ) = 2 arc tan (K" tan (x/2)) ,
wo 0 <« < m/2 ist. Die Schranke ist die bestmogliche.
Beweis. Nach Viisilda [9], Theorem 6.10 und 6.13, ist f differenzierbar

und J(z,f) # 0 fiir fast jedes = € ¢. Wir kénnen annehmen, dass * = 0
ein solcher Punkt ist und dass die Ableitung g = Df(0) durch

-

gla) = D ke, W =...=ZI>0,
=

gegeben ist. Die Formel (4.1) folgt nun fast unmittelbar aus (3.11) wegen
der Ungleichung 1./, = K", vgl. (1.2).
Ferner ist die Genauigkeit von (4.1) zu begriinden. Da (3.11) scharf ist,

geniigt es hierfiir, eine solche K-quasikonforme Abbildung g(z) = >’ Aa; ¢
i=1

zu konstruieren, fiir die /2, = K" ist. Zu diesem Zweck setze man

mit d = 2/n(n — 1). Da die Summe der Exponenten gleich eins ist, gilt
die Doppelgleichung

=y = KT

und ¢ hat also die gewiinschten Eigenschaften.

Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen Fall tiber und benutzen hierfiir das
folgende Resultat von Gehring (vgl. [5], Theorem 11): Ist f:D — D',
oD + O, oD’ + @, eine K-quasikonforme Abbildung, so gilt

@) — fol _ <‘r~yi)

o(x, D)

e(f(x), aD") —

firalle ,y € D mit |x — y| < o(x, aD), wo o(x, dD) und o(f(x), 0D’)
die Entfernungen der Punkte x bzw. f(x) vom Rande 0D bzw. 0D’
sind. Hier ist @, eine bestimmte, auf dem Intervall (0, 1) definierte, echt
zunehmende und stetige reellwertige Funktion, die in den Endpunkten von
(0, 1) die Grenzwerte lim @k(f) = 0, lim Ok(t) = o besitzt.V

t—>0 t—0

1) Dieses Resultat ist von Caraman [3] auf den n-dimensionalen Fall verallge-
meinert worden.
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Mit Hilfe dieser Formel beweisen wir den folgenden Satz, wobei die
entsprechende Verzerrungsfunktion im Falle der n-dimensionalen Abbil-
dungen mit O% bezeichnet wird.

Satz 8. Es sei f:G—G eme K-quasikonfore Abbildung in R
In allen Punkten gilt dann fir jedes 0 <o« < z/2 und |v| =1 die Ab-
schdtzung

(4.2) ol ,v,x) = O " (sinx),
wo (O%)~' die Umkehrung von Of ist.

Beweis. Man nehme z = f(2) = 0 an. Es geniigt offenbar, den Kegel
WHO0,e,x) = W(O,e,x)N{x €R" |z, > 0} zu betrachten. Wir wihlen
einen Punkt 2z der positiven xz;-Achse derart, dass die Kugel K =
{z€R"| |z — f(x)] < |f(x)|} in G liegt. Fiir beliebiges y € W+(0, e, x)
schiitzen wir das Verhiltnis |[f(x) — f(y)|/|f(y)] nach unten ab. Liegt f(y)
in K, so liefert der obige Verzerrungssatz von Gehring, auf die Abbildung
fK angewandt,

sing < -~ =0
= okl TFLIf@)
Da andernfalls [f(z) — f(y)|/|f(x) = 1 ist, schliesst man hieraus die Giiltig-
keit der Formel (4.2).

Aus den obigen Resultaten erhilt man unmittelbar die folgenden not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Quasikonformitit.

x —y| n’mm—ﬂm»

Satz 4. Ein Homdéomorphismus f:G — G zwischen den Gebieten G
und G’ von R" ist quasikonform genaw dann, wenn

1° o@,v,x) >0 fir jedes x€G, v|=1, 0 < <a/2,

w(x,v ,cx))

2°. ess inf( inf >0.

x€EG 0<a<<mf2
=1

§ 5. Winkelbegriff von Agard—Gehring

In seiner Arbeit [1] hat Agard einen topologischen Winkel definiert, der
in engem Zusammenhang mit unserem steht. Der Bildwinkel des erzeugen-
den Winkels von W+ ,v,&) = W(z,v,x)N{y €R" | (y — v ,v) = 7/2}
bei einem Homoomorphismus f wird von Agard durch den Ausdruck
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, I 1) — 16)]
(1) e, v, ) = 2are sin {lminf g ) T ) —f(x”)

definiert, in dem y auf der Kegelfliche W+(x,v,«) und z auf der Achse

Lt(x,v,x) von WHx,v,x) liegen.
Man setze nun

Ax,v,s) = Mn (A'(x,v,x), Alx, —v,x)).

Obgleich die Winkel A4(x,v,«) und arcsinw(x,v,«) im allgemeinen
nicht gleich gross sind, ist ihr Verhéltnis doch beschriankt, wie wir im
Folgenden zeigen werden. Da A(x ,v,«) dazu in allen reguldren Punkten
von f mit arcsinw(x,v,«) ibereinstimmt, sind Satz 4 und das ent-
sprechende Resultat von Agard unmittelbare gegenseitige Folgerungen.

Satz 5. Es sei f: G — G ein Homoomorphismus zwischen den Gebieten
GC R und G C R" sowie 0 <« < z/2 ein fester Winkel. Fir jedes v
gilt damn die Doppelungleichung

. o ,v,x) 1 .
(5.2) 2arcsm<mln(~ —, )| <L A(x,v,x) = 2arcsino(@,v,x).

Beweis. Wir betrachten die Punkte y € W+(z ,v,«) und z € L*(x , v , ).
Die rechte Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der Abschétzung
\fy) — f2)] _ fy) — f2)]
If@) — f@)] + @) — fE)] — 1f@) — fE1]
Zur Begriindung der linken Ungleichung (5.2) bemerken wir zuerst,
dass

If(y) — f()] - If(y) — f(2)!
fy) — f@)] + If@) — f@)] ~ 4 f(z) — fl2)]

fiir jedes y mit |[f(y) — f(x)] < 3 |f(x) — f(z)| gilt. Andernfalls erhilt man
durch eine einfache elementargeometrische Betrachtung die Ungleichung

f) — 1@ 1
fo) = f@) + 1f&) —f@)] = 2

Die linke Ungleichung (5.2) folgt fast unmittelbar aus (5.3) und (5.4).

(5.3)

(5.4)

Aus dem folgenden Beispiel geht schliesslich hervor, dass arcsin
wx,v,x) # A(x,v,x) schon im Falle n =2 sein kann.
Man betrachte fiir ein festes @ > 0 in der komplexen Ebene die Bogen
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