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Einleitung

1. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das verallgemeinerte
Dirichletproblem fiir eine allgemeine (nicht notwendigerweise formal selbst-
adjungierte oder elliptische) lineare partielle Differentialgleichung.

2. Rolf Nevanlinna hat in Vortrigen 1952—1953 sowie in seinem
Artikel [23] auf den engen Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten
Dirichletproblem fiir eine (nichtelliptische) formal selbstadjungierte Diffe-
rentialgleichung und dem Problem der Konstruktion einer Projektion auf
einen Unterraum eines Hilbertraumes in bezug auf ein zweites »indefinites»
Hermitesches Skalarprodukt hingewiesen. Als erste Anwendung der von
Nevanlinna ([22] —[26]) entwickelten Theorie der indefiniten Skalarprodukte
hat I. S. Louhivaara ([14] und [15]) Randwertprobleme fiir eine spezielle
gleichmiissig elliptische formal selbstadjungierte Differentialgleichung
behandelt. Entsprechende Resultate fiir allgemeinere gleichmiissig ellip-
tische formal selbstadjungierte Differentialgleichungen wurden spiter mit
dhnlichen Methoden von S. Hildebrandt [8] im Anschluss an gewisse
Untersuchungen von E. Holder erhalten. Louhivaara gab in [17] eine
hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Losung des verallgemeinerten
Dirichletproblems fiir nichtelliptische formal selbstadjungierte Gleichungen;
ein sowohl notwendiges als auch hinreichendes Kriterium fiir dasselbe
Problem leitete dann F. E. Browder [4] her.

Die erste Verdffentlichung iiber nicht formal selbstadjungierte (nicht-
elliptische) Differentialgleichungen unter Verwendung verwandter Methoden
stammt von W. Littman [13].

Diese Resultate bezogen sich alle auf Differentialgleichungen der Ord-
nung 2 oder 2m, die eine (in einem geeigneten Funktionenraum)
beschréinkte »Dirichletsche» Bilinearform erzeugen. 1In einer weiteren
Arbeit [5] versuchte Browder, sich von diesen Einschriankungen zu befreien;
er betrachtete nicht formal selbstadjungierte Gleichungen beliebiger Ord-
nung 7.

Ju. P. Ginzburg und I. S. Iohvidov leiteten in ihrem Ubersichtsartikel
[7] eine neue Bedingung fiir die Existenz einer Projektion in bezug auf
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ein indefinites, nicht notwendigerweise Hermitesches Skalarprodukt her.
Einer Idee von S. Hildebrandt und E. Wienholtz [9] folgend, kam S. Sten-
holm [28] zu dhnlichen Bedingungen.

Wegen einer Darstellung der Entwicklung der Nevanlinnaschen Theorie
der indefiniten Skalarprodukte sei auf [19] verwiesen.

3. In den Kapiteln 1—3 dieser Arbeit wird das verallgemeinerte
Dirichletproblem fiir eine nicht notwendigerweise formal selbstadjungierte
lineare partielle Differentialgleichung beliebiger Ordnung r mit Rand-
daten ebenfalls beliebiger Ordnung ¢ behandelt. Das sehr allgemein
formulierte verallgemeinerte Dirichletproblem (Problem I) wird in eine
Fragestellung (Problem IIT) in dem Hilbertraum der Funktionen mit homo-
genen Randdaten umgeformt. Fiir die Existenz einer Losung von Problem
III wird notwendig und hinreichend sein, dass ein gewisses Element in der
Wertemenge eines dicht definierten abgeschlossenen linearen Operators des
betreffenden Hilbertraumes enthalten ist. In Kapitel 2 wird deswegen die
Wertemenge eines linearen Operators charakterisiert; die dabei vorkom-
menden Resultate verfeinern Ergebnisse von Browder [4] und Stenholm
[28]. In Kapitel 3 konnen wir dann ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fiir die Losbarkeit des verallgemeinerten Dirichletproblems
angeben.

In Kapitel 4 werden die Resultate aus den fritheren Kapiteln auf (nicht
formal selbstadjungierte) gleichmassig stark elliptische Differentialgleichun-
gen angewandt, wobei auch Differentialausdriicke mit unbeschrénkten
Koeffizienten zugelassen werden. Wir beweisen den bekannten Existenz-
satz (den Fredholmschen Alternativsatz).

Die Frage, ob man mit dem allgemeinen Kriterium von Kapitel 3 noch
andere konkrete Klassen von Differentialgleichungen behandeln kann,
bleibt hier offen.

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Professor Dr. I. S.
Louhivaara. Fiir sein wohlwollendes Interesse und seine freundliche Hilfe
bei der Abfassung des Manuskriptes sei ihm an dieser Stelle herzlichst
gedankt. Ich méchte auch den Herren Professoren Dr. A. Huber und Dr.
A. Pfluger fiir die wertvollen kritischen Bemerkungen beim Durchlesen der
Arbeit meinen verbindlichsten Dank aussprechen.



1. Problemstellung und Definitionen

1.1. Sei 2 ein beliebiges (offenes) Gebiet in einem n-dimensiona-
len reellen euklidischen Raum R*. Fir Funktionen ¢,y € 0'(Q)
(t=0,1,...)") definieren wir das Skalarprodukt

(L1) oy =Y /DPwD_Pwdx;
p =t
Q
die entsprechende Norm ist
(1.2) gl = +Vip, o).
Dabei ist p = (p;,...,p,) ein Multiindex mit nichtnegativen ganzen

Zahlen py,...,p,, |pl=m+...+p,, D' =D*...Di» (D; = 9/ox,) .

Es sei (' (Q) die lineare Menge aller Funktionen ¢ aus C'(Q)
mit  |lg|, < oo. Durch Einfilhrung des Skalarproduktes (1.1) wird
C'(2) zu einem Skalarproduktraum, dessen Vervollstindigung beziiglich
der Norm (1.2) mit H'(Q) bezeichnet wird (der Raum H'(2) ist also
ein Hilbertraum). Die Funktionen aus H'(£2) besitzen definitionsgeméss
starke L2 -Ableitungen bis und mit Ordnung ¢ (vgl. [2], S. 3—4).

Sei H(Q) die Abschliessung der Menge C7(2) im Raume H'(Q).
Es gilt HQ) = Hy(Q) = L*(Q). Fir ¢>0 ist H{(2) im allge-
meinen ein echter Unterraum von H'(2) (vgl. [12], S. 15, Satz 3.1).
Jede Funktion aus C'(2) N H4Y(Q), zusammen mit allen ihren partiellen
Ableitungen bis und mit Ordnung ¢—1, verschwindet im klassischen
Sinne am Rande von £, falls dieser geniigend reguldr ist. Aus diesem
Grunde sagt man, dass die Funktionen aus H{(£2) und alle ihre starken
L2 -Ableitungen bis und mit Ordnung ¢—1 im L?-Sinn homogene Rand-
werte annehmen.

1)  O4Q) ist die Menge der ¢-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen, auf
2 definierten Funktionen und

0@ = N oHQ) .
t=

Die Menge der Funktionen aus C®(£2) , die je einen kompakten Tréger in (2 haben,
bezeichnen wir mit CF(L2).
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Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialausdruck
(1.3) | = Z ap Dr
plsr

der Ordnung » mit Koeffizienten «, € L;,(2) *). Der zu ! formal
adjungierte Ausdruck [!° ist durch

(1.4) lp = 3 ()" D@ g) = 3 ax Dy
lp=r pEr

fir alle ¢ €0y (2) als ein Differentialoperator, dessen Koeffizienten
Distributionen sind, definiert. Fiir das Folgende setzen wir a) € L} (2)
voraus. Es gilt

Coswy = (@0 p)
fir ¢,y € Cy(92).
Sei f€ L¥Q) gegeben. Eine Funktion u € L{ (Q) heisst schwache

loc

Lésung der Gleichung [ u = f, wenn die Beziehung

(l, ¥ /”')0 = (¢ :f)O
fir alle ¢ € CF(2) erfillt ist.
Wenn wir im folgenden das verallgemeinerte Dirichletproblem mit
Randdaten der Ordnung t—1 betrachten, wird eine Funktion g € L*(Q)
zuldssig genannt, falls das fir ¢ € Cy°(2) durch

(1.5) bip) = (Uw.9)

definierte lineare Funktional b, beziiglich der Norm des Raumes H(2)
beschrinkt ist, d. h. falls |[(I" ¢, ¢)yl fiir ¢/, =1 beschrinkt ist.

1.2. Wir stellen das verallgemeinerte Dirichletproblem fir die Gleichung
lw = f mit Randdaten der Ordnung ¢—1:

Problem 1. Gegeben seien eine Funktion f€ L*Q) und eine zuldssige
Funktion g € L*(Q).

Gesucht ist eine Funktion w derart, dass

(1.6) g, u)y = (@,

fir alle ¢ € Cy(2) gilt (d.h. w eine schwache Losung der Gleichung
lu=f) und dass

(1.7) v = u—g € H\(Q)

vst.

2)  Hine Funktion w liegt definitionsgemaéss in L (Q) , falls zu jedem Punkt
x € Q eine (offene) Umgebung U mit wuly € L}(U) existiert.
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Mit E bezeichnen wir die stetige Erweiterung des durch (1.5) definier-
ten Funktionals b, auf den Raum Hj(2): Es gilt also

be(p) = by(p) = ("¢, )
fir ¢ € CY(Q).

1.3. Problem I ist dquivalent dem folgenden

Problem II. Gegeben seien eine Funktion f€ L*(Q) wund eine zuldssige
Funktion g € L*(Q).

Gesucht ist eine solche Funktion v € Hy(Q), dass

(1.8) e, v)e = (@,fo— T ¢,9)

fiur alle @ € CT(Q) gult.
Wegen der fiir g gemachten Voraussetzung ist das fiir Funktionen
¢ € CP(L2) definierte lineare Funktional

alg) = (¢ o — @, 9)

beziiglich der Topologie von H{(£2) beschrinkt. Nach dem Darstellungs-
satz. von M. Fréchet und F. Riesz existiert ein durch f und ¢ ein-
deutig bestimmtes Element w € H{(£2) derart, dass fiir alle ¢ € CP(Q)

(1.9) alg) = (@:f)— T g,90 = (p,w)
gilt.

Sei ¢ eine feste Funktion aus C{(2). Fir alle » € Hy(Q) gilt
dann die Ungleichung

(g, v) = clg) vl = c(g) |l

mit einer positiven, von v unabhéingigen Konstante c¢(¢). Also ist
das antilineare Funktional

d,(v) = ("¢, v)
im Raum H{(2) beschrinkt, und nach dem oben erwihnten Satz gibt
es ein solches Element 2z € Hi(Q), dass (I'¢,v), = (2, . v), fir alle

v € Hy(2) gilt. Durch 7T ¢ =z, definieren wir einen linearen Operator
T in Hy(2) mit Definitionsbereich Cy(2). Es gilt also

(1.10) (1’9071])0 = (TQD,’U),
fiir alle » € Hy(Q). Beriicksichtigen wir (1.9) und (1.10), so erhalten wir

eine den Problemen I und II gleichwertige Fragestellur;g:
Problem III. Sei w das durch (1.9) festgelegte Element aus Hy(Q),

und sei T der durch (1.10) definierte lineare Operator des Raumes Hy(£Q) .
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Gesucht ist eine Funktion v € Hy(Q) derart, dass

(1'11) (T‘P>”)¢ = (‘P,w):

fir alle ¢ € CF(Q) gilt.

Durch die Beziehung (1.10) haben wir dem Differentialausdruck [ den
Operator T zugeordnet. Dadurch ist unsere Fragestellung in den Raum
Hi(Q) der Funktionen mit »homogenen» Randdaten verlagert worden.
Im folgenden werden unsere Betrachtungen in diesem Hilbertraum durch-
gefiihrt.

Aus (1.11) folgt

Satz 1.1. Problem III ist losbar dann und nur dann, wenn die Funktion
w in der Wertemenge des im Hilbertraum H(Q) zu T adjungierten
Operators T* liegt.

2. Hilfssiatze iiber die Wertemenge abgeschlossener Operatoren
eines Hilbertraumes

2.1. Es sei S ein (nicht notwendigerweise beschrinkter) linearer
selbstadjungierter Operator des Hilbertraumes $ . Mit K(S) bezeich-
nen wir den Kern, mit D(S) die Definitionsmenge und mit T(S) die
Wertemenge von 8.

Der Operator S induziert bekanntlich die orthogonale Zerlegung

@ = 52)0@5'91

von §, wobei

Dy = K(9), O = W)
ist.
Mit Hilfe der Spektralzerlegung

S = / AdE,
definieren wir die lineare Menge
+o
(2.1) m = {u €H 1 /2_2d(Elu,u)< m}

-—

Die Menge M ist in §; enthalten.

Es gilt

Satz 2.1. Die Wertemenge W(S) des selbstadjungierten Operators
fallt mit der linearen Menge I zusammen.

[95)
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Dieser Satz wurde fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren von
F. E. Browder [4] bewiesen. Fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Opera-
toren S wird die Inklusion W(S)c M wie im Falle eines beschrink-
ten Operators gezeigt (vgl. auch [18], S. 6—8). Der Beweis der Gleichheit.
W(S) =M ldsst sich aber nicht direkt iibertragen; er sei hier deshalb
ausgefiithrt:

Sei R der durch

+o

(2.2) R = /,1—‘dE;,

— ©

auf der Menge D(R) = I definierte Operator. Da der Raum §; von
jedem Projektor K, in sich abgebildet wird, ist wegen D(R) = M c §,
die Menge W(R) in $; enthalten. Der Theorie der Funktionen selbst-
adjungierter Operatoren (vgl. z. B. [1], S. 210—219) entnehmen wir, dass
R ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum $, ist.

Mit 8, bezeichnen wir die Einschrinkung von S auf §,. Der
Operator S, ist in $, selbstadjungiert, und die Zahl 0 ist nicht
Eigenwert von ;. Es existiert also der selbstadjungierte Operator
(S)~", der auf der linearen Menge W (S,) definiert ist.

Es sei u bzw. v ein beliebiges Element aus I bzw. D(Sy) .
Nach Definition (2.2) ist

+ o

(Bu,S8v) = (Ru,Sv) = / IYA(E, w, Sv).

(B,u,S8v) = (Sv,E, u) = / Sd(E.v, E, u)

und folglich
d(E,u,Sv) = .d,(E, u,v)
ist, ergibt sich

+ o0

(Ru,S;v) = / dE, v, v) = (u,v).

— 0

Auf Grund der Relation T (S) = W(S,)c M gilt
(w, RS v) = (Ru,S,v) = (u,v)
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fiir alle €M, v € D(S;). Wir folgern hieraus, dass
B> (8)"

ist. Da die Operatoren R und (S;)”' selbstadjungiert im Raume $,
sind, folgt deren Identitdt und daraus

M = DR) = D((S)™") = W(Sy) = W(S),

w.z. b. w.

2.2. Es sei 4 ein in dem Hilbertraum § dicht definierter ab-
geschlossener linearer Operator. Dann ist der Operator A4 A* selbst-
adjungiert und positiv. Das folgende Lemma von J. von Neumann [20]
erlaubt uns die Beschreibung der Wertemenge von 4 mit Hilfe von
Satz 2.1.

Lemma 2.2. Esseien A wund B zwei dicht definierte abgeschlossene
lineare Operatoren des Raumes O derart, dass

A A* = B B*

ist. Dann existiert ein auf O definierter beschrinkter linearer Operator
V. mat

B =AYV, A = BV*.

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar

Korollar 2.3. Falls die Operatoren A und B die Voraussetzungen
von Lemma 2.2 erfillen, fallen ihre Wertemengen zusammen.

Es gilt (vgl. S. Stenholm [28])

Satz 2.4. Sei A ein dicht definierter abgeschlossener linearer Operator
des Raumes . Ferner sei

o0

(2.3) AAx = /;{dE;_

—0

die Spektralzerlegung des selbstadjungierten Operators A A* . Damit ein
Element uw €9 in der Wertemenge W(A) wvon A liegt, ist notwendig
und hinreichend, dass

€L

(2.4) //Z_l d(E, w,u) < o
—0
gilt.
Beweis. Nach Korollar 2.3 haben A und die positive selbstadjun-
gierte Quadratwurzel B aus A4 A%,
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[ee]

B = /).%dE;_,

-0

dieselbe Wertemenge. Gemdss Satz 2.1 liegt ein Element » genau dann
in W(B), wenn die Bedingung (2.4) erfiillt ist.

Der folgende Satz verallgemeinert Resultate von R. Nevanlinna [25]
und I. S. Louhivaara [16]:

Satz 2.5. Es sei A ein dicht definierter abgeschlossener linearer
Operator des Raumes $ , und es bezeichne {E,} die durch den selbst-
adjungierten Operator A A* erzeugte Spektralschar. Fir jede nicht-
negative Zahl =  sei der lineare Unterraum H* wvon O durch

' = E,9
definiert.
a) Notwendig dafir, dass ein Element w €9 in W(A) liegt, st
die Bedingung

(2.5) (z,u) = 0  fir alle 2€9H™’.

b) Hinreichend dafir, dass ein Element w €9 in W(A) liegt, ist
die Hxzistenz einer positiven Zahl x derart, dass

(2.6) (z,u) = 0 fir alle z € 5~

gilt.
Beweis. a) Die Notwendigkeit von (2.5) folgt aus der orthogonalen
Zerlegung

» = K% @ ()
von § unter Beriicksichtigung der Relation
KA*) = KA A*) = 97"

b) Falls u» orthogonal auf $* (x> 0) ist, verschwindet (£, u, u)
identisch im Intervall —0 < 1 = x; es gilt deshalb

@ o]

/A‘ld(Ei u,u) = //'{"ld(E;_u,u) < 0,

—0 P

und nach Satz 2.4 liegt « in der Menge W(4).
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3. Kriterien fiir die Losbarkeit von Problem III

31. Es sei T der durch (1.10) definierte lineare Operator des
Hilbertraumes Hj(Q) .

Wir zeigen zuerst, dass der Operator 7** definiert ist: Zu jeder
Funktion o € OF(L2) existiert eine Zahl €, (=0) derart, dass

Wy
(T o)l = (el = g, lyhl = ¢, ¢l = ¢, il
fir alle ¢ € Cy(2) gilt; das durch

Yo @) = (T ¢, vp),

fir alle ¢ €CF(2) erklirte Funktional ist also im Raum H'(RQ)
beschriinkt. Folglich liegt v in D(T*), und 7T* ist dicht in H.(Q)
definiert. Dadurch existiert der Operator 7**, und dieser fillt mit der
Abschliessung von 7' zusammen.

3.2. Wendet man den Satz 2.4 auf den Operator 4 = T* an und
beriicksichtigt man den Satz 1.1, so erhélt man die folgende Verallgemeine-
rung eines Satzes von F. E. Browder [4]:

Satz 3.1. Esses T der durch (1.10) definierte Operator des Hilbert-
rawmes Hy(Q). Der selbstadjungierte Operator T* T*% besitze die Spek-
tralzerlegung

(3.1) T Tk — /ldE;,-
—0

Problem III ist dann und nur dann losbar, wenn die durch (1.9) erkldrte
Funktion w der Bedingung

K

(3.2) / ITNAE, w,w) < oo
o

geniigt.

Aus den Sidtzen 1.1 und 2.5 ergibt sich als eine Erweiterung eines Krite-
riums von L. S. Louhivaara [17] folgender

Satz 3.2. Der Operator T ser durch (1.10) defintert, und T* T**
besitze die Spektralzerlegung (3.1). Fur jede Zahl x (=0 ) set der
Unterraum * wvon Hy(Q) durch

erkldrt.
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a) Notwendig fir die Losbarkeit von Problem III ist die Giltigkeit der
Beziehung

~

(3.3) @, w), = (z,[)g — byz) = 0 fir alle z€H*°.

b) Hinreichend fir die Lisbarkeit von Problem I11 ist die Existenz einer
positiven Zahl x derart, dass

(3.4) (z,w), = (2,f) —z(z) =0 far alle =z € H”

gilt.

3.3. Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Differentialausdriicken
betrachten, fiir die die Bedingungen a) und b) in Satz 3.2 zusammenfallen.

Satz 3.3. Es set 1 ein im Gebiet Q (C R") definierter linearer
Differentialausdruck der Form (1.3). Wair selzen voraus:

(¥) Zw 1 existiert eine positive Zahl o6 derart, dass jede lineare
Menge G c CF(R), die der Bedingung

(3.5)° Re(p,lg)y = 0lgly  fur alle ¢€G

geniigt, endliche Dimension hat.
Dann ist die Gultigkeit der Beziehung

(z,w), = (z.f) —E(z) =0 fiur alle z € H+°

notwendig und hinreichend fir die Lésbarkeit von Problem III.

Beweis. Der Differentialausdruck [ erfiille die Voraussetzung (x).
Wir beweisen indirekt, dass im Intervall (—o°/4, +6°/4) keine Punkte
des wesentlichen Spektrums von 7'* T** liegen. Unter der Annahme,
dass es in diesem Intervall solche Punkte gibt, ist die Ungleichung

2

(3.6) T, = % ol

fiir eine von unendlichvielen paarweise orthogonalen Vektoren
w, € D(T*T**) (¢=1,2,..., |ul,=1) und allen endlichen Linear-
kombinationen dieser Vektoren gebildete lineare Menge M erfiillt ([21],
S. 309). Aus (3.6) ergibt sich

62

(T ¥ w, w),] =

und folglich

0
(3.7) 1T ul, = 5 llull
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fir alle w € M . Zu jedem Basisvektor w; von M (u; € D(T**)) existiert
eine Folge {¢/}”, € C{(2) derart, dass ¢/ —u, und 7T ¢f — T** y,
in Hy(f2). Sei y=0/(2420). Wir wihlen aus jeder Folge {¢/} ein
Element ¢, so, dass sowohl [¢,—u,, = y/2° als auch ||T ¢, — T%* u,
< 92" (¢=1,2,...) ist. Jedem Vektor

ordnen wir den Vektor
k
g = 2 ko
=1

zu. Die Elemente ¢ spannen eine lineare Menge G (c C2(R)) auf.
Diese ist unendlichdimensional, da die Elemente ¢, eine nicht relativ
kompakte beschrinkte Menge bilden. Bei dieser Zuordnung gelten die
Relationen:

(3.8) (=) llul = l¢le = 1+y) lull,,
(3.9) 1T ufl, — yllul, = 1T ¢l = [1T%* wl, + y|ju], .

Wir beweisen die Giiltigkeit von (3.8), analog kann (3.9) gezeigt werden.
Auf Grund der Orthonormiertheit der Funktionen u; gilt die Besselsche
Gleichung

k

DLE = |},

i=1

also ist
il = |, ,

und es ergibt sich die Abschitzung (3.8):

1

k k
o=l = X 14l lpi—ul, = (Z} 3 )V‘iuih = vl .
i=1 i=

i

Aus (3.8) folgt

1 1
— e, <, <

und damit unter Beriicksichtigung von (3.9) und (3.7) sowie der Wahl von

el

s .
(3.10) 1T gll, = [T** ul, + 7|, = (; + y) v,

d 1 L
= <§ + y)fylmlt = 0llpl:
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es gilt somit
IRe (¢, 1¢) = [Re (T ¢,q)l = 0lgl}

fir alle ¢ € G. Entgegen der Voraussetzung haben wir die Existenz
einer unendlichdimensionalen linearen Menge G C CF(Q2) gezeigt, die
(3.5) erfiillt. Also liegen keine Punkte des wesentlichen Spektrums von
T#* T** im Intervall (—6°/4, +6%/4).

Da der Operator 7'* T** im betrachteten Intervall nur endlich viele
Eigenwerte (endlicher Vielfachheit) besitzt, gibt es eine positive Zahl
derart, dass 9’ = H* ist, womit Satz 3.3 bewiesen ist.

3.4. Als Vorbereitung zur Anwendung der Theorie auf elliptische
Differentialausdriicke geben wir eine leichter verifizierbare Bedingung an,
die die Giiltigkeit der Voraussetzung (x) von Satz 3.3 garantiert.

Lemma 3.4. Sei | ein in einem beschrinkien Gebiet Q (c R")
erkldrter linearer Differentialausdruck der Form (1.3), und sei t> 0.
Falls zwei reelle Konstanten c¢y> 0 und k, derart existieren, dass

(3.11) Re (¢, 1ol = ¢ llgli — ko gl
Sfur alle ¢ € C7(2) gilt, geniigt der Differentialausdruck 1 der Voraus-
setzung () von Satz 3.3 mit & = cyf2.

Beweis. Essei G (c ((L2)) eine lineare Menge, die die Ungleichung
(3.5) mit 0 =c¢,/2 erfiillt. Dann gilt

' 2 ¢ o2 1112
(3.12) Re (9, 1) + ko lgly — 5 017 = kollglly

fur alle ¢ €G, und aus (3.11) ergibt sich

()

Co

0 2 o2
t = T?‘PH

(3.13) Re (¢, gl + ko lgh — ¢

fir alle ¢ €CP(L2). Geméss (3.12) und (3.13) gilt auf ¢ die Un-
gleichung

Co 5 2
(3.14) gl = ko g3
Es sei ) die Menge der Funktionen ¢ aus ¢ mit [j¢], = 1. Wegen
(3.14) ist (, die Einbettung einer im Raum H{(£2) beschrinkten Menge
in den Raum L*(Q). Da diese Einbettung kompakt ist (vgl. [2], Satz 8.3),
ist die »Einheitssphire» G, in L*(Q) relativ kompakt. Also muss
endlichdimensional sein.
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4, Anwendung auf gleichméssig stark elliptische Differentialausdriicke

41. Tir die Anwendungen in diesem Kapitel benotigen wir einige
Definitionen, die wir nun zusammenstellen werden.
Es sei 1 ein linearer Differentialausdruck der Form (1.3),

l= > aD" (a,€L(2),
lpl=r
und es bezeichne [’ den zu [ formal adjungierten Ausdruck.
Die durch die Ausdriicke ! und !’ auf der Menge Cf(£2) definierten
Operatoren seien [, bzw. [;. Da in L*(Q) die Beziehung?)

(+.1) ly ¢ ()"

gilt, ist der Operator [, abschliessbar.
Die durch [ erzeugten Operatoren L, und L,  des Raumes
L*(Q2) sind durch

(4'2) Lmin

= I bzw. L., = ()"

max

definiert. Entsprechend sind die Operatoren L., wund L. erklirt:

max

(4.3) L. = @)+, L. =I.

Aus (4.1) folgt
Lmin c Lmax .

Der Operator L bzw. L’ ist die Einschrdnkung von L, bzw.
L., auf die Menge D(L,.)N H(L2) bzw. D(L.,)N Hy(Q). Gerade
mit diesen zuletzt definierten Operatoren L und L’ werden wir in
den nachstehenden Abschnitten arbeiten.

4.2. Wir beweisen zuerst das folgende

Lemma 4.1. Es set A ein dicht definierter linearer Operator eines
Hilbertraumes § . Der Operator A lasse die Abschliessung A zu,
und auf W(A) existiere das beschrinkte Inverse A~'. Dann gilt
WAa* =9.

Beweis. Die Wertemenge W(A) ist unter den Voraussetzungen ein
(abgeschlossener) Unterraum von 9 (vgl. [27], S. 475, Satz 2). Wir
zeigen, dass zu einem beliebigen Element v* €9 ein Element v €9
derart existiert, dass

3) Mit A+ wird im folgenden der zu A im Raume L3*) adjungierte
Operator bezeichnet.
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(u,v¥) = (Au,v)
fir alle € D(A) gilt. Mit z= Au erhalten wir
(w,v¥) = (A7 "z, v%).
Da der Operator A~' auf W(A) beschrinkt ist, ist das durch
fold) = (A2, 0%)

auf W(A) erklirte lineare Funktional f,. beschrinkt. Nach dem Dar-
stellungssatz von M. Fréchet und F. Riesz existiert ein Element » € W(4)
so, dass
fv"(z) = (Z ’ U)
fir alle z € W(A) gilt. Es ergibt sich also
(u,v¥) = fu(z) = (z2,2) = (du,v)

fir alle u € D(A), w.z. b.w.

4.3. Bevor wir durch Spezialisierung unserer allgemeinen Sétze aus
Kapitel 3 Losbarkeitsbedingungen fiir gleichméssig stark elliptische Diffe-
rentialgleichungen herleiten, erwihnen wir ohne Beweis bekannte Resul-
tate 4).

Es sei
(4.4) l= > (=1)"Dra, D"

lpl.g=m
ein linearer partieller Differentialausdruck der Ordnung 2m, der den
folgenden Voraussetzungen geniigt 3):

1) Die komplexwertigen Koeffizienten «,, sind beschrinkt und mess-
bar in Q.

2) Die Funktionen «,, sind fir 'p ='q = m gleichmissig stetig
in Q.

3) Der Ausdruck [ ist gleichmissig stark elliptisch in 2, d. h. es
existiert eine positive Zahl C derart, dass
Re (—1)" D' ap(x)&& = ¢ &
lpi=Tgl=m
fiir alle reellen Vektoren &= (&,...,£,) und alle z € Q gilt. Dabei
st EP=84...+E und F =& 8 p=(p.....,p).

%)  Wegen der Beweise sei z. B. auf [2], [3], [6] verwiesen. _
5 Die formale Selbstadjungiertheit des Differentialausdruckes (apg = agp)
wird nicht vorausgesetzt.
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Auf Grund der Voraussetzung 1) gibt es eine solche Konstante K,

dass

Y P 4, D) = K gl [yl

lplgs=m \
fir alle ¢,y € CL(Q) ist; die fiir Funktionen ¢,y € (%(2) definierte
Bilinearform
(4~5) B(‘P s #’) = Z (DP @ 5 Upg D1 w)O

Ipl,lg=m

ist also beschrinkt im Raum H™(Q). Mit g(u ,v) bezeichnen wir die
stetige Erweiterung dieser Form auf den Raum H™(Q) ; es gilt dann offen-
bar die Ungleichung

(4.6) \B(u,v)| = K |ul, |l

fir alle w,v € H"(Q2). Die Form B (bzw. é) ist eine der zum
Ausdruck ! gehorenden Dirichletschen Bilinearformen.

Die Voraussetzungen 1)—3) implizieren die Giiltigkeit einer »Garding-
schen Ungleichungy: KEs gibt zwei reelle Konstanten ¢,> 0 und k,
so, dass

Re (¢p,lg)y = Re(p,l'¢)y = ReBlp, ) = ¢, ‘l¢rzn — ko Wﬁ

fir alle ¢ €C(L2) ist. Durch stetige Erweiterung im Raume H{'(Q)
ergibt sich

(+.7) Re Blu,w) = e ulfy — ko lulf

fiir alle « € Hy'(92).

Mit Hilfe des Darstellungssatzes von P. D. Lax und A. N. Milgram [11]
sowie der Riesz—Schauderschen Theorie sind die folgenden Resultate iiber
die Losbarkeit von Problem I mit ¢ = m hergeleitet worden ®):

Satz 4.2. Es sei | ein Differentialausdruck der Form (4.4). der die
Voraussetzungen 1)—3) erfillt. Es bezeichne é(u ,v) die stetige Erweite-
rung der fiir Funktionen aus Cy(Q) durch (4.5) definierten Bilinearform
B auf den Raum H™(Q).

a) Falls Re il =k, ist (wobet k, die in der Ungleichung (4.7) vor-
kommende Konstante bezeichnet), hat Problem I fiir die Differentialgleichung

C+ANu = f
bei beliebiger Wahl der Funktionen f€ L*(Q) und g € H™(Q) eine und

nur eine Liosung.

) Das durch (1.5) fir @ € 0F(2) erklirte Funktional b, ist fir g € Hm(2)

wegen by(p) = ('¢,9)y = Blp,g) bezliglich der Norm des Raumes H(2)
beschriankt; d. h. jedes Element ¢ € H™() ist zuléssig.
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b) Ist das Gebiet Q beschrinkt, so gilt der Fredholmsche Alternativ-
satz:  Die Gleichungen lu =0 wund 1'v =0 haben dieselbe endliche
Anzahl b linear unabhingiger schwacher Losungen mit vhomogenen Rand-
daten»

Uy, ooy, € HF(Q)  bzw.  v,...,v, € HYQ).

Problem I fur die Gleichung 1w = f hat eine (bis auf eine Linearkombina-
tion der Funktionen w,, ..., w, eindeutig bestimmte) schwache Losung
dann und nur dann, wenn

[l — B(vi,g9) = 0
fur j=1,...,h gilt.

4.4. Wir wollen nun, von den fiir allgemeinere Differentialausdriicke
giiltigen Resultaten der Kapitel 1 und 3 ausgehend, eine Erweiterung von
Satz 4.2 beweisen: auf die Voraussetzung der Beschriinktheit der Koeffizien-
ten wird im folgenden verzichtet.

Satz 4.3. Der Ausdruck

I = > a, DP
p<2m

erfulle die folgenden Voraussetzungen :

i) Die Koeffizienten a, € Li,(2) sind so regulir, dass der formal
adjungierte Ausdruck

V' = > a*Dr
p=2m

mit  a¥ € Ly, (Q) existiert.

it)  Hs cwistieren zwei reelle Konstanten ¢y > 0 und k, derart, dass
die in 4.1 erklirten Operatoren L wund L' (t=m ) die Ungleichungen

(4.8) Re (w, Lu)y = ¢ llull, — ko llu;
und
(4.9) Re (v, L' v)y = ¢ [ — k[0l

fir alle w € D(L) bzw. v€D(L') erfillen?).
Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Falls Re 2 =k, ist, hat Problem I fur die Differentialgleichung
(+Hu =f
Jur jedes f€L*Q) und jedes zulissige g € L*(Q) genau eine Losung.

) In dem hier betrachteten allgemeinen Fall folgen diese Ungleichungen nicht
aus der gleichmissig starken Elliptizitdat von 1.
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b) Ist das Gebiet 2 beschrinkt, so gilt der Fredholmsche Alternativsatz:
Die Gleichungen lu =0 wund U'v=0 haben dieselbe endliche Anzahl
linear unabhingiger schwacher Losungen mit »homogenen Randdateny

Uy, ooy, €EHP(R)  bzw.  vy,...,v, € H{(Q).

Problem I firr die Gleichung 1w = f hat eine (bis auf eine Linearkombina-
tion der Funktionen wu,,...,u, eindeutig bestimmte) schwache Liésung
dann und nur dann, wenn

~

(v, flo — bg(y) = 0
far j=1,...,h gilt

45. Wir beweisen zunichst die Behauptung a) von Satz 4.3. Dem
Differentialausdruck [ sei gemdss (1.10) der Operator 7' des Hilbert-
raumes H['(Q) zugeordnet. Auf Grund des Satzes von Fréchet und
Riesz ldsst sich das Skalarprodukt (u,v), fiir Funktionen w,v € H{(2)
in der Form (Su,v), darstellen, wobei S ein beschrinkter selbst-
adjungierter Operator des Raumes H{(£2) ist. Da

(@ +Dg, v = (T+218)¢ . v
fir alle ¢ €0y (Q), v €Hy(RQ) gilt, entspricht analog der Definition
(1.10) dem Ausdruck [+ 4 der Operator T 4 48 des Raumes H{(£2).

Um fir Re 2 =k, die Existenz (mindestens) einer Losung zu zeigen,
geniigt es nach Satz 1.1, die Beziehung

(4.10) W(T* + A8) = H(Q)
zu beweisen. Auf Grund der Ungleichung (4.9) ist
(4.11) T+ 38 gl = ol

fir alle ¢ € C5(Q); der Operator 7T 4 As geniigt also wegen seiner
Abschliessbarkeit den Voraussetzungen von Lemma 4.1. Dieses Lemma
ergibt uns die Relation (4.10).

Die Eindeutigkeit der Losung ist nach der Beziehung (1.11) der Gleichung
(4.12) K(T* + 48) = {0}
dquivalent. Wir zeigen, dass (4.12) fir Re'A =k, erfiillt ist: Sei z ein
beliebiges Element aus dem Kern von 7T* 4- 48. Dann ist fiir alle
¢ €07(Q) _

0= (¢, T*+28)2), = (T + 287, 2
= ((h+Dg 2= (@, (W) + 22

= (‘77 ) (Lmax+l)z)0 = (9” ’ (L—}_;L)Z)O:
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es ergibt sich
(L+2A)z =0,

woraus zusammen mit (4.8) die Behauptung z =0 folgt.

4.6. Tiir den Beweis von Satz 4.3.b) bendtigen wir zwei Lemmata, die
wir in diesem Abschnitt beweisen. Beim Beweis von Lemma 4.4 beniitzen
wir die schon gezeigte Aussage a) von Satz 4.3.

Lemma 4.4. Der Differentialausdruck 1 erfille die Voraussetzungen
t) und it). Ferner sei T der durch (1.10) definierte Operator des Hilbert-
raumes H(Q), und T* bezeichne den zu T tm Raume Hy(Q) adjun-
gierten Operator. Dann gilt ®)

(T*)o = T*.

Beweis. Dem Differentialausdruck [ + k, ist analog der Definition
(1.10) der Operator 7 + koS des Raumes H(2) zugeordnet. Den
Resultaten aus 4.5 entnehmen wir

(4.13) K(T* + &k, 8) = {0}.

Entsprechend ist dem Ausdruck "+ k, der Operator (7%), - k, S
zugeordnet, und man erhdlt die Beziehung

K((T*)0)* + ko S) = {0}
Aus der orthogonalen Zerlegung
HY(Q) = K((T)o)* + ko 8) @ W((T*), + k, S)
des Raumes H{(2) folgt somit
W((T*)y + ko S) = H}(Q).

Wegen der sich aus (4.8) ergebenden Ungleichung
[(T*)g + ko S) ' = €0l

fir alle ¢ €Cr(L2) ist die Wertemenge des Operators (7%), + koS
abgeschlossen in  H{(Q) (vgl. [27], Satz 2, S. 475); es gilt also

(4.14) W((T*)y + ko S) = H}(Q).
Auf Grund der Inklusion
(4.15) (T*) + koS c T* + Kk, S

ist folglich auch

8) Mit A, bezeichnen wir die Einschrinkung des Operators A auf die
Menge C°(£2) und mit A die Abschliessung von A4 im Raume HQ) .



22 Ann. Acad. Sci. Fennica A. 1. 434

(4.16) W(T* + kyS) = HNQ).

Die Operatoren (7%), + kyS und 7T* + k,S sind wegen (4.13) und
(4.15) invertierbar. Da

((T#), + ky )" © (T* + ko 8)~"

und da die Definitionsmengen der Operatoren ((T*)0 + ko S)"l und
(T* 4k, S)™' mach (4.14) und (4.16) zusammenfallen, gilt

((T*)o + ko S)_l = (T* + k, S)_I )
und es folgt

(T*)y = T*.

Lemma 4.5. Der Differentialausdruck 1 erfille die Voraussetzungen
i) und ii). Ferner sei ' der in Satz 3.2 definierte Unterraum wvon
H7(Q). Ein Element v € HMNQ) ist dann und nur dann in H*° enthalten,
wenn  (v,1@)y =0 fir alle ¢ €CY(L2) gilt.

Beweis. Da 9 = K(T* T**) = K(T**), liegt wegen der ortho-
gonalen Zerlegung

Hy(2) = K(T**) @ W(T*)

ein Element v € H7(2) genau dann in ™", wenn
(4.17) w,T*z), = 0
fiir alle z € D(T*) gilt. Auf Grund des Lemmas 4.4 sowie der Inklusion

W((T*),) € W((T*))

ist (4.17) dquivalent der Beziehung

©, T*)@ = (©,1g)y = 0
fiir alle ¢ €CY(L2), w.z. b.w.

4.7. Wir beweisen jetzt die Behauptung b) von Satz 4.39).

Aus Satz 3.3 folgt unter Beriicksichtigung der Lemmata 3.4 und 4.5,
dass Problem I fiir die Gleichung [ % = f dann und nur dann l6sbar ist,
wenn

fiir alle schwachen Losungen v € Hi'(2) der Gleichung ["v =0 gilt.

9 Dieser Beweis unterscheidet sich vom bekannten Verfahren fiir den Beweis
von Satz 4.2.b) (vgl. [2], [3], [6]); dort wird nédmlich an einigen Stellen die Beschrinkt-
heit der Bilinearform B wesentlich verwendet.
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BEs bleibt zu zeigen, dass die Gleichungen lu =0 und I'v =20
dieselbe endliche Anzahl % linear unabhéngiger schwacher Losungen
Uy ooy u, € HY Q) bzw. v, ...,v € H{(Q) besitzen.

Nach Satz 4.3.a) existiert fiir eine beliebig gewihlte Funktion [ € L}(Q)
genau eine Losung w € Hy(2) von Problem I fir die Gleichung
(l+k)u = f mit g=0; es gibt also eine und nur eine Funktion
w € H}(Q), die der Gleichung

(4.18) (" + ko) s wo = (#,f)o

fir alle ¢ € 0F(2) geniigt. Nach Definition des Operators L ist
(4.18) der Gleichung

w = (L+ k) 'f
dquivalent.
Eine Funktion w € H™(Q) ist schwache Losung der Gleichung

lw=f dann und nur dann, wenn sie die Gleichung

(U + k) g s wy = (¢, kgw [
fir alle ¢ € O (2) erfillt, d. h. wenn

w = (L + k)" (kg + f)
ilt. Wir fithren die Bezeichnungen .
A= k(L4 k)" f = LAk

ein. Der infolge (4.8) beschrinkte Operator A  bildet L}(Q) in
H7(Q) ab; der Operator A ist folglich, als Abbildung von L*(2) in
sich betrachtet, kompakt.

Somit ist eine Funktion w € L*(2) genaudannin H{(2) enthalten
und schwache Losung der Gleichung [u = f, wenn

[
fe)

(4.19) u—Au = f

gilt.

Nach den Fredholmschen Sitzen iiber Gleichungen mit kompakten
Operatoren ist die Wertemenge W (I — 4) des Operators I —4 in
L*(Q) abgeschlossen, und die Dimensionen des Kerns K(I —4) und
des Orthogonalkomplementes L*(Q2) © W(I — A4) von W{I — A) sind
endlich und gleich (vgl. z. B. [27], S. 363—365).

Es bezeichne & die maximale Anzahl linear unabhéngiger schwacher
Losungen w € Hy'(2) der Gleichung [« = 0, und die maximale Anzahl
linear unabhiingiger schwacher Losungen v € H{(L2) der Gleichung
v =0 sei h. Aus dem eben Erwihnten folgt k< co. Wir zeigen
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indirekt, dass 7 =k gilt. Unter der Annahme, dass » > k ist, gibt
es k--1 linear unabhingige schwache Losungen v;,...,v.., € Hy(Q)
der Gleichung !"v = 0. Auf Grund des bereits bewiesenen Teils der
Aussage b) von Satz 4.3 ist Problem I mit ¢ =0 fiir die Gleichung
lu=f fir keine Funktion f< 0 aus der von o;,...,v,.; aufge-
spannten linearen Menge M I6sbar. Deshalb ist auch das dazu dqui-

valente Problem
u—Au = f'

fiir keine Funktion f’ = 0 aus der von den Vektoren v} = (L + ko)~ v
aufgespannten linearen Menge M’ 16sbar. Weil die lineare Unabhingig-
keit bei der eineindeutigen Abbildung (L -+ kj)~" erhalten bleibt, ist
dim M’ = k+1.

Der Raum L*(2) ist als direkte Summe

Q) = W — A) 4 M+ X

darstellbar, wobei X ein linearer Raum ist. Das Orthogonalkomplement
LX(9Q)© W — A) von W — A) hat folglich die Dimension

dim (M & X) = k+1+dimX = k4 1.

Es existieren somit (mindestens) k-1 linear unabhingige Elemente
w, € LX) (i=1,...,k+1) mit der Eigenschaft

u;—Aui = 0.

Esist w, = Aw, € H}(£2). Die Gleichung [wu =0 besitzt also k+1
linear unabhéngige schwache Losungen wu; € H{'(Q2) , was im Widerspruch
zur Definition von £ steht. Wir haben die Beziehung h <k << w
bewiesen. Die symmetrische Betrachtung ergibt & =< 5.

4.8. Wir haben die Fragen der Regularitit der schwachen Losungen hier
nicht behandelt. Fiir elliptische Differentialgleichungen mit beschriankten
Koeffizienten sind diese Fragen ausfithrlich studiert worden. Da es
sich bei der Untersuchung der inneren Regularitdt einer Losungsfunktion
um lokale Eigenschaften handelt, konnen diese Resultate direkt in unsere
Theorie itbernommen werden. Schwieriger ist die Diskussion des Rand-
verhaltens einer Losung; diese Frage ist fiir den Fall, dass sich die Koeffi-
zienten des Differentialausdruckes in der Umgebung des Randes des
Definitionsgebietes nicht reguldr verhalten, in der Literatur bisher kaum
systematisch betrachtet worden.

4.9. Das abschliessende Beispiel zeigt einen Differentialausdruck, der
den Voraussetzungen von Satz 4.3 geniigt, ohne die Bedingungen von Satz
4.2 zu erfiillen.
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Beispiel 4.6. Der Ausdruck
Il = —4+4¢

erfille die folgenden Voraussetzungen:

1) Fir alle x€Q gilt die Ungleichung Req(x) =k, wund die
Funktion Req wdchst gegen den Rand von Q  derart an, dass der durch
den Ausdruck

lpe = — 4+ Regq

auf der Menge CF(Q) erzeugte Differentialoperator (lg,), in L*(2) wesent-
lich selbstadjungiert ist (vgl. [10]).
2) Die Funktion Imq ist beschrinkt in £ .
Dann erfallt der Ausdruck 1 die Voraussetzungen von Satz 4.3.
Bewets. Fiir alle ¢ € 07 (2) gilt

(4.20) Re (p,lg)y = Re (g, U ¢l = gl — (1 — &) gl -
Da der Operator A = Img beschrinkt ist in L*(Q), ergibt sich
Lmin = Lmax = L bZVV' L:nin = Lxlnax = L,;

aus (4.20) folgen durch Abschliessung die Ungleichungen (4.8) bzw. (4.9).
Der Ausdruck [ geniigt unter diesen Voraussetzungen nicht den

Bedingungen von Satz 4.2, denn die Funktion ¢ ist nicht beschrinkt
in Q.

Zusatz bei der Korrektur
(November 1968)

Mit der in Kapitel 4 angewandten Methode ldsst sich die nachstehende
Verschiarfung von Satz 4.3 beweisen (vgl. Lemma 4.4):
Satz. Es bezeichne Q ein beschrinktes Gebiet in R", und es seien

I = > a,DP (a, € Li,(2)),

loc
p|<2m

loc

I'= > a*Dr (a* € L (2))

pi<2m

zwei zueinander adjungierte Differentialausdriicke der Ordnung 2m . Die
Gdrdingsche Ungleichung

(2.1) Re (@,19) = ¢liglh — kool (6>0)

sei fur alle ¢ € CY(R) erfullt. Es bezeichne T den gemdss (1.10) dem
Ausdruck 1 zugeordneten Operator des Raumes H{'(Q) . Dann ist die Gultig-
keit der Beziehung
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(Z.2) (T%), = T*
notwendig und hinreichend dafir, dass fir 1 der Fredholmsche Alternativ-
satz gilt, d. h. dass die folgenden zwei Aussagen gelten:

a) Falls Re 2 =k, , besitzt Problem I mit t =m fiur die Gleichung
(I+ W)u = f fir jedes f€LYQ) wund fur jedes zulissige g € L*(Q)
genaw eine Liosung. B

b) Die Gleichungen (I + A)u = 0 und (I' + A)v = 0 haben dieselbe
endliche Anzahl linear unabhdngiger schwacher Lésungen mit »homogenen

Randdateny g, ..., w, € H}Q) bzw. v ,...,v, € Hy(Q). Problem I
fur die Gleichung (I + 2)w = [ hat eine (bis auf eine Linearkombination
der Funktionen wu,, ..., w, eindeutig bestimmte) Losung dann und nur dann,
wenn

;5 f)o — bu(5) — 2 (v;, 9)y = O

fir j=1,...,h gilt

Man bemerke, dass die Giiltigkeit der Voraussetzungen von Satz 4.2
die Beschrinktheit des Operators 7' impliziert und dass (Z.2) dann trivia-
lerweise erfiillt ist. Ein weiteres Beispiel einer hinreichenden Bedingung
fiir die Richtigkeit von (Z.2) stellt das Bestehen der Ungleichungen (4.8)
und (4.9) dar.

Eidgenossische Technische Hochschule
Ziirich, Schweiz
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