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Zur Verallgemeinerung des Poissonschen Satzes

1. Einfiihrung. In der vorliegenden Arbeit wird der Poissonsche
Satz fiir den Fall der Differentialgleichung

(1) I+ez2Pw, +enntl)w = 0, e=-4+1, n€N,

behandelt ). Diese Differentialgleichung, die sich mit »n bzw. & — 0 auf
die Potentialgleichung fiir die Ebene reduziert, steht in enger Beziehung
zur Wellen- bzw. Potentialgleichung fiir drei Raumdimensionen (vgl. [2]—

[3]). Sie ist invariant gegeniiber Kugeldrehungen im Falle ¢ = 1 bzw.
Automorphismen des Einheitskreises im Falle ¢ = —1 , da mit
72
(1 + ez 2)2 ‘a:zfa;_

der beziiglich der betreffenden Gruppe von Isometrien invariante Beltrami-
Operator vorliegt. In [8] wurden die Losungen der Differentialgleichung

(Il+ez2Pw,+Aw =0

fir den Fall ¢ = —1 (umgeschrieben auf die obere Halbebene) im Hinblick
auf Grenzkreisgruppen erster Art untersucht. In [2] wurde unter anderem
eine Darstellung fiir die in einfach zusammenhingenden Gebieten der
Zahlenkugel (& = --1) bzw. des Einheitskreises (&= —1) definierten
komplexwertigen bzw. reellwertigen Losungen von (1) ermittelt. Das Ver-
halten der Losungen von (1) in der Néhe isolierter Singularititen wurde
in [4] untersucht, in [1] wurde eine der Differentialgleichung (1) zugeordnete
Funktionentheorie entwickelt.

Wéhrend das Dirichlet-Problem fir den Kreis z 2 << R® im Falle ¢ — —1
eindeutig losbar ist, trifft dies bekannilich im Falle ¢ = -1 im allgemeinen
nicht zu. Es zeigt sich jedoch, dass sich auch fir &= +1 genauere Ergeb-
nisse gewinnen lassen. Es erscheint besonders bemerkenswert, dass unsere
Methode in beiden Fillen, also auch im Falle & = --1, zu einer Verall-
gemeinerung der Poissonschen Formel und damit zur Lésung des Dirichlet-
Problems fiir den Kreis z £ <~ R? fiihrt, wobei im Falle ¢ — +1 gewisse

') Mit N, R bzw. € wird die Menge der natiirlichen, reellen bzw. komplexen
Zahlen bezeichnet.
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Kreisradien ausgenommen werden, deren Anzahl und Grosse vom Para-
meter n abhingig ist 2). Hierbei ziehen wir einen allgemeinen Darstel-
lungssatz [2] fiir die komplexwertigen bzw. reellwertigen Losungen von (1)
heran. Die Ausnahmeradien ergeben sich als Nullstellen gewisser Polynome.
die explizit angegeben werden; ferner lassen sich in diesen Ausnahmefillen
die méglichen Differenzfunktionen zweier Losungen des Dirichlet-Problems
explizit angeben. Es wird sodann eine Singularititenfunktion und eine
Grundlésung definiert und ein Verfahren zur Bestimmung der Greenschen
Funktion angegeben. Liegt die Singularitdt in == 0, so hat die Greensche
Funktion eine besonders einfache Gestalt; hier gilt (vgl. 5):

1
90.032,2) = — [~ {(Ef)R) + cj;

2
“~

f(z):z"logﬁ—[—C’z", C€ER.

Im allgemeinen Fall (£ == 0) erhilt man die Greensche Funktion unter
Verwendung einer in |z] =< R definierten Losung einer inhomogenen
Eulerschen Differentialgleichung der Ordnung = . Es wird sodann fiir
beide Werte von ¢ . mit Ausnahme der oben genannten Radien im Falle
e = —-1, eine verallgemeinerte Poissonsche Formel hergeleitet und ein
verallgemeinerter Poissonscher Satz bewiesen. Unter Verwendung cines
Satzes iiber die komplexwertigen Losungen von (1) mit gleichem Realteil
wird abschliessend die aus der klassischen Funktionentheorie bekannte
Schwarzsche Formel fiir die Darstellung einer in = < R holomorphen
Funktion mit Hilfe der Randwerte des Realteils fiir eine entspreschende
Klasse von Losungen der Differentialgleichung (1) verallgemeinert. Dabei
zeigt sich, dass eine solche Funktion bei Vorgabe des Imagindrteils in
2n-+-1 geeignel gewdhlten Punkten eindeutig bestimmt ist. was fiir n =0
genau dem klassischen Fall entspricht.

2. Grundlegende Darstellungssitze. Im Hinblick auf die folgenden
Untersuchungen werden zunichst einige der in den Arbeiten [1] bis [4]
cewonnenen Ergebnisse zusammengestellt. Dabei verwenden wir die
folgenden Differentialoperatoren

2) In [5] wird unter Verwendung von Integraldarstellungen [9] das Dirichlet-
Problem fiir den Einheitskreis im Falle der Differentialgleichung (1) mit ¢ == -1
behandelt. Das hier diskutierte Problem (R = 1) stellt einen der Félle dar. in
denen das Randwertproblem nicht eindeutig lésbar ist.
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0 0\
D = (1 +ez2)p 5 D! = (14 ez2P|(1 +szz‘)2£:,
(2) )
Dlw = w,
n ak
_ —n—k
(3) ~E = k; Az P
mit
(—e)" % (2 n—k)! z
A, = , T = -
k! (n—k)! 14 ¢ez2
und

E(g(z) = (Eg)=), g(z) holomorph.

Satz I. a) Zu jeder in einem einfach zusammenhdingenden (endlichen)
Gebiet G der Riemannschen Zahlenkugel (¢ = +1) bzw. des Einheitskreises

(& = —1) definierten Liosung von (1) gibt es in G holomorphe Funktionen
hz) und f(z), so dass
(4) w = (EWE) + (BN -

b)  Umgekehrt stellt (4) fir jedes Paar von in G holomorphen Funktionen
h(z) und f(z) eine Losung von (1) in G dar. (Vgl. [2].)

Satz II. a) Zu jeder in einem einfach zusammenhdingenden (endlichen )
Gebiet G der Riemannschen Zahlenkugel bzw. des Einheitskreises definierten
reellen Lisung von (1) gibt es in G holomorphe Funktionen h(z), so dass?)

(5) w = (EW)) + o,

b)  Umgekehrt stellt (5) fir jede in G holomorphe Funktion h(z) eine
reellwertige Losung von (1) dar. (Vgl. [2].)

Satz III. a) Zwei in einem einfach zusammenhdngenden (endlichen)
Gebiet G der Riemannschen Zahlenkugel bzw. des Einheitskreises definierte
Liosungen

wy = (ERk)(), w, = (Ehy)z)

von (1) stimmen genaw dann in thren Realteilen iberein, wenn die Erzeugenden
hi(z) und hy(z) der Bedingung

(6) h(d) = hy(2) + P2)

3) Die hier verwendete Schreibweise besagt, dass der zum voraufgehenden kon-
jugiert komplexe Ausdruck addiert werden soll.
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geniigen. Dabeti stellt P(z) ein Polynom vom Grade 2n in = mit

PE) + (—e) 2 P(:;) — 0

dar. (Vgl. [1].)
b)  Zu jeder in G definierten Losung

w = (E h)(z)

ist die Erzeugende durch

eindeutig bestimmt. (Vgl. [3].)
Satz IV. a) Jede in zZ = R?®<<1 definierte und auf
konstante Losung der Differentialgleichung

o
o

(1 —z2Pw,. —nm+)w = 0. n €N,

reduziert sich auf eine Funktion

w = (Eh)(z) mit h(z) = az".

437

I

b) Eine derart bestimmte Lésung ist damit im gesamten Einheitskreis

definiert.
¢y Falls w=C €C auf zZ= R*, so folgt
Cv

C= k[ B
2

—
~1
-—

(Vel. [1].)
Satz V. a) Jede in zZ=R%* definierte und auf 7 -
stante Lésung der Differentialgleichung

1
=

(1 +z22w, +nntl)w = 0. i €N,

reduziert sich auf eine Funktion

2n—1

(8) w = (Eh)() mit k) = D a,z".

n=1

u Ak Rn +u—2k

" RO = 2 ey =

kon-
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fur ein festes p €{1,2,..,n}, so konnen die Koeffizienten a, und a,_,
beliebig gewdhlt werden.
Falls B (R) =0 fir p€{l1,2,..,n—1}, so sind die Koeffizienten a,
und a,,_, gleich Null zu setzen. '
Falls R,(R) =0 und w=C €C auf z 2= R?, so gilt

¢) Im Falle R.(R)=0 istlediglich w =0 auf zZ= R% mdglich.
d) Im Fadlle einer reellwertigen Liosung unterliegen die Koeffizienten
@, , =1,..,2n—1, der zusdtzlichen Bedingung
a, = (=1 ay,_, .
(Vgl. [1])
Satz VI. Jede im Kreisring
I'={z] 0=a<lk—z/<e}

definierte und eindeutige reellwertige Losung der Differentialgleichung (1)
ldsst sich in T gemdss

(10) w = (Eh)() + cj.
mit der Erzeugenden
(1 h(z) = hy(z) + S8,(z) log (z—z;)

darstellen, wobei hy(z) in T holomorph und eindeutig ist, wihrend Sy(z) ein
Polynom vom Grade 2n in z bezeichnet, welches der Bedingung

(12) S1(z) = (—e)" zﬁnSl(—t_‘Sl)

\ Z

geniigt. (Vgl. [4].)

3. Diskussion der eindeutigen Ldsbarkeit des Dirichlet-Problems fiir
den Kreis. Wir diskutieren zunidchst die Frage, ob das Dirichlet-
Problem fiir den Kreis

K ={z|zzZ<R*}

im Falle der Differentialgleichung (1) eindeutig losbar ist. Liegen zwei
(reellwertige) Losungen w; und w, fiir dieses Problem vor, so stellt

W o= Wy — W,
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eine Losung von (1) in K dar, die auf dem Rande K verschwindet. Jede
derartige Losung ldsst sich jedoch im Falle ¢ = —1 nach Satz IV durch

w = (Bh)(z) mit &kR) = az"

darstellen. Wegen w[K = 0 folgt jedoch unter Verwendung von (7)
a =0 und damit

w=0 bzw. w = w,.

Das heisst, das gestellte Dirichlet-Problem hat fiir ¢ = —1 hdochstens
eine Losung.

Im Falle ¢ = 41 ldsst sich w = w, — w; nach Satz V gemadss (8)
darstellen. Falls fiir einen gegebenen Radius R die Grosse B, (R) (vgl.
(9)) fiir ein festes u €{1, 2, ..., n} verschwindet, so kann der betreffende
Koeffizient @, beliebig gewéhlt werden, wihrend

a2n—y, == (_1)2’[—” a’y.
zu setzen ist; das heisst, es gibt unendlich viele Losungen
w = w, —w; mib w]K:———_O,

und das gestellte Dirichlet-Problem ist im Falle ¢ = -1 generell nicht
eindeutig 16sbar. Wihlt man jedoch einen Kreis K , so dass fiir den ver-
wendeten Radius R alle

R(R) =0 fir 1=Zu=<n,

“
so sind in (8) alle Koeffizienten a, gleich Null zu setzen. Damit gilt wiederum
w=0 bzw. w = w,.

Wir fassen die Ergebnisse im folgenden Satz zusammen.
Satz 1. Es sei
K ={z|2zZ<<R?}
und im Falle ¢ = +1
R(R) =0 fir 1=Zu<mn.

w

Dann hat das Dirichlet-Problem fiir die Differentialgleichung (1) und den
Kreis K hochstens eine Losung.

4, Singularititenfunktion und Grundlésung?). Wir definieren nun
die fiir den vorliegenden Fall zu verwendende Singularitdtenfunktion und
die Grundlosung. Dabei werden hier und im folgenden Formulierungen

4) Wir verwenden hier die bei Hellwig [6] {ibliche Bezeichnungsweise.
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gewihlt, die sich mit ¢ =n = 0 stets auf die klassischen Ergebnisse der
Potentialtheorie reduzieren.

Nach Satz VI ldsst sich jede in einem Kreisring eindeutige reellwertige
Losung von (1) gemiss (10) darstellen, wobei die Erzeugende den Bedin-
gungen (11) und (12) geniigt. Dariiber hinaus wurde in [4] gezeigt, dass.
sich jede in 0 << [z—7,| << ¢ definierte reellwertige Losung von (1), die
in z =z, eine isolierte Singularitdt mit logarithmischem Hauptglied der
asymptotischen Entwicklung besitzt, geméss (10) mit

(13) h(z) = 8,(z) log (z2—2,)
und

(=) (1 + ¢ Z2)Y
(14 s = o(* o ’)

n n [ & 50 122 .
- CMZo(M)(l +ezoz-0) (z—2y) s C ER,

darstellen lisst. Mit Riicksicht auf dieses Ergebnis definieren wir die
Singularitdtenfunktion wie folgt:
Definition 1. Die fiir z == ¢ definierte Losung

1
(15) (6, 852,%) = — - {(EBWE) +cj}

mat

16) & (z_)(1+8§)1 ) = S(E,T;2)1
( ) (Z) = (1+8:Z) 0g ("_5) = (C;C:Z) og (Z—C)
heisst Singularititenfunkiion zu (1).

Man erhélt explizit:

1 —_—
(17) s = — 2—7(17] S)(z) log |z—C| + T, + T,
mit
1 n k k ak—,uS (lu_l)[ (_1)_u—-1
. al —n—k
(18) T, = 47 kél;lkt !tzl(lu’> e (z—0)"

Dabei stellt (E S)(z) eine reellwertige Funktion dar (vgl. [4]); der Summand
T, ist wegen (14) an der Stelle z = { differenzierbar.

Im Falle e =n = 0 reduziert sich der Operator F angewandt auf
h(z) auf die Funktion A(z); damit gilt hier:
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1
(19) (BER)GE) = hz) = — = {log :—0) +¢j.}

= — ——log z—{].
27 S Cl
Bezeichnet G ein Normalgebiet, so sind auf G bzw. G der Gausssche
Integralsatz und die Greenschen Formeln anwendbar. Es sei { €6 und

D = D(,Z;2, %) eine reellwertige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

-]

1. ¢ € Ctin G,

2, ¢ € (C* in ¢ und
3. (1-+ezzP®.+ecnni1)® =0 in G.

Definition 2. Die fir z == definierte Funktion
(20) w(C, 85,8 = 80, 02,5+ DL, T;52,7)

heisst Grundlésung von (1) beziiglich G .
Es sei #(z, %) die fussere Normale von G'; w,(z,7) bezeichne die
Richtungsableitung der reellwertigen Funktion wu(z,2) in Richtung der
susseren: Normalen v . Dannerhilt manfir w,» € C* in ¢ und v, v € C?
in G unter Verwendung der 2. Greenschen Formel
r~ m

, .
(21) / (w v — v Aw)dedy = > / (e, —vu,)ds,
J=1J ’

¢ .
G i

wobei 1, die dussere Normale von & auf ¢ davstellt, ds; das zn (4
gehorende Linienelement bezeichnet und jedes ) ein Normalgebict ist.
Unter Verwendung von (19) beweisen wir nun den folgenden
> \ (=

Satz 2. G Dbezeichne cin Normalgebiet mit
fir e = —1. Far die veellwertige Funktion w(z , Z) gelte:

1. w € Ct in G,

2. w € C? in G,

3. w set Losung von (1) in G,

4. [ €G.
Dann gilt:

~

(22) w(C, ) = / (yw, —wy,)ds.
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Beweis. Mit { enthélt G bei geeigneter Wahl von o auch den Kreis
R.= (2] b—2 =0}

y wird fir z— { singuldr; wir schneiden deshalb K. aus G aus und
wenden auf ¢‘—K. die Formel (21) an. Dann gilt

(23) / (wdy — y dw) dx dy

G—-K-

= / (yw, —wy,)ds — / (yw, —wy,)ds.
& o H=0

Dabei bezeichnet » im letzten Integral die dussere Normale von K..
Da y und w Lésungen von (1) in ¢—XK., gilt

wdAy —yAdw = 0

und damit an Stelle von (23), wenn wir noch

y=s+0
beriicksichtigen,
(24) [eu—vpa =5+,
¢

mit

I, — / (D w, — w B,)ds
und

I, = / (sw, —ws,)ds.

In I, ist der Integrand fiir z—{| < o stetig; damit folgt
(25) imI, = 0.

Im Falle des Integrals I, gilt

27

/swvds = g/s(
d=

0 0

vy
wyl
vy
+
o
=
ue]
+
i~
=21
~
(S
—~
oy
+
(=]
<
']
_|.
)
<=1
N
NS
~e

und wegen (17)
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(26) lim sw,ds = 0.
0= 0 o]
Z—¢| =0

Fiir die Richtungsableitung gilt

{(z—=0)s. + (-0)s: }

~ e
und damit unter Verwendung von (17)
2—C 1 1 (ES)@) . .
= {— (B S8)):log o=l — o+ (T1+T1)=}'+ cj.

Setzt man in

n z ke (n el V" (ntp)! net =
(B 8)(z) = ; A, (T_T__;Z) ﬂ}:o <M)(1 + & CE) (n+u—k)! (z—C)y ek

z = t+4p», so verschwinden mit ¢ — 0 alle Summanden mit Ausnahme
des fiir n4-u—k = 0 entstehenden Terms. Damit gilt

1
lglf; (5,00 = — 5>
und es folgt
(27) lim {— /w s, ds} = w(,7).
o0 = —o

Unter Verwendung von (25) bis (27) erhilt man sodann die Aussage des
Satzes 2.

5. Bestimmung der Greenschen Funktion. Wir konstruieren nun die
Greensche Funktion ¢ fiir den Kreis

K ={z]|22=R?}

und setzen
- 1
(28) 96, T52,8) = — 7 {EHE + <)
mit
- R (z—{)
(29) flz) = 8(¢,852) logZ_Z—_Rz + o(2) .

Dabei ist die in £ holomorphe Funktion ¢(z) so zu bestimmen, dass
g|K =
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Die Greensche Funktion fiir den Kreis K lautet also:

(45) §ETie D) = —  ((EHE) + i)
mit

(49) o) = (2, T5 ) log )+ 9l
wobei

o) = (1+sCC ;

die oben bestimmte und in |z] < R gleichmaissig konvergente Losung von
(41) darstellt. Dabei ist fiir den Radius R des betrachteten Kreises K
im Falle ¢ = +1

j y < R2 )"—" 1 .
- o . C_
(47) k;) N1 G—ht 0 ir g=1,..,n
vorauszusetzen.

Im Falle ¢ = 0 erhillt die Greensche Funktion eine besonders einfache
Gestalt. Die Erzeugende lautet hier:

f) = =" log% + () .

Dann gilt

—479(0,03;2,2) = 2(Ez)()logl]€|+2T4—-}—{Eq>)z)—l—CJ}

mit

Auf [z = R gilt also
T4|K = (, = const.
Wir erhalten also, wenn wir
pz) = Cz0 mit C=—

und

w
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n . . n—k
(48) D, = nl ) <2n k) (n><—8£> + 0
=\ n EJ\1 4 & R2

k=1

verwenden, die gesuchte Greensche Funktion in Falle = 0.

6. Die Poissonsche Formel. Da es sich im vorliegenden Fall um ein
selbstadjungiertes Randwertproblem handelt, ist die Greensche Funktion
symmetrisch; es gilt also

9(¢,252,8) = 9(z,2;¢,0).
Wir setzen in (46)

f(z) = f(£,2) und ¢k) = ¢,2),

dann gilt
(49) —dag = E(f(,2) + cj. = E(fz,0)) + cj.
mit
RN J

(50) fz,0) = 8k,2;0) Ogm—"(ﬁ(z’@)
und
(5) 0= Sae a0y

PES) = U pengyp g0 %5

Fir die Richtungsableitung auf K gilt sodann

1 1
(52) g9, = pleg.+ 29 = — m{ Bizf(z,0) 4+ 2fiz, ) = cj.}.

Unter Verwendung der gemiiss (49) konstruierten Greenschen I'unktion
und unter Beriicksichtigung von Satz 2 erhdlt man eine verallgemeinerte
Poissonsche Formel:

Satz 8. Fir die reellwertige Funktion w(Z,C) gelte:

1. w € in K,
2. w€C% in K,
3. w sei Losung won (1) in K.
Der Radius R des Kreises K geniige im Falle ¢ = -+1 der Bedingung

i ( R2 )n—k 1 ) .
kZ‘o A w7 -k T 0  fur j=1,..,n.
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Zunéchst gilt

R |z—(]
|§ R2I

—47mg = 2 (ES)()log + Ty + Ty + {(E 9)z) + cj.}

NI S DR B SRS
& <1+sz"§) éx(u>azk-ﬂ A T o

Fiir alle z € K gilt

B e—0) (:=0)
3 e

wir haben also ¢(z) so zu bestimmen, dass

T, + (& ‘P)(@};;g:n = 0.
Wir betrachten nun die in |z| = R definierte Funktion
(31) Ta = T3,1 - T3,2

mit

) D s
(e—0) ek

(E) e 1)5 1S
Iy (Cz— Ry oFw

und

R2 n—k
Bk=‘“<r;:ﬁ9 -

Wegen

8 s (n\[ el e (nto) ot
o7k T ;0(9><1 +e Cf) (n+9—i—,u—k)!(z—c) e

Qe

folgt sodann

1 -
I T
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wobei die Koeffizienten p, Polynome in ¢, darstellen. Wir entwickeln
nun T, in eine Potenzreihe an der Stelle z = 0. Dann folgt unter Be-
riicksichtigung von

1 (—1)" wGTM—l)Zif |2z
(Cz— RZ)” = R j;ﬂ u—1 (’E‘z) fiir E‘é: <1
nach geeigneter Umformung und Zusammenfassung
1 jsnvl ('E);/—2n l
—_— — 2 n i 7
(33) T3,2 ( + e CC) l,l__lq ('R C C Z +"23n .R T” 2 '
mit
S(E e a0 (F)=
o0 g =Sl e Sn s LG,
7<2n k<n 1Zus.e
L k (,u 1)! (k)(n-—r—l‘
35 o= — - C. > B
(85) ! ;0 (‘sz) AZ [’:Zk: r( T+pu—k)! p—1 /)
u=1
und
[\ n
— 1 1\ gr—h pm— Fr—)
(36) O’t T./:——-Zr'—k(l)(‘f—l)( 2 ¢ ¢ ¢ )
0</<n
Damit gilt
(37) i, = om™=" fir n— oo,

wenn man in 7, den Faktor

(17——1—1> d | =, <
y—1 un Sp=n
berticksichtigt. Man erhilt sodann unter Verwendung von (32) und (33)

fir Ty eine in |z] < R?/|{] konvergente und fiir ¢ = 0 abbrechende
Reihe

@ N
Hilfssatz 1. FHs se:
j! / R2 )n—k
(39) d; = ,Z B, G—k) B, = A4, (1——+ cm
k<n

mit
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(40) di =0 fir 1=j=nund e=1.

Dann gibt es eine in |z| = R definierte Losung ¢(z) der inhomogenen Euler-
schen Differentialgleichung

(41) N BiZt ¢P(z) + Tylz) = 0
k=0
mat

'k o8 1 z
o) = ; Bi# \1' (M>( D (e )52’“—-?7((”3‘_?)5 Gz — Ry

=0 (14 ela)
S = - = , R,
(]-"{—SCC)" !Cl <
und es gilt mit (28) und (29) g|K =0 .
Beweis. Wir setzen formal

u—l

1 ®
42 z) = —— M a2,
42 M= e mY
Dann folgt durch Koeffizientenvergleich, wie eine elementare Rechnung
zeigt

bj
(4:3) a; = — E .
Da in (39) fiir ¢ = —1 alle Summanden positiv sind, gilt in diesem Falle

allgemein
(lj =0 s j EN.

Im Falle ¢ = -1 ist dies fiir j=1,...,n durch (40) gesichert. Durch
diese Bedingung werden genau die in Satz 1 genannten Félle ausgeschlossen,
in denen das Dirichlet-Problem fiir den Kreis nicht eindeutig 15sbar ist.
Damit ist zugleich

di =0 fir e=-+1 und n<j<2n

gesichert, wie man durch Umformung nachweist oder unmittelbar aus Satz
V folgern kann. Im Falle j = 2 n betrachten wir die durch

hz) = 2/, j=2n,

erzeugte Losung

n . ) s n—k
(44) w= (EW)E) = 7Y ‘?!Af” ( i ) .
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Dan, gilt:

(53) w(¢,

il

,Cz,2)ds

e
\

) = — [ wz,2)g,

|z|]=R

mit . gemdss (49) bis (52).

7. Der Poissonsche Satz. Wir haben bei Satz 3 vorausgesetzt, dass
eine bekannte in K definierte reellwertige Losung von (1) vorliegt, die
auf A noch differenzierbar ist. Eine solche Funktion ldsst sich sodann
gemiiss (53) vermoge ihrer Randwerte auf K darstellen. Wir gehen nun
umgekehrt davon aus, dass auf K eine stetige reellwertige Funktion
u(z, Z) gegeben ist, und zeigen, dass dazu eine Funktion w existiert, die
in K Lisung von (1) ist.

Satz 4.  Die recllwertige Funktion w(z,Z) sei stetig auf |z| = R.
Dabei genitge B im Falle ¢ = -1 der Bedingung

<oy ( = )M ! o
= " 14 R? (j;])v =0 Jar 5=1..,n.

a) Dann stellt

ye

_ I — [ u(z,8)g9,(,l;2,2)ds fir 1Ll < R
(54) w(c, L) = l = =R

w(g,2) Jir |f=R

eine in I = R stetige Funktion dar, die fir 0| < R der Differeniialglei-
chung 1) geniigt.

b}  Die durch (54) gegebene Funktion stellt die einzige in 1l < R de-
finicrte Losung von (1) dar, dic auf 18] = R dic vorgegebenen Randwerte
besitzt.

e) w(&,T) stellt eine stetige Funltion 5) der Randwerte dar.

Zum Beweis dieses verallgemeinerten Poissonschen Satzes zeigen wir
zundchst, dass die durch (54) gegebene Funktion eine Lésung von (1) in
[0 << It ist. Fiir die Greensche Funktion gilt gemiiss (49)

°) Bezeichnet man den Raum der auf jz) = R stetigen reellwertigen Funktionen
u(z, Z) mit U, den Raum der in |¢| << R definierten reellwertigen und in |{| < R

stetig ergiinzbaren Losungen w(S, ) von (1) mit W und versieht man U bzw.
W mit den Metriken

d(uy , ) = max |u;—uy|  hzw.  e(w,, w,) = max |[w;—w,| ,

so besagt die unter ¢) formulierte Aussage, dass mit (54) eine stetige Abbildung von
U in 17" gegeben ist.
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(59) Kl = {ZIZGK:: lz—2| = o}
und
(60) K = K, + K,.

Dann folgt mit (54) und u, = u(z, , 2,)

W—Uy = _/(u—“o) g,ds = I, + 1,

=R

L= — f (w—u) g ds, I — — / (u—we) g, ds

und es gilt

mit

lmax (Jlu—uy)) .
leKl

ale

Ll = 5

Da o eine in [{| < R stetige Funktion darstellt, gibt es eine Konstante
¢> 0, so dass

(61) ol =¢ fir |Z]=R.
Damit folgt

(62) L] = J57max (ju—u,) .

zEKl

IOI
Fiir die Greensche Funktion gilt
—dng = E(f )) + ¢j.
R |z—{]
=2(E’S)()log1é_ R2i+T+T+{E(9’C z)+C]}
Mit
R (z—0)
L=lgs "

folgt sodann
tl — R
(:—10) €z — R?)

L, =

sowie

n z ok ( >a"—ﬂsa“L ]
To= 2 A ( +> 2\ o = CE BT,

u=1
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wobei 7. eine in |z2] £ R, |{| = R stetige Funktion darstellt. Ent-

Bl

sprechend folgt fiir die in (31) definierte Grosse 75 :
T = (:Z_RZ)TG

mit einer in 2z < R, |{| =< R stetigen Funktion 7. Damit ldsst sich
auch bei der Losung ¢(z) von (41) ein Faktor ({ -— R?) abspalten und

es gilt

R'y__;[ - _ i
—L(SS—RQ)W(: ,L,Z,Z);

—dmg = 2(#8)z)log t/“ B RE' |

wobei ¥ eine fiir alle |£] < R stetige und fir |2| < R nach z und 2
differenzierbare Funktion darstellt. Durch eine elementare Rechnung
folgt sodann fiir |z| = R:

R — T (B S)e)
4z R | z—CP

g,k = LW z![’jl

=R

Wir kinnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
bereits

dann gilt:

' 0 0

— 1 . l_! ,___}. > - =

[z—C = lz—2) Ze—5ol = 20— 5 = 2
2

Ausserdem gilt fir 2z € K,

_ (B — LR+ 2]

o 47 R ;;_:\2 (E8)(z) + z2—¢

e

2 3, (B — |£])

mit
My = max {{(ES8)() + z—C{P ¥, +2%)].
2R
Setzt man ausserdem
M, = max (ju(z, %)),
z2€K
so folgt

lu—uyl = lul + |uy| = 20,
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und damit

Zusammenfassend gilt also

‘ c 8 M, M, R )
w—1uy = 7; max (ju—u,l) + W*?*~~( — .
i zeK 4
Wegen der Stetigkeit der Funktion « konnen wir bei vorgegebenem
e* > 0 ein p derart wihlen, dass
c R
O max (lu—uy) < PR
T 2€K,
Unter Verwendung eines derart festgelegten Wertes fiir ¢ konnen wir nun
ein 4(e*) > 0 angeben, so dass

SEAEE Ry <5 fir (fom] < 8,

92 2
da
|- _ 1 « o P
T 6, = Zg — ¢ § $—%
Damit folgt abschliessend
lw—au, << &* fiir  l—z, << o(e¥) .

Die durch (54) definierte Funktion ist also in . = R stetig und nimmt
die Randwerte u(z, %) auf [{|= R an.

Die Eindeutigkeit der Losung folgt nun sofort mit Satz 1, da die im
Falle ¢ = -1 geforderten Bedingungen fiir den Radius R hier nach Vor-
aussetzung erfiillt sind.

Esseiennun w; bzw. w, Losungen des vorliegenden Randwertproblems
mit den Randwerten u,(z, ) bzw. uy(z, Z) . Dann gilt unter Verwendung
von (54)

ly—w,| = max (ju;—1u,)) / g, ds .

Berticksichtigt man ausserdem (58) und (61), so folgt

¢
W, —W,! max (lu;—u,!) ,

2 _ |01l z'=R

womit auch die Aussage c¢) des Satzes 4 bewiesen ist.
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8. Die Schwarzsche Formel. In der klassischen Funktionentheorie
liefert die bekannte Schwarzsche Formel (vgl. etwa [7])

(63) ———/ Re" d(p—{—z@()

die Darstellung einer in || << R holomorphen Funktion f({) = u({) —
1 v(¢) mit Hilfe der Randwerte u(R ¢'*) ihres Realteils, wenn der Wert
des Imaginiirteils v an der Stelle { = 0 vorgegeben wird.

Im Falle der Losungen der Differentialgleichung (1) ldsst sich eine
dhnliche Aussage fiir die den holomorphen Funktionen entsprechenden
Losungen (vgl. [1])

= (B 1))
gewinnen, da man den Realteil einer solchen Funktion als Poisson-Integral
darstellen kann.

Wir nehmen zunichst an, es liege eine in einem einfach zusammenhin-
genden Gebiet G definierte Losung

w* = (B h¥)(z)
von (1) vor. Jede andere in G definierte Losung
(64) w = (Eh)()

mit dem gleichen Realteil erhélt man sodann nach Satz IIla unter Verwen-
dung der Erzeugenden

hz) = h*@z) + P(z),

wobei P(z) ein Polynom vom Grade 27 in z mit

—E&
(65) P@) + (—e) ‘"P( 3 ) =0
darstellt. Setzt man

2n
= Ye¢,2", c €C,

[
u=0

so ist die Bedingung (65) gleichbedeutend mit

C,u + (—8)"+!l Czn—u = O 4

und man erhalt

(66) (EP)) = 3 (¢, 7" — ¢, ") B

"

+ Cn Bn

mit
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B Z_ (z 2y " (—e)** ! <é)(2n—‘u>’

T s (L4ezd)  n—t

u=20,1,...,n.

Eine bestimmte Losung der durch (64) gegebenen Schar kann dadurch
festgelegt werden, dass man ihren Imaginérteil in gewissen in G liegenden
Punkten vorschreibt. Setzt man nédmlich

¢, = x, +1if,, uw=20,1,..,n—1,

"

Cp = T:'ﬁn m]t 3&'“ 5 ﬂ“ . /))n E R

und schreibt den Imaginérteil von w in z =z, vor, so erhilt man unter
Verwendung von (64) und (66) eine Bestimmungsgleichung (im Reellen)
filr die 2n--1 Unbekannten

'XO PECEEEEY 'xnm] 3 ﬂ() 3 e s 1611—1 H ﬁn .

Damit wird die Funktion w eindeutig festgelegt, wenn man die Imaginér-
teile in 2n41 geeignet gewdhlten Punkten =z,,...,2,,., vorschreibt.
Aufgrund von (66) erkennt man sofort, dass die Gréssen ¢, nicht eindeutig
bestimmt werden, wenn man die Imaginérteile in 2 n—{—l Punkten vor-
schreibt, die sémtlich auf der reellen Achse liegen. In diesem Fall kénnen
die Grossen «,, w=0,1,...,%n—1, noch beliebig gewdhlt werden. Da
die Differentialgleichung invariant gegeniiber Kugeldrehungen (& = 1)
bzw. Automorphismen des Einheitskreises (& = —1) ist, erhilt man die
notwendige Bedingung, dass die Punkte z,, ..., 2,, ;, in denen die Imagi-
nérteile vorgeschrieben werden, nicht sédmtlich auf einem Grosskreis der
Riemannschen Zahlenkugel (& == -+1) oder einem Orthogonalkreis des
Einheitskreises (¢ = —1) liegen diirfen. Im Falle n = 1 ist diese Bedin-
gung (fir & = -4-1) auch hinreichend.

Im Falle ¢ = 4-1 werden die Koeffizienten ¢, auch dann nicht mehr
eindeutig bestimmt, wenn man die Punkte z,, , Zan. 1 auf einem Kreis
2 = r wahlt, fiir den eine oder mehrere der Grossen B, verschwinden.
Wie man leicht nachrechnet, handelt es sich hier genau um die Kreise, fiir
die das oben behandelte Randwertproblem im Falle & = -4-1 nicht mehr
eindeutig l16sbar ist. Damit gilt der folgende

Hilfssatz 2. a) Ist eine im einfach zusammenhdngenden Gebiet G de-
finierte Losung

w* = (B h*)(z)
von (1) gegeben, so erhdlt man alle in G definierten Losungen dieser Art mit
gleichem Realteil gemdss
(67) w = (K h)(z)

it
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und

(68) P = Yoz, ¢+ (—e)Te, , =0.

b) Eine Losung w der Schar (67) wird eindeutig festgelegt, wenn man

den I'magindrteil von w in geeignet gewdhlten Punkten zq, ... 2y, vOI-
schreibt.
¢) Dabei gilt als notwendige Bedingung im Falle ¢ = —1. dass die

Punkte 2z, ...,2,,, nicht simtlich auf einem Orthogonalkreis liegen. Im
Falle e = +1 diirfen die genannten Punkte weder auf einem Grosskreis der
Riemannschen Zahlenkugel noch auf einem Kreis z| = r mait

i [ o2\
ZAI;( ) : =0 fur j=1..,n

k=0 1422 (3—k)!

liegen.
Sei nun w(z, %) eine reellwertige und auf [z| = R stetige Funktion.

Dabei gelte im Falle ¢ = 4-1

j R2 vn—k 1

\’ . . s

P Ay (1—[—R2) G—hk)! 4= 0 fir j=1,..,n.
Dann erhidlt man durch

= 1 - -
w*(C,0) = A R u(z, 2) l_i’(zfz(z,é)—[— Zfi(z, 0)) ds
Iz} =R )

mit f(z, {) gemiss (50) eine in [{| < R definierte Losung
w¥(C,C) = (BRH)(0)

von (1) mit dem Realteil

— 1
Wl,T) = Re{wt} = ;& f u(z, 2) (B Lz, 0) + 214z, 0) + f.) ds.

| =R

Nach Satz ITIa erhiilt man jede andere in |{| << R definierte Losung dieser
Art mit gleichem Realteil durch

1
= QﬂR/u(z 2 Bz filz, 8) + ifiz, 0)ds + (E P)(0) .

13'=R

Beriicksichtigh man hier noch das im Hilfssatz 2 gewonnene Ergebnis,
so erhilt man den folgenden
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Satz 5. Sei wu(z,Z) eine auf 'zl = R stetige reellwertige Funktion.
Im Falle ¢ = 1 gelle

S’—‘ ( R2 >n~k 1

’ ———— SR —— :b 79 n —_— . .

e ) Gy 0 S I L
a)  Dann ldsst sich jede in ;] < R definierte Liosung

(69) w = (Eh)({)

von (1}, deren Realteil auf || = R die Randwerte w(Z,T) annimmt, in der
Form

] Lo
R R / e, 2) B flz . 0) + 2fiz . ) ds + (B P)(©)

mit P(2) gemdss (68) und f(z, () gemdss (50) darstellen.

b)  Eine Lisung der Form (69) mit dieser Eigenschaft wird eindeutig
festgelegt, wenn man den Imagindrteil in 2 n--1 geeignet gewdhlten Punkten
vorschreibi.

Technische Hochschule in Graz
Osterreich
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