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1. Einleitung

Zur iterativen Anniaherung der Nullstelle x* einer stetigen Funktion
f(z) einer Verdnderlichen kann oft die gewdhnliche Iteration mach der
Vorschrift

Coor =g@,), m=0,1,2,. ..

angewandt werden, wo ¢(x) eine solche Funktion ist. dass die beiden
Heichungen

(1.1) J@) = 0
g) — =0

daquivalent sind; z.B. geniigt die einfache Wahl

g(x) = a — kf(x)

mit einem solchen konstanten Koeffizienten &, dass g in der Umgebung
von z* eine Lipschitz-Bedingung

@) — gy = Liwe -y,  L<1

erfiillt. Die Konvergenz ist hierbei gew6hnlicherweise nur linear [3].
Die Regula falsi besteht aus den Schritten

x, o =a, —k f(x,) . n=1,2,....
mit
v

R T L |

A~ == o T
! f(‘rn) - f(xn —-])
und gibt eine Konvergenz von der Ordnung % (1 4 v/ 5) ~ 1,618 [2].
Das Verfahren von Steffensen wird nun aus abwechselnden Schritten
der Regula falsi und der gewshnlichen Iteration zusammengesetzt:

’l"'n [ gn ('l,n) s
] 'Fu [ 4{[('?‘” : 1)
mit
rl(') = - l.‘f(.‘l') .
B o () |

X
n n

b, o el
@) = )
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s ist hesonders zu bemerken. dass jetzt die Lipschitz-Konstante heliebig
sein darf, wobei trotzdem dic Konvergenz fiir einen | Joppelschritt ., -2,
quadratisch ist.

s ist nun interessant zu beobachten, dass eine Abwandlung der
Rechenvorschrift von ganz unwesentlichem Einfluss auf die praktische
Handhabung iiberquadratische Konvergenz von der Ordnung 1+ 1V 2 =
2,414 zustandebringt. Hierzu braucht man nur das Verfahren von Steffen-
sen derart abzuindern, dass die beiden Teilschritte sich auf den verdnder-
lichen Wert k, stiitzen:

l:v,,: L= gL (@),
9 )
. |20 = da0)
mit
g,(0) = & — kfl@).

n n

b = pE) T

Im folgenden wird der diesem Verfahren zugehorige Satz in dermassen
verallgemeinerter Form bewiesen, dass [ eine Abbildung des Banachraumes
R auf ihn selbst ist. In diesartigen Verallgemeinerungen itarativer Methoden
haben Schmidt [5], [6] und Chen [1] lineare Operatoren benutzt, die den
dividierten Differenzen entsprechen. Gleicherweise wird auch hier Existenz
der Steigungen erster Ordnung vorausgesetzt: zu jedem Elementenpaar
x,a" aus R gehort ein beschrankter linearer Operator F(' . x") mit
folgender definierender Eigenschaft:

(1.3) Pl a") (o — ") = f@) — [(@")
und von folgender Stetigkeit:
(1.4) P ") —Fly oyl = Kl — gl + 2" — o'l

il

die sich auch in der Arbeit von Johnson und Scholz [4] als hinreichend ge-
zeigt hat.

2. Konvergenz

Satz 1. Der stetige Operator [ bildet den Banachraum R auf sich
selbst ab. Is gebe zwei Punkte x, und 7, sowie zwei Konstanten «, und
h, mit den folgenden Eigenschaften:

a) In der Umgebung
(2.1) No = b Pl gl = Foj

des Punktes .y mit dem Radius



PENTTI LAAsoNEN, Ein iiberquadratisch konvergenter iterativer Algorithmus 5

(2.2) o = 2ay (1 + by)

sei die durch (1.3) definierte Steigung mit der Stetigkeitseigenschaft (1.4)

’ "

fiir beliebige ', 2" .y’ ,y” €S, vorhanden.
b) Speziell sei

(2.3) Gy B) 71 = by

¢) Die folgenden Beziehungen mégen gelten:

(2.4) @)l =«
(2.5) Iy "’Z_‘O‘i ==,
2
(2.6) Iy = 2K wyby (1 | be)? = —
)
Unter diesen Umstinden ist der Algorithmus
(.3.7) ((“ o I,ﬁ'(‘(‘n B Q—'N)J I N
(2'8) Wy g =4 C'nf(‘fn) s
(2'9) 'iln—;l = xn« 1 On.f(‘)“-nr» 1)

wohlbestimm¢t und gibt konvergente Folgen der Punkte (v.) und (z,)
mit dem gemeinsamen Grenzpunkt a*, der ein Nullpunkt der Abbildung
f@) in S, st

Beweds. Fiiv n == 0 erhiilt man aus (2.8) und (2.9) die Gleichungen

Ly = Cof)

und ferner die Schranken
1

o — @l = aghy < 5 "o

4

(2.10) [y — & < Kby [ty — &l + [t — 24/ 12 — 2y

i

1 by 1 1

= Kaf)bﬁ(l + b)) < 5 o by l‘j—ﬁl); < ‘?? agh, < i)‘ o

so dass sowohl w, als auch &, zu S, gehort. Ferner erhilt man
J@) = Fxy, &) (v, — a) — f (@) + flay)
= By, &) — Fag, ) (1, - )
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(2.11) @)l = K7 — )l leg — @l
1
< K(ay + agby) agby << aghy

Die Differenz zwischen den zwei linearen Operatoren F(x, , &) und
F(x, , %) kann folgendermassen abgeschitzt werden:

WH (4 P o SN o KT iy e e i U o Ny —— ]

(g , &) — F(xy, Ty)|| = K2 jlvg - | -+ [y - Toi| 4= {41 &[]
1 : 6 \ , 1

<K | 2a00y - ay - | = Kayb, (—‘; -2 b(,) c byt < hyby

Da die Norm der Inversen von F(r, . &) durch b, beschrankt ist, sichert
eine Variante des wohlbekannten Satzes von Banach die Existenz der
[nversen von F(r,, 7)) (z.B.[2]. s. 79). und zwar mit der oberen Schranke

(2.12) N e B)) N 1 /;u ’

1
(2.13) Uy == 5 Uy P
2.14 b et
( . ) " B 1 - 72'" l
(2.15) reo 2a, (0 H by
(2.16) lln - 2 Iiun bn (I BE b”):

und der Kugelbereich S, durch die Definition

(2.17) Np == (| 0 d =y

i

cingefithrt, so folet aus (2.12), (2.11), (2.10), dass die den Ungleichungen
tel 2 fa) 7 Z fel
(2.3—5) entsprechenden Abschatzungen

(2.18) 10 = ba
(2.19) 1 (@)l = an
(2.20) :,Evl'n "" i:nsi g Un

auch fiir n = 1 gelten. Ferner folgen aus (2.13—16) die Abschatzungen

by by \' 1 I 2
(2.21) hy = Kayh, 1170 (1 -} 1 z;) < 3 (*1—_755 < 5
bo 2 1
ry o= dyhy (;l + B ijh;) = Y o (L + by) < 9 7o



PenTTI LAASONEN, Ein iiberquadratisch konvergenter iterativer Algorithmus 7

Da auch [lxy — || < 7y ist, folgen daraus die Bezichungen

2
(2.22) h, < -

)
(2.23) S, 8,

fiir w = 1. Vollstindige Induktion ist demnach méglich, um die allge-
meine Giiltigkeit der Eigenschaften (2.18—22) fiir jedes positive » zu
sichern, wenn der Algorithmus (2.7--9) und die Folge der Abkiirzungen
unbegrenzt fortgesetzt werden.

Der Ungleichung (2.21) entsprechend erhélt man eine allgemeine Ab-
schitzung, priziser als (2.22),

1 W 25
Boa oy e

die zu erkennen gibt, dass die Folge (h,) schneller als geometrisch gegen

Null strebt. Hieraus folgt, dass das Produkt Y (I — k) konvergiert und
daher die Folge der Kenstanten

n—-1

(2.24) b,=0by/TT (1 —h)<b

gleichmissig begrenzt ist. Die Folgen der Kanstanten a, und 7, streben
somit gegen Null und diejenigen der Bereiche S, und der Punkte o,
und ¥, gegen einen Grenzpunkt a* . Aus der Stetigkeit folgt weiter nach
(2.19), dass #* ein Nullpunkt von f ist.

3. Ordnung der Konvergenz

Satz 2. Die Ordnung der Konvergenz der Folgen (v,) und (i) gegen

@* im vorigen Satzist 1 -~ 4/ 2 in dem Sinne, dass es fiir die Fehler solche
gegen Null strebende Schranken

IIA

o — ¥ = un, By — 2% Un
gibt, die sukzessiv die folgenden Grossenverhiltnisse haben:
(3.1) o = O@LVIR) = ol V)

(8:2) va = 0(lE) = 0@ 3.
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Beweis. Aus (2.8) und (2.9) folgen die Gleichungen
oy — =, 2 — O (f(@) — @)
= (B, &) — Pl 0%) (o — %)
I, %=, v, ) — f¥)
O (Bl 8) — Pl %) (4 — @)
und nach (2.24) die Abschitzungen

(33) !“ixn—‘»l o l*§i g I{b i‘\‘;n '*;i H‘l‘n o ‘l'*“‘: N

(3.4) B, ¥ = Kb[la, - ¥4 e, @A, ¥ e, — ¥

Fiir geniigend grosses n(-= n,) ist nach (3.3)

*|

- [ Sl

W"‘n— 1 Hon . i

und nach (3.4)

B @ = flen — &%
so dass (3.4) auf die Form
(3.5) (s — 2% = 3 Kb [, — 0¥ [[tn,1 — 2%
vereinfacht werden kann. Wenn jetzt in den Abschétzungen (3.3) und (3.5)
fiir n = n, die Ungleichungen durch Gleichungen ersetzt werden, hat man
eine Folge von rekursiven Definitionen der oberen Schranken fir [, — ¥

und ||Z, — 2*|]. Werden diese mit u, und v, bezeichnet, so erhdlt man
die gekoppelten Differenzengleichungen
' w, , — KNbu, v,
; I TP P SR
‘ U

= 3 Kbu, u,

Ubergang zu Logarithmen liefert ein Paar von linearen Ditterenzen
gleichungen, die folgende Losung haben:
lln w, = K,(1 +V 2)" + Ky(1 —V 2)" — In (Kb) — B In 3,
lln v, = V2EKQ+V 2 — V2K —V 2y —In(Kb).

Hieraus ergeben sich die Resultate

lim (ln Uy — (1 -+ V 1) In » ) = ]/—;— In (Kb) — ]/% In3,

n-—> o0

_ , /1
lim (Inv,, , — v 2In Uy ) = (\/2 — 1) In (KD) + l/ 5 n3,

n-—>m

aus denen unmittelbar die Verhéltnisse (3.1) und (3.2) folgen.
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4. Bestimmung von Fixpunkten

Die obigen Sitze gestatten natiirlich eine einfache Anwendung auf das
iterative Aufsuchen eines Fixpunktes einer stetigen Abbildung g¢(x) eines
Banachraumes R auf sich selbst. Die notigen Modifikationen in den An-
nahmen des Satzes 1 sind:

Die beschrinkte lineare Steigung G(a” 2”) wird durch

G, 2") (@' — a") = g(a’) — g(x")
definiert und von derselben wird die durch
G Gy = KR — ) 4 e — gl
ausgedriickte Stetigkeit gefordert; die Abschitzung (2.3) muss durch
= Gy, &)Y = ba

ersetzt werden, und (2.4) durch
o — g(@)| = «a,
Der Algorithmus (2.7 —9) findet sein Gegenstiick in der Form
Co = [ — G, , E)]".
v, = —CJa, + 0O, g,
w = U= Cla, o+ Cg(e,. ).

Dieser Algorithmus gibt dann Folgen von Punkten () und (z,)
gegen einen Fixpunkt a* von g(x) streben:

.,i'.
, die
¥ =g ;

die Ordnung der Konvergenz in dem oben gebrauchten Sinne ist abermals

1+v2,

X

Technische Universitéit
Otaniemi, Finnland
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