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Einleitung

Im Jahre 1944 bewies L. s. Pontrjagin [15], dass ein "I-selbstadjungierter
operator .4 in einem J-Raum vom Typ 11, (Definitionen im folgenden

Abschnitt 1) einen maximalen J-nichtnegativen invarianten Teilraum

besitzt. Diese Aussage wurde später von verschiedenen Autoren (2. B.

tg], t3l) fiir J-selbstadjungierte operatoren in loeliebigen "I-B,äumen verall-
gemeinert unter der Voraussetzung der Yollstetigkeit gewisser Komponen-

ten des Operators A . fn dieser Note zeigen wir, dass sich entsprechende

Verallgemeillerungen des Satzes von L' S. Pontrjagin ergeben, \\''enll rlan
d.en operator A als definisierbar voraussetzt,, 11. h., es existiert, eil
Polynom /, so dass f (A) ein J-nichtnegativer Operator ist. Dabei

formulieren und beweisen wir diese Aussagen in Abschrritt 3 fiir kommu-

tative Familien ./-selbstadjungierter operatoren; sie sind aber i. allg.

auch neu fiir den Spezialfall eines eirrzelnen Operators 1)'

Die Betrachtungen in Abschnitt 4 stehen in engem zusammerrhang mit
der Arbeit [14]. B. s. Phillips formuliert dort die folgende Hypothese:

Ist !I eine kommutatir.e Familie J-selbstadjungierter Operatoren, dann

lässt siclr jedes duale Paar von Teilräumen, das invariant ist fiir alle A e W ,

zu einem maximalen dualen Paar erweitern, das ebenfalls invariant isb

fiir alle operatorerr A e \[. llnser satz 4.2 besagt, dass diese Hvpothese

richtig ist, lventr 9{ nur J-nichtnegative Operatorerr enthält.
Schliesslich .r,l.eisen rvir noch dararrf hin, dass entspreehertcle Arrssagert

auch fiir defirdsierbare J-unitärc. Operatoren geltetr. \\iir verzichten
jedoch darauf, diese zu formuliereu.

Herrn Professor Dr. I. S. LouhivaäI".l clanko ich sellr fail seine gl'osse

Unterstiitzung bei der Vorbereitung dieser Arbeit zum l)ruck'

1. Hilfsrnittel aus der Theorie J-selbstadjungierter Operatoren

wir rrennen einen komplexen linearen Raum $ einen J-Rau,m fidir

die Skalarprodukte lr ,Af und (w ,A) (r ,A e $ ), u'enn 6 ein

Hilbertraum beziiglich des positiv definiten Skalarproduktes (r , a) ist

1) Die .r,vesentlichen Ergebnisse diesor Arbeit 'r,r,urden olrne Bewoise in [I0]
rnitgcteilt.
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und zwischen den beiden skalarprodukten eine Beziehung der x'orm
lr,y): (J r,y) (r,y e $ ) besteht; dabei sei der Operator J die
Differenz zweier orthogonaler komplementärer Projektionen p-; , p-:
J : P+-P- , P+: P'+ : PI, P++P_: L Setzen wir $* : p+ S ,

b-: P- S , so gestattet S also die Darstellung

fst, dabei insbesondere % : min (dim $.. , dim b_) < oo, dann nennen
rvir S einen "I-Raum oom Tylt ff , .

Ein Element r € $ heisse J-positia (br,w. J-nichtnegatiu, J-nuilarti,g
etc.), wenn lr,rf> 0 (bzw. lr,rf)- 0,_lr,tf :0 etc.) gilt; ent-
sprechend nennen wir einen Teilraum von ' $ J-posi,tiu (bzw. J-nicht-
negat'ia, J-nullarti,g etc.), falls dessen vom Nullelement verschiedene Ele-
mente sämtlich J-positiv (b2.u... ..I-nichtnegativ, ./-nullartig etc.) sind, und
setzen noch

S*: {rll*,rl}0},
S_: {",1",#lS0},
B, : S+OS-.

Ein Teilraum I von $1 (bzw. $_ ) wird max,i,mal genannt, wenn er
nicht in einem anderen Teilraum von S.,. (bzw. $- ) echt enthalten ist;
fllt+ (bzw. $Jt- ) bezeichne die Menge der maximalen Teilräume von
S* @zw. S- ). Zu jedem Teilrau:n I € rJ|+ gibt es einen linearen
Operator K von S* in S-, ll1(ll -< 

I , so dass sich I in der
X'orm

Q
*r' ul r-t-+ + K*.r, t+ €S*)

darstellen lässt; K hejsst dabei der zu ! geliörige lyinkeloTterator.
Die durch (2) definierte zuordnung zwischen Teilräumen aus ,Jt- und
Operatoren K von S+ in .b_ ist eineindeutig, [t].

Zrvei Elemente n , A (bzw. Teilmengen !, , ,t, ) vou $ heissen
J-orthogonal, in Zeichen n L A (bzw. 81 _L 8z ), rvenn [c ,y):0 (bzw,
[8r, 8r] : {0} ) gilt. X'iir einen Teilraum I c S sei schliesslich 8r
das J-orthogonale Kom,plement von I : 8. : { r I 1r,,8] : t0} }. Be-
kanntlich besteht der Durchschnitt von ,8 und er i. allg. nicht nur aus
dem Nullelement,, und die Beziehungen z)

8n8-: {0} und g+g- : t
sind äquivalent, [l]. Ein Teilraum ,8 heisst J-projektionsuollstcind,ig,wenr-

(2)

') ner Querstrich bezeichnet die Abschliessung.
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sogar g+8r : S gilt, d. h., wenn jedes Elemenb r € $ eine eindeutige

Zerlegung fr:fr'*fr" mit r'e8,r"e8r gestattet.
Wir betrachten in dieser Note ausschliesslich beschränkte lineare

Operatoren. Ein solcher Operator A heisst J-selbstail,jungiert, wenn

lAr,y7 : lu,Ayf fiir alle n,y eb gilt. Man sieht leicht, dass die

./-projektionsvollständigen Teilräume genau die Wertebereiche "I-selbst-
adjungierter Projektionen sind.

Lemma 1.1. ti,n J-projektionsuollsttindi,ger Tei,lraum, I c S i,st

etn J-Raum far das Skalarproil,ukt lr,Al (*,Y e t) und' ei,n posi,ti,u

defi,nites Skalarprod,ukt, d,essen l{orm il,er aon (r,A) (*,y e8,) auf
9 erzeugten Norm ciqui,ualent ist.

Beweis. Gemäss [1], § 4, 4o, und [7], Lemmata 1.3 und 1.4, geniigt
es zu zeigen, dass ! folgenvollständig ist beziiglich der r-om skalarprodukt

l* , y7 auf I erzeugten schwachen Topologie. Es sei I der Werte-
bereich der ./-selbstadjungierten Projektion E , (r") c 8 :ur,d' lr^-r^ , y)

-> 0 lm,m -> co ) fiir alle y € I' Hieraus folgt (rn-r^,J z) :
Lr,-r^,Ez) ---> 0 (m,% 4 m ) fiir alle "e$.Da der Hilbertraum
schwach folgenvollständig ist, existiert, ein Blement' ro mit lr"-rs , z1

-> 0 . Offensichtlich gilt dabei ro € 8 .

Ein geordnetes Paar {8+ , 8-} von Teilräumen des "I-R,aumes S
lreisst ein d,uales Pactr, we:rrrt die folgenden Beziehungen besteherr:

8+c $+, 8-c S-, 8* r,8-;
ein duales Paar {8+ , ,8-} heisst marimal, wenn dariiberhinaus ,8a € Ifu ,

8- € !lt- gilt, d. h., wenn 8+ und 8- maximale Teilräume von S*
bzu,. S- sind. Grundlegend fiir unsere Betrachtungen ist die folgend-e

Aussage, die in einem allgemeineren Resultat von R,. S. Phillips f14] ent-

halten ist:
(A) Zu jedem d,ualem Paar {8+ , !-} gi,bt es nt'indestens ein rnaui-

males cluales Paar {8T'* , 8i'*} rtit ,8* c 8.i'* un,cl 8- c 81"- .

Wir sagen in diesem tr'alle, das duale Paar {!* , 8-} lasse sich zu dem

maximalen dualen Paar {8T"- , 3:*} erueitetn.. Ein duales Paar

{8+ , 8-} nennen wiv inaariant bezid.glich eines Opere.tors ,4 , wenn

.4" 8* c ,81 und ,4 8- c 8- gilt.
I)er J-selbstadjungierte Operator A in ,b heisst J-nichtnegati'0,

wenn lAu,r))-g fiiralle neb gilt; A heisstde/inisierbar,falls
fiir ihn ein Polynom / + O existiert, so dass f(A) J-trichtnegativ ist;

/ nennen wir in diesem Falle ein d,efini,si,erendes Polynom ftir den Operator

A. Spektraleigenschaften definisierbarer J-selbstadjungierter Operatoren
wurden in [9] (vgl. auch l4l, [5]) untersucht. \\:ir stelleir hier einige später

benötigte Ergebnisse zusammen.
(B) Ist A ei,n defi,ni,si,erbarer J-selbstad,jungierter Operator und, f
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ei,n zugehöri,ges d,efi,ni,siereniles Polynom, so besteht d,as nichtreelle Bpehtru,m, uon
A d,us höchstens end,l,ich uielen Paaren aon Ei,genwerten 1,,7, ( , :
l, 2, ..., n ) ; d,,i,ese sind, notwend,ig Nullstellen aon f . Der Raum S ist
d,arstellbq,r ,i,n d,er Xorm b : 6'+8,t8, j d,abei sti,mmt o(A!$') m;it
d,em reellen, o(418,) (bzw. o,(.418") ) mi,t d,em, ,i,n d,er offenen oberen
(bzw. unteren) Halbebene gelegenen Spektrum uon A iiberei,n, b' i,sl, J-
projektionsuollstrind,ig, !," und, 8,, si,nd, J-nullartige, zu b' J-orthogonale
Teilrciume.

Auf Grund dieser Zerlegbarkeit von $ kann man sich bei der lJnter-
suchung definisierbarer Operatoren A oft auf den n'ail beschränken.
dass o(A) reell ist; dann existiert stets auch ein definisierendes Polynom
mit lauter reellen Nullstellen.

(C) Ist A ei,n d,efi,nisi,erbarer J-selbstad,jungierter Operator und, f
ein zugehöriges d,efini,siereniles Polynom mit lauter reellen Nul,lstellen, so gibt
es eine Abbi,ldung t --> E, , d,ie sog. Eigenspektralfunlcti,on d,es O,perators A ,
d,ie jed,er reellen Zahl, t mit f(t) + O ei,nen J-selbstad,jungierten Opera-
tor E, zuorilnet und, d,urch d,ie folgend,en Ei,genschaften 1)-5) eitzd,euti,g
best'immtist (f(t)f 0, /(s) +O);

1) il-* - O , E* : I , Er-o: E, (d,i,ese Grenzwerte aerstehen si'ch
'in d,er starken Operatorentopologi,e) ;

2) ErE": E^in1",t1 i
3) lElr,rf i,stfiir jedes te$ bei, t:to monotonni,chtfullend,

falls f(tt > 0 , unil moruoton nichtwachsend,, .falls f(ti < O ;
4) E,A:AE,;
5) o(Alsfr.(E)) c (- co , ll ; o(Alff"Q-U))c [r, oo)B).
Der Operator f(A) gestattet dann die Darstellung

(3) f(A) f(t) dE, + n
T-)

,'a

I

-l J
-@

mit e'i,nem J-ni,chtnegatiaen Operator N , far den I{2 : O und, (8,,-8,") 
^i- O gilt, falls d,as Interaall lt*t"7 kei,ne Nullstellen aon f enthrilt;

d,as Integral in (3) eristi,ert dabed als s,ingulcires Integral in d,er starken, Opera-
torentopologie mit Singulari,ttiten in, d,en l{ullstellen cles Polynom,s f u).

,) m(B) bezeichnet don \4/ertebereich, lttAl den Nullraum eines linearen
Operators B.

4) Sind l, , t2 , ,.. ,1, dio Nullstollen von / , so ist also fiir jedes r € $
co

f tt ) rttr1n :
_co

tirn r f(t) cttr, n
1r ... r -3'n, -l-"n + 0 'l

(- cc, :c )\ U (tr- i' 7,,t_* €" y)
y:L
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Die Operatoren fr, sind eindeutig bestimmt durch die Beziehurlg

i1)
*::: lt

2

"' 
r^ - z I)-'d* ;*l

(-! 
r

dabei bezeichuet (f, eine geschlossene, glatte, positiv orientierte 'Kurve,

welche die reelle Achse nur in den Punkten f und -ll/ll-1 ' und

zwar senkrecht, schneidet; der Strich am Integral besagt,, dass es als Cauchy-

scher Hauptu.ert beziiglich der Singularität bei f aufzufassen ist; dieser

existiert in der starken Operatorentopologie'
,a.us clen Beziehungen (3) und" (a) folgt unmittelbar, da,ss fiir z'r'ei ver-

tauschbare ./-selbstadjungierte Operatoren A und A' auch die zuge=

hörige* Projektionen 8,, E: und nilpotenten Operatoren ff , X' alle

miteinander vertauschbar sind.

2. Weitere Hilfssätze

\vir stellen in diesem Abschnitt einige Lemmata bereit, die beim Be'weis

von satz 3.1 benötigt werden. Dabei sei ,b stets ein "I-Raum fiir die

Skalarprod.ukte lx,yf und (t,y) (r,A e b).
Lemma 2.1. Si,nd, Er, E, aertauschbare J-selbstad'jung'i'erte Proiek-

ti,onen mit $.(Er)c S*, ffi(Zr) c $: , d,ann liegt auch il,ie li,neare Hti'lle

cli,eser beid,en Wertebere'iche i,n S* .

Bewei,s. Ist

so gilt

l'xiY , x*Yl
: lUr(I-Er) u , Dr(I-Er) rl * lUrEr* , r) + lE, Erm , yf

* lilzQ-Er) y, Er(I-Er) Al * lUrErY, nl + lE, Er tt, U)

2 lLrErr, nf * lUrEzA ,Uf - 2lUrErr,r)L2lErErU,Uf't' Z o,

denn das Produkt ErE, ptoiiziert auf den Durchschnitt ,t(.E'l) n ffi(Er) ,

also auf einen J-nichtnegativen Teilraum.

Lemma 2,2. Ist lto ein J-nullctrtiger TeilrclxLnl 1'o?1, $ , dann bild,et

!t,,1/ rte , aufgefasst als Tei,lru,um b' 1)on $ , uiecler ei,nen J-Ratun fiir di,e

Skalarprod,ukte l*,y) und' (*,A) (*,A eb ) , d.h. fur dieselben

Skalarprod,ultte wie d,er Ausgangsraunx b .

Bewe.is. Auf Grund der voraussetzung lto c $, sind die Teilräume

,t0 und "I !?o orthogonal, und zwar gilb offensichtlich
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X|, O "f ylo : P+ 910 6 f_ fto.

Nun ist rreiter lti : b e,l Iö6 = !t6 , also

,t;i/!t, : (.b e/ !to) O lto : ö e (J lto @ !to)
: se(P+rh6P_s?o) ,

woraus leicht die Behauptung folgt.
Es sei jetzt yt, rrieder ein J-nullartiger Teilraum von ,b . fst g

ein Teilraum von ltot und setzen wir

8i: lLO!ta:,
so gilt

(5) tt:): : 8 .- !t,,.
IJm clas zu sehen, beachten r,vir zurrächst die Bezielrung

(s--+- fi)' : 8- o n; : i.r .

Sei g:y6: 8r @ lto mit Src .b'! wenn .tr' dieselbe Becleutung
hat v'ie im vorangehenden Lemma. Dann gilt I i : gl' @ !)ts , wenn
Si' clas "f-orthogonale Komplement von 81 in .F, bezeichnet. und

(g:)i: !,@!?o - tölto.
was zu zeigen war.

Lemma 2.3. Es sei I ei,ne namilie Ttaaruei,se orthogonalerb), J-
selbstatlljungierter Projelctionen ,in S . Dann lcisst sich ;1ed,es cluale pctar

{8* , 8*} . d,as inuuriant i,st beziiglich aller operatoren. r € 3 , erweitern
zu einetru max'imalen dualen Paar {8T'", 8i'"} , d,as ebenfails i,naariant ,i,st

beziiglichaller .E'€8.
Beweis. X'iir beliebiges 7 e 8. bildet m(?') wieder einen J-Raum

fiir das skalarprodukt lr,yf (r,y c-m(O ) und ein geeignetes positiv
definites Skalarprorlukt. Man sieht leicht. dass {X t* , 7, g_} ein cluales
Paar in ffi(I) ist. Dieses erweitern '*ir gemäss A*ssage (A) zu eirem
maximalen dualen Paar {gf), !g)} in ,t(-F) uncl setzen airscirlies_
send 6)

Dann bilden die Teilräume 8i , ,81 ein duales paar
zlJ sehen, wählen wir z.B. fr € 8+ , Ft , F, ) ... , Fn

das
F*

5) D.h.esist, ?Ir': O tiir l',t/ e$, I'+f,.6) wir sclrreiben: l. H. : lineare r{iille; a. l. H. .: alrgeschlossene lineare
IIiille.

in ,b . tim
€8, Fi*
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ergibt sich
und. Yi e Sfi-) Dann

$-.
gilt
Die

c tSg) , 8f)l ::= {o}

Wir erweitern das duale Paar wiederum nach Aussage (A) zu einem

maximalen dualen Paar {8T"*,8:'*} und zeigen, dass dieses noch in-
variant ist beziiglich aller Operatoren der Familie 3 . Das folgt z. B.
fiir 8i"* aus den Beziehungen

;l'8i"., gT)1 : [ST"",r g9] : [8T'", ,8q)] : {0},
-tr gT"* c (g9)r n ffi(/) : sP c 83'*.

Lemma 2.4. Es sei, U eine kommutatiae Ea.nlili,e J-selbstailiungi,erter
Operatoren in S , !? e'in J-nullartiger Teilraum, d,er 'i,nuariant i,st fiir al,l,e

Operatoren d,er Tami,lie \L: A17c lt (.4 € ?I). Dann gi,bt es ei,nen

Tei,lraum yt, 'mit ilen folgend'en Ei,genscha,ften:

l) Ilc !?oc $o;
e) -4 ltnc Uto (A eW);
B) G m* +-:n l n (-4 !tii)- c lto (/ € !{ ).
Beweis, Wir betrachten die llenge aller ..I-nullartigeu Teilräume von

$ , die invariant sind fiir alle Operatoren der tr'amilie ?{ . Diese }Ienge ist,

teihveise geord.net beziiglich der mengentheoretischen Inklusion. Dabei
hat jede Kette eine obere Schranke, nämlich die Abschliessung der \rereini-
gung ihrer Elemerrte. Nach dem Satz von Zorn gibt es folglich eiu maxi-
males Element nt6 dieser Menge, das [å enthä]t, und es bleibt za zeigen,

dass lto auch die Eigenschaft 3) hat.
X'flr beliebiges /o € !I betrachten wir die Menge

s, : i.4, yti + ,tJ n (.4s lto )- .

Aus ,40 lto c lto folgt /o !tr' c ltr ; ausserdem gilt, lto c lto , des-

halb ist

(j

i,,,+ir,,iY+åui
i_ j:I J,= I

Z ll1 @*y) , *,+'yi) + o ,,

J== I

Die Teilräurne 8L , 81 sind

fi, I$ §t(r) I§Jg) sowieA/-f .\Y- : !t 
^

lehzte Beziehung ergillt sich

I-t-

also gilt Sl c Su und ebenso Si c
äuch zueinander J-orthogonal, denn es

tf,-ig-, tf),-8* {F,fr €8).
z. B. folgend"ermassen:

t!9,8-, j: [r8!T),8*]

/o !td- + Sto c !?i ,
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also

(6) go c $t,,' .

\Yeiter besteht gemäss (5) die Beziehlrng

7r m;- + ,?, :.:- (/o !t, ;:J

( I l"iezeichrret

also gilt

(7)

rn ied"er da's J-orthogonale Kornplement innerhalb $t,i ) ,

80 c tl3o

Aus (6) und (7) ergibt sich aber sofort, dass der 'I'eilraum S, + »t. in
$o enthalten ist und y| enthält. \Yeiter folgt aus A (Ao lto ) :
,40 (.,1 ltf ) c -40 !to- und ,4 lto c !to, tlass jeder Operator A e tX die
Menge ,?, + & in sich abbildet. Da Sts beziiglich dieser beiden Eigen-
schaften rnaximal ist, erhalten .wir 8n c lto . was zu zeigen war.

3. Invariante Teilräume kommutativer Familien definisierbarer
J-selbstadjungierter Operatoren

l)as Hauptergebnis dieser Note bildet der folgeirde
§atz 3.1. Es sei. V eine komm,utatiue Funtilie J-selbstr_rdjungierter

Operatoren, I ei,ne Tamdl,ie paarweise orthogonaler. J-selbstctcljttngierter
Projektionen i,n S u,nd, es gelte A E : Xt 11 (A e qt, ? e t ). ll'ei,ter
erist'i,ere zu jeclem Paar (A ; I) e !I X I e,i,ne natilrliche Zahl tt(A ; F)
und, eine reelle Zahl a(A; n) mit d,er Eigenschaft, dctss einer der beid,en
Operatoren, * (A - *,(A; X) I1@;t) V ,I-nichtne,gatia ist. Drntn eristi,ert
e'in Te,ilraurn 8?"* € )!11 . derinuari,arfi ist flir alle Opera,toren F und,
AP (AeW,?e3).

\Vir fiihren den Beu,eis in mehreren Schritben.
l. Es bezeichrre )B die }Ienge aller Operatoren B der Gestalt

I):.(A -"(A;F)I)F (,4 € !t,1€,T). Dann gibt e.s naeh Voraus-
setzung zu jedem B € t eine natiirliche Zahl n(B) , so dass einer der
Operatoren *-B"(sl J-nichtnegativ isi. Offensichtlich sincl clie Operatoren
B € $ alle "I-selbstadjungiert uud rrntereinander so'rie mit allel Opera-
toren aus 3 vertauschbar. Der Satz ist bel'iesen. lr'enn rvir zeig'en, dass
die Operatoren cler Familie E U I eirren gemeinsailterl inr-arianten Teil-
raurn 8T* € YJt+ haben.

2. Gemäss Lemma 2.a gibt, es einen Teih'aum ltn c So mit den
Eigensehaften B $loc ltr, .E, ltoc !?, und

(B sta-T $tJ n (B !to)' c lto ( ri€ s, r €B i.(8)
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Der mit einem Teilraum b' \ron $ identifizierte x'aktorraum ,to'/ lto
ist nach Lemma 2.2 ei]n J-Raum beztiglich der gleichen skalarprodukte

rrie der Ausgangsraum s . Da die operatoren aus E U 3 den Teilraum

!t6 , also auch yt* invariant lassen, induzieren sie d'urch die Gleichungen
gi y' : 18 r)' un6 7' a' : (I r)' Operatoren B' , n' in S' ; dabei

bezeichnet, n' das dem Blement r € !trl' bei der X'aktolraumbildung

zugeordnete Element von $' . Die Operatoren B' , I' (B € S ,

r e A ) sind wieder ./-selbstadjungiert, alle miteinander vertauschbar,

die $' paarweise orthogonal und idempotent, und. ftir die natiirliche

Zali n(B') : n(B) gilt' noch, dass einer d'er Operatoren +(B')"(B)
.,/-nichtnegativ ist. wir iiberlegen uns, dass fiir beliebiges B € E die

Beziehung

}t(B')- o !t(B')- -- to) ,(r))

hesteht.
Sei ro

[;r,i , tB y)'1

beliebigen
\\-eit er ist
Init I"' y',

]fir

gilt a,lso

(10)

Åtrf Grund der Beziehung
z,11 Zeigen war.

3. Es sei fiir eitr B e

ein Element von ffi(B')t fi ,t(B')- . Åus rr; € rt(B')t fblgt

Repräsentanten von :ra bezeichnet. Atso gilt no e (B Ytii)' '
*te (rUB'))t gleichbed,eutencl mit, lx, ,'U'7: 0 fiir alle y'
:0, d.h. l*0,y7::--0 fiiralle yefi}e mit Byelts'

B-t(Sto) : {y\ Ye Std, BYe Sto}

n0 i- B-l(!tr) . \\'ir zeigetr, dass die Gleichung

B-L(!to) - (B rto')-

besteht. rn der Tat ist z L B {ti , e € !ts- gleichbed.eutend mit

tBltd,zl:{0}, a€Sti, d.h. mit Bz€!?o--: lto, z€Itii' Aus (r0)

folgt aber

(B-r(sto))i : (B !to')ii ,

uncl gemäss (5) schliesslich

(B-r(!?o))i: rg?, +uo.

Ålso gehört t:o auch zu

rn;a*.
(8) gilt somit ,uo € lto , d' h . :r; -- 0 , was

§ cler zugehörige Exponerlt 'tL: n(B) mit

11
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der Eigenschaft, dass +(B')" J-nichtnegativ ist, grösser oder gleich drei.
Dann gilt fiir y' e b' und z' € !t(8,)

l(B')"-' (B' y, * z,) , B, A, + z,) : l(8,)" U, , A,f ,

also ist auf Grund von (g) sogar einer der Operatoren +(8,)"-, ,I-,icht-
negativ. Daraus folgt, dass fiir jedes B € s einer der operatoren +R'
od"er +(B'), J-nichtnegativ ist, je nachdem, ob der Exponent n(B)
ungerad.e oder gerade ist.

Fiir einen maximalen "I-nichtnegativen Teilraum 8'i.* von S, biltlet
8Tu* : 8?* + nåo einen maximalen.,I-nichtnegativen Teilraum von .b ,
denn es gilt P* 8T'* : (S* O P+ Ito) @ P+ lto =: S* . Ist dabei
,8f* invariant fiir alle Operatoren B' uncl I, (B €-ts , -F € fi.)" so
ist 8T'" invariant fiir alle Operatoren B € E, -F, € I . Der Satz ist
somit bewiesen, wenn wir die Richtigkeit der folgenden Aussage zeigen:

Es sei a e'ine kommutatiae rami,l,ie beschrunkter J-serbstadjungierter
Operatoren B mit der Ei,genschaft, d,ass

ffi(B) + n(B) __ s, d.rl.

und e'iner der Operatoren B , B, , - Bz

8 eine I am,il,ie pactrueise orth,ogona,ler,
? 'in S m,it BE-FB (BeB, ?
maler J -ni,ch,tnegatiaer Teilra%m ,8T'*

(1 1)

alle Operatoren aus 8 U E
1. Es bezeichnen im

Operatoren B.-.S, fiir
Dann besteht fiir jedes U

Dabei gilt gemäss

LT

andererseits aber auch

J -n i,chtnegutiu i sf . IT'e itet, sei
J -selbstadjungierte r Proj ekti rsite rt

€ 3 I . Da,ntt, erist,iert ein ttt{txi -
uon b , d,er inuarictnt ist f*,

Folgenden lI , B , [S die ]Ienge derjenigen
die B , + Bz bzw. - Bz ./-nichtnegatir- ist .

€ U eine Darstellung (3),

dE&) + Jr(u)

derr Bemerkungen im Anschluss ar1 (B) einerseits

;y(u) =- 0, d. h. ffi(/,rq C ^t?(t:) ,

t
f
I

J
-@

l{Q) r __ Uru
,r
I

I t IEIU) n
J

_.O

,n(-ur- lt 
(- cc,co)\(-i, s)

lim
:.1.0

td^:t',*)€ St(t i ,

L2
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d. h. ffi(lftul;c ffi(U) . Auf Grund von (11) ist somit /tr(u) : O , also

(12) u - i'ror*,.
J

Wir setzen

gfD : a.l. H. {ft(I-EIU)) l, > o },
(18) 69): a.l.H.{S1r1ur) I ,<o},

g+ : a.l.H.{gf/)l u€u}.
Dann gilt auf Grund von Lemma 2.1

(14) g+c$*, g_c$-.

Ausserdem ist fiir t <0, { > a und U ,U' ell stets n[ul g-n[Y'11
: O , denn der Durchschnitt der Wertebereiche der links stehenden Pro-
jektionen besteht nur aus dem Nullelement. Deshalb gilt auch

(15) g+ r g_ .

Mit (12) folgt wegen E!u)a:g fiir t<O und re(69t)' r'eiter

u(g-)' c u(ggD)r c g'* c 6+ (Lr€u).

Schliesslich setzen wir

8+ : 6+ *1.H.{S(n i I/€ E },
8- : g- + l.H.{m(ln I Ir€$ }

und zeigen, dass diese Mengen zueinander "I-orthogonal sind. Auf firund
von (I5) brauchen u'ir dazu nur noch die Beziehungen

ffi(Ir) -r- g-, st(H,) J- 6+ , R(n l- ffi(In(16)

zu beweisen (7eS, W€tt). Zunächstbemerkenwir, dassaus (11)

ohne Schwierigkeit

m(ri : ffi(Iö, n1w1 : n0n-

folgt. Dann ergibt sich fiir n , Y e b

ILV' *,W'il\ < LV'W r,W tTlV' W A, W Y) : {t,

womit die dritte Beziehung von (16) bewiesen ist. Entsprechend heweist

man die ersten beid.en.

Weiter gilt 8+ C fF+ , 8- c S- . Da,zu ist es z. B. fiir die zweite
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Beziehnng hinreichend zu zeigen, dass fiir eine beliebige endliche Anzahl
Wr,llrz,...,W* eW die fnklusion

l.H.{S(alL')) I ,<0, (JeU}+1.H.{ yt(W,,)'i tr:r,2,...,m} c B_

bestelrt. Sie sei bewiesen fiir m { mo. Wir betrachten ein beliebiges
Element

" : f n('') *, *T'rr,"r,,,
t:L {L:l

dabei *qei EQl : E[u) (t], e"!l , t, 10 r, : !,2, ..., z ) und tlrt, Wz,
...,,.W,,0+1 € [$ . Dann gibt es auf Grund von (11)X'olgen (zjD),:,,r,.. und
@l])),:,,.,.... mit

was zu zeigen war.
wir formulieren jetzt zunächst zwei unmittelbare Folgerungen von

Satz 3.1.

*l) : W*"orfrp +iy) ; g(1,) : W^"._ri! * 0ll)

(å9 ,i:! € !t(Iry-"+,)); y:1,2,...,%; p:r,2,...,moi t:1,2,...),
die gegen ffu hzw. U,, konvergieren. Damit erhalten wir

fz,z) : liyl
I+o

{lrt. ,, (0,,"*, + i nt't 1t" + ä*,gll) , amo+, + 
,f--at't;y', 

n å, 
*,,r,lt)

.lå s<'ti<» *å,*.iY, , 
2E(')i(tt *,ä,n,,ryll

Die beiden Summa,nden auf der rechten Seite sind aber nichtpositiv: Der
erste, rveil w'^"n, ./-nichtnegativ ist, d.er zweite nach rnduktiorrs-
voraussetzung.

Offensichtlich sind 8+ und 8- invariant fiir alle Operatoren aus
I . Gemäss Lemma 2.3 erweitern wir das duale Paar der abseliliessungen
rron !+ und ,8_ zu einem maximalen dualen paar 

{ t:.* , gi"*} , das
ebenfails invariant ist fiir alle operatoren der x'amilie A . I)ann gilt auch
fiir [-€U,7€13, trlr€{B:

U8T'* c U(!-)- c U(6_)L c g= c !+ c 8i"*,
7,8T"* c ffi(Z) c 8a c 8i"* ,

IF8T"* c W 8,! c W (ffi(\Y))- : {0},

L4
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Folgerung 3.1. Es sei 2t e,ine kommutatiae Familie J-selbstad,iun'

gi,e,rter Ogteratoren 'm,it d,er E'i,gensahaft, ilass zu ied'em A e qI' ei'ne reel'le

zahl a(A) und, eine natiirli,che zahl n(A) exi,stieren, so d,ass ei,ner der

agterutoren + (A - x(A) Il"tA) J-ni'chtnegati'u i'st' Dann gibt es ei'nen

Teilrruum 8T'" € ,Jt+ , d,er inuariant ist fiir alle A e A '
E. Pesonen betrachtet, in [I3l J-selbstadjungierte operatoren, die d.er

folgenden Bedingung geniigen:

(P) Aus lr,xl:0 und, lAtt,rf :0 folgtstets x:o'
rn diesem Falle gilt gemäss [13] genau eine der folgend.en beiden Aus-

sagen (Pa), (P-)'
(P-) Aus lr,r):0 und r*0 folgtstets lAr,r)>0'
(P-) Aus le:,xf:a und, $+0 folgtstets lAt,x)<0'
Än stelle von (P*), (P-) betrachten rvir die sch$,ächeren Bedingungen

(P:,), (Pl):
(P1) Aus Lx,rf:0 folgtstets lAr,r)20.
(P:) Aus lt:,r,):0 folgtstets lAr,r){0'
Unter der Voraussetzung (Pl) (bzrv. (Pl))e.xistiert nach einem Lemma

von R. Kiihne [6] ftir den operator .4 eine rcel7e Zahl cv , so dass ^4 - a I
(bzn,. - (A - t I) ) J-nichtnegativ ist. Damit erhalten rvir die

Folgerung 3.2. Es sei, \I ei,ne komtruutati,ue ?arui,li,e J-selbstad,iungier'

ter Opiratorin A, ilerem jeder e'i,ner d,er Bed,i,ngungen (P'-y), (P'-) gentigt'

D«ni gi,bt es er,nen Tei,lraum 8T'" € IIta , d,er i,nuari,ant i,st fiir alle A e 2L '
I{ach d.en vorangehenden Bemerkungen ist die Vorausset'zung dieser

Folgemng 3.2 erftillt, falls alle operatoren der Familie !t der Bedingung

(P) geniigen.
Als rveitere Folgerung von Satz 3.1 berveisen lvir jetzt den

§atz 3.2. Es sei, 2I ei,ne end,liche kom,mututiue ?amilie defi,ni'si,erbarer

J-sel,bstudiung'ierter ogteratoren' Dattn' gi-bt es einen Teilraum 8i"* € IJt+ 
'

tler i,nauriant i,st fil'r alle A e A .

Betceis. Die Familie !I bestehe aus den Opelatoren Ar-, A, , "' , An '
Ohne Beschränkung d.er Allgemeinheit können rvir voraussetzen (siehe

Årssage (B)), dass zu jedem dieser Operatoren sogar ein definisierendes

PolSrnom mit lauter reellen \rullstellen existiert. Ist z. B'

fr(1) -
ein solches fiir derr Operator AL

Zrr,hlen py) (, - L, 2? ..., 7LL--1
, so u,ählen u-ir im tralle ?\ 7 1 reelle

) rnit tler Eigenschaft

- .,c - 0lo) < ol') < Bl') < of) < //f\ < ... < Bl"'-') < rf') ( ff') : oo

Dann sind die Projektionen

nt

TT
,L': I

,-( r')

(i, -*t ) 
)" '
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Eot :',ji _rli!,
paarweise J-orthogonal. Ist

f?)u) : ffi,) 1t-a!\-*?)
im fntervall. (Py-') , p?)) positiv (bzw. negativ), so ist der Operator
(A,-ap 1l"p p<'t @zw. - (A,-afi 4*tt ptt1 

"I-nichtnegativ (,:1,2,...,nr). fm ersten Fall gilt nämlich z. B.

0 ! lfr(Ar1 Dt) r, n) : lf\@r) (A,- "g Dof) EQ) r, rJ

: l(4 - o@ DnY) E@ y, yf , y : (fy\(Ar'11ttz p(v) s -

der Wertebereich des Operators (fyt(AL»lt'1 r(,) fällt aber mit Jt(Abr)
zusammen (a :1,2,... ,tuL). Anschliessend zerlege, wir jeden der
.I-Räume S(At'l; (a : 1,2, ... , hl) in der gleichen Weise fiir den Ope-
rator a, et'c. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir auf diese \['eise
endlich viele "I-Räume Sr, S, ,..., $", die Wertebereiche der,/-selbst-
adjungierten Projektionen Ir, I, , ... , I, seien, so dass .S :
St*Sr*...*S', d. h.

(17)

gilt und zi jedem Paar (A,;n) eine reelle Zahl oe(t,; g) und
eine nattirliche Zahl n(v ; p) existieren, so dass einer der operatoren
* (A, - oc\, ; Q) 11"0,0) n,, "I-nichtnegativ ist (a : t, 2, ..., n. ; p :
1,2, ... , r. ). I{ach Satz 8.1 gibt es einen Teilraum gT." € lJts , der irr.i,a-
riant ist fiir alle operatoren xa und A,rn. Auf Grund von (17)ist er
dann auch invariant fiir die Operatorerr Ar, Ar, ... , Ao .

rJnter einer zusätzlichen voraussetzung ergibt sich jetzt d.ie Aussage
von Satz 3.2 auch fiir kommutative tr'amilien beliebiger }Iächtigkeit. itr
diesem zweck ftihren wir die zu einer zerlegung (l) cles ./-Raumes »
gehörige Matrixdarstellung

des J-selbstadjungierten Operators ,4 ein. Ist g+ € »t+ und K der
zugehörige winkeloperator von $* in S- , lErtl < I , so sieht man
Ieicht, dass ,8+ genau dann invariant ist beziiglich L , wenn gilt:

- Af, * AnK --= K (Ar1 + AMK)

satz 3.3. Es sei, ?I e'ine kommutatiae raru,ili,e d,efinisierbarer J-selbst-
ailjungierter operatoren, unil es gebe e,ine solche zerregung (1) aon $, rlu,ss

I A" '4rz\
\ - Af, A,,I

(18)



far jectes A e »I der Operator Pa A P- aollsteti,g i,st. Dann eri,st'iert e'in

Tei,lraunr, 8]'" € !Jt1 , iler inaariant i,§ far alle A e W .

Nach der vorar:gehenden Bemerkung ist der Satz bewiesen, wenn wir
die Existenz eines Operators Ko von S* in b- , li/(rll < I , zeigen,

welcher der Gleichung (18) fiir alle AeA geniigt. Zu diesem Zweck
v-iilrletr wjr eine beliebige endliche Teilmer:ge { Ar, Az, ... , Ao } von
?I nnd bezeichnen mit @(Ar. , Ar, ... , A^) die Menge aller Operatoren K
r,on S+ in S- , Iliql < I , die der Gleichung (r8) fär alle A -
ÅL , Az, ... , An geniigen. Gemäss Satz 3.2 ist @(Ar, Ar, ... , A,')

+ A , und- man sieht leicht, dass diese Menge auf Grund der vorausge-

setzten Yollstetigkeit von P+ A P- abgeschlossen ist in der schwachen

Operatorenbopologie. Die Mengen @(A, , A, , ... , An) ( n : 1,2, ..' ;

Ar,Ar,...,A, eA) bilden somit, ein zentriertes System abgeschlossener

nicht leerer Teilmengen der in der schwachen Operatorentopologie kom-
pakten Einheitskugel des Raumes aller beschränkten Abbildungen Yon

.F r in S- . Dann ist aber ihr Durchschnitt nicht leer, d. h., es gibt einen

Opera,tor Ko von S+ in S-, il/(,ll < I , der die Gleichung (18)

ftir alle A e »I erfiillt.
Irr einem J-Raum vom Typ n. ist bekanntlich (vgl. z'8. [2], $))

jeder J-selbstadjur:gierte Operator A definisierbar. Wählt man nämlich
z. B. irn X'alle dim $- : v einen z-dimensionalen J-nichtpositiven, fiir
A invarianten Teilraum ,8- € rJt- (ein solcher existiert auf Grund des

in der Einleitung zitierten Ergebnisses von L. S. Pontrjagin [15]) und
bezeichnet mit p das Minimalpolvnom der Einschränkung von A auf
8-, so gilt p(A) g-: {0}, also L@@))+U,nf : ly,p(A)rl : 0 fiir
yeb, r€,8-, d.h. St((p(/))+) c8_c$*, also ist p(A)(p(A))+
J-nichtnegativ. Aus Satz 3.3 ergibt sich damit, das folgende Resultat von
ilI. A. Naimark [12]:

Folgerung 3.3. Es sei !I eine kommutatiae Tamili,e J-selbstad,jun'

gierter Oyteratoren in ei,nem J-Rawm uon Typ fI,. Dann gi,bt es ei,nen Te'il-

raLtnx 8]"* € SJts , deri,naariant ist fii,r alle A e A .

4. Erweiterungen invarianter dualer Paare von Teilräumen

Es ist bis jetzt nicht, bekannt, ob sich Satz 3.1 in der Weise verschärferr

lässt, dass sogar jedes duale Paar {8* , 8-} von Teilräumen des J-Raumes

$, das invariant ist fiir alle Operatoren I und A F ( A e »I, .F' e I ;

die X'amilien !I und I sollen denselberr Voraussetzungen wie in Satz

3.1 geniigen), zu einem maximalen dualen Paar erweitert werden kann, das

ebenfalls invariant ist fiir diese Operatoren. Aus Satz 3'1 folgt jedoch

leicht der
,

t7
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Satz 4.7. Die Famili,en ?{ und, I sollen d,enselben Voraussetzungen.
wi,e in, Satz 3.1 genii,gen, {8+,8-} sei ein d,uales Paar, il,us,filr al,le Opera.-

toren F und, A F ( A e »I, .E' € 3 ) i,naariant,i,st und, ilessen Teilrciume
si,ch i,n d,er Eorrn,

(1e)

d,arstellen lassen mit J-nullartigen Teilrriu,men ,81 , ,81 und, J-projektions-
aollstrind,igen ?ei,lrtiumen 8l , ,81 Dann kisst sich {8* , 8-} erueitern
zu einem marimalen d,ualen Paar {8T"*,8'_""}, das eben.fal,ls inuaria.nt
i,stfiiralleOperatoren X und, AI (Ae_t[,I €3).

Beweis. WirbildendenTeilraum ,h:89f+81 . Danngilt I|6c Bo,
J, ftoc !?o und . ,f' ftoc !?o ( A e A, tr € S ). Gemäss Lemma 2.9
bildet der X'aktorraum S161 / !t6 , aufgefasst als Teilraum b' rron b ,
wieder einen "I-Raum fiir dieselben Skalarprodukte wie der Ausgangsraum

S . Ein "I-selbstadjungierter Operator T in $ , der lts und damit
auch yt;| invariant lässt, erzeugt dann durch die Gleichung f'y' :
(I r)' einen ebenfalls "I-selbstadjungierten Operator 7' in $' , wenrr
n' das r € lti zugeordnete Element aus b' bezeichnet. fst Li
die J-selbstadjungierte Projektion auf 8'+ , dann ist, L'- eine ./-
selbstadjungierte Projektion in S' . Ihr lÄ'Iertebereich ist das Bild S:
von Sf, c Ilor beztiglich des kanonischen Homomorphismus von ltot
auf $' , also ist S; wieder "I-projektionsvollständig in $' , und das-
selbegiltauchfiir 8l . Das./-orthogonaleKomplement $" von 8,f t8'-
in S' bildet wieder einen "I-Raum fiir das indefinite Skalarprodukt
lr" , U"f ( fr" , y" € S" ) und ist invariant beziiglich der Operatoren F'
und (A I)' ( A e W, l' € I ). Die Einschränkungen Fu und (A F)'
der Operatoren E' und (A I)' auf b' geniigen denselben Yoraus-
setzungen wie E und A X , also exist,iert gemäss Satz 3.1 ein maximales
duales Paar {8'f* , 8'3""}, das invariant ist beziiglich aller ?' und
(A I)' ( A e A, -F' € I ). Die Teilräume

!T'" : 8'f"* + 8'- + $to, 81u* : !-*'* t !- f )to

bilden dann ein fiir alle X und A X (,4 € !I, .F € I ) invariantes
maximales duales Paar.

X'olgerung 3.1, Satz 3.2 und Satz 3.3 lassen sich entsprechend r.er-
schärfen. Wir verzichten jedoch auf die Formulierung dieser Aussagen
und vermerken nur die

Folgerung 4.1. Es sei, U eine kommutatiue Fam,ilie J-selbstad,jun-
gi,erter Operatoren i,n ei,nem J-Raum uom Typ ff,. Dann kisst si,ch jed,es

d,uale Paar {8+, 8_} , d,as ,inuari,ant ist fur alle Operatoren aus e){., er-
weitern zu e,i,nem mar'i,malen dualen Paar, ilas ebenfal,ls i,nuariant i,st fii;r alle
Operatoren aus !I .



ry

In einem ,I-Raum vom Typ ff, lassen sich nämlich 8+ und 8-
stets in der X'orm (19) darstellen, denn $o enthält nur Teilräume einer
Dimension kleiner oder gleich N . Dabei ist Si (bzw. 8l ) als ,/-nicht-
negativer (bzw. J-nichtpositiver) Teilraum auch J-projektionsvollständig
([I], Satz 6.5).

Schliesslich zeigen wir, dass die Voraussetzung (19) liber die Zerlegbar-
keit der Teilräume 8+ , 8.- entbehrt werden kann, wenn !I llur aus

..I-nichtnegativen Operatoren besteht.
Satz 4.2. Es se'i U e'ine kommutati,ae Tarnili,e J-ni,chtnegat'iuer Opera-

toren, {,8* , 8-} e'in d,uales Paar aon Teilrciumen aus $ , d,as 'inaariant
;,st fii,r alle Operatoren A eA. Dann kisst si,ch {8+ , 8-} erweitern zu

ejnem m,arimalen d,ual,en Paar, ilas ebenfalls'inuq,ri,ant i,st fur alle Operatoren

.a € !t.
Bewei,s. Wir setzen

,?r: (8+nsn) +(8-nBo)
untl belrachten wieder den X'aktorraum fltf i lto als Tei]raum .b' Yon

S . Oft'ensichtlich gilt 8+ c !h , 8- c !?f , und das Bild S; (bzw.

8'- ) des Teilraumes 8+ (bzw. ,8- ) enthält keine "I-nullartigen Elemente
n' + A. Die Voraussetzungen iiber die tr'amilie ?I und die Teilräume

8+ , 8- bleiben fiir die von ?I in 6' induzierte Familie ?[' und die

Teilräume 8; , 8'- erhalten. Deshalb können wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass bereits 8+ (bzw. 8- ) J-positlv (bzw.

"I-negativ) ist.
Es sei

dUll) -l- .v(r)

CD
/l

l

IU
_J)

wieder die Darstellung (3) des Operators A
8.1 bilden wir die Teilräume Ef) , Eq)

I)ann bestehen die Beziehungen (14), (i5) ulld

A (Gf))' c 61 + :)t.
Wir tiberlegen ur1s, dass fiir t <0, § > 0 und A, A' € U

gilt; daraus folgt unmittelhar

€ ?[ . \\'ie im Be\\'eis von Satz
gemäss (13) und

A€![],
t, A €u).

II. LeNeun, I)efinisierbare J-selbstadjungierte 0peratoren
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(21) ltcSo, !?t-6+, ,t-Lg-.
Zurn Beweis von (20) beachten wir, dass aus der Vertauschbarkeit

1ron A mit y@') und aus (Nla')12 - O

ilA X@'t n,yflz S lA N(.'t r, t{@') dlA y,al : 0

(r,y e $), also ay@'):Q und somit fiir ze p(A), z*0,

lrr, : - NL')(A-zr)*r
z

folgt lA,A' e A). Daraus ergeben sich auf Grund von (4) die ersten
beiden Gleichungen (20). Dann ist, aber auch

setzen jeLzt

Dann -qind auf Grund. der Beziehungen (I5), (21), (22) und (23) §. und
C- zueinander ,I-orthogorral. Ihre Abschliessungen C+ , 0- bilden
olglich ein duales Paar, wenn wir noch zeigen, dass die fnklusionen

t. H.{m(/-E!')) I s } 0, A e»{,} + S* c S*,
l.H.{ tft@!A\1, < o, A <-rr}+ S- c g-

bestehen. Die erste folgt aber z. B. aus der Tatsache, dass fiir g € 8+
und paarweise orthogonale J-selbstadjungierte Projektionen .&'(') , .., , E(") ,

deren Wertebereiche alle zu $* gehören und die 8+ inyariant lassen,
gilt (*t,fr2,...,fro eS; y € 8a ):

Da
ist, gilt
(t < 0,

(22)

Da 8-r-

anderers
und exlt

( 23)

\1,'ir'

T

Ei'') 8n in 8r enthalt"; L*U andererseits tfr@[A)) J-negativ

s>0; A €?I), also ist,

8*rE*, 8--Lg-.
nach Voraussetzung ,/-positiv und inr,.ariant beziiglictr i\r('4) 

,

reits aber ffi1lft'')) c So ist, ergibt sich ebenso iv''l') 8+ - {0}
*q})rechend N@) 8-- - {0} , also gilt

ÄI t8*, yt,t8_

i >- E{,)r,*y,i E@)*,,+y1
l,Zt Ft j

2A
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n

v,L
y:L

fnIs,IL
I u:L

å,"')0, ('

g(,) @,*y) g(,) @,*il1

+ 
[( 
,- - z,s{'))r) = 

o

Erweitern wir schliesslich {0* ,3-} zu einem maximalen dualen Paar

{8i"" , 8i'"} , so ergibt sich fiir alle A e A

1 8T"" c ,4 (0-)L c A 1O(r1' c 6+ f !t c 8|'-

und entsprechend /. 8i"" c 8i"*, womit der Satz bewiesen ist.

\[/ir vermerken noch, dass offensichtlich das Spektrum der Einschränkung

von A auf ,8["" (bzw. ,8i"" ) ganz auf der nichtnegativen (bzw. nicht-

positiven) Halbachse liegt.
Folgerung 4.2. Es sei,en !t eine kommutati,ue ?ami,li,e J-selbstad,jun-

gi,erter Ogteratoren,, d,eren jeder einer d,er Bedingungen (P'*) , (P'-) gent),gt,

und, {8* , 8-} ei,n duales Paar aon Teilrriumen, das i,nuariant i,st far alle

Ogteratoren A eul. Dann lcisst si,ch {8* , 8-} erweitern zu ei,nem max'i,-

malen ilualen Paar, d,as ebenfatts inuariant ist fiir alle Operatoren A e »[ .

Aus d.ieser Folgerung oder auch aus Folgerung 3.2 ergibt sich insbe-

sondere, dass ein Operator -d , welcher der Bedingung (P) geniigt, ein

invariantes maximales duales Paar von Teilräumen besitzt. An anderer

Stelle [11] zeigen wir, dass d.ieses i. allg. nicht eind,eutig bestimmt ist.

Technische Universität Dresden
DDR,
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