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Einleitung

Im Jahre 1944 bewies L. S. Pontrjagin [15], dass ein JJ-selbstadjungierter
Operator A in einem J-Raum vom Typ {7, (Definitionen im folgenden
Abschnitt 1) einen maximalen J-nichtnegativen invarianten Teilraum
besitzt. Diese Aussage wurde spiter von verschiedenen Autoren (z.B.
[8], [3]) fiir /-selbstadjungierte Operatoren in beliebigen J-Réumen verall-
gemeinert unter der Voraussetzung der Vollstetigkeit gewisser Komponen-
ten des Operators A4 . In dieser Note zeigen wir, dass sich entsprechende
Verallgemeinerungen des Satzes von L. S. Pontrjagin ergeben, wenn man
den Operator A als definisierbar voraussetzt, d. L., es existiert ein
Polynom f, so dass f(4) ein J-nichtnegativer Operator ist. Dabei
formulieren und beweisen wir diese Aussagen in Abschnitt 3 fiir kommu-
tative Familien J-selbstadjungierter Operatoren; sie sind aber i.allg.
auch neu fiir den Spezialfall eines einzelnen Operators!).

Die Betrachtungen in Abschnitt 4 stehen in engem Zusammenhang mit
der Arbeit [14]. R. S. Phillips formuliert dort die folgende Hypothese:
Ist 9 eine kommutative Familie J-selbstadjungierter Operatoren, dann
Jiisst sich jedes duale Paar von Teilriiumen, das invariant ist fiiralle 4 € 9,
zu einem maximalen dualen Paar erweitern, das ebenfalls invariant ist
fiir alle Operatoren A € 9. Unser Satz 4.2 besagt, dass diese Hypothese
richtig ist, wenn 9 nur J-nichtnegative Operatoren enthilt.

Schliesslich weisen wir noch darauf hin, dass entsprechende Aussagen
auch fiir definisierbare J-unitire Operatoren gelten. Wir verzichten
jedoch darauf, diese zu formulieren.

Herrn Professor Dr. I. S. Louhivaara danke ich sehr fir seine grosse
Unterstiitzung bei der Vorbereitung dieser Arbeit zum Druck.

1. Hilfsmittel aus der Theorie J-selbstadjungierter Operatoren

Wir nennen einen komplexen linearen Raum § einen J-Raum fir

die Skalarprodukte [z,y] uwnd (z,y) (x,y €9), wenn § ein
Hilbertraum beziiglich des positiv definiten Skalarproduktes (x,y) ist

1)  Die wesentlichen FErgebnisse dieser Arbeit wurden ohne Beweise in [10]
mitgeteilt. o )



4 Ann. Acad. Sci. Fennicae A. 1. 475

und zwischen den beiden Skalarprodukten eine Beziehung der Form
[,yl=(Jx,y) (x,y €9H) besteht; dabei sei der Operator J die
Differenz zweier orthogonaler komplementéirer Projektionen P, ,P_ :
J=P,—P_, P, =P, =P*% P,+P_ =1. Setzenwir . = P, 9,
H- = P_ 9, so gestattet § also die Darstellung

(1) L= HL00-.

Ist dabei insbesondere » = min (dim 9, ,dim $_) < oo, dann nennen
wir § einen J-Raum vom Typ 11,.

Ein Element « € & heisse J-positiv (bzw. J-nichtnegativ, J-nullartig
etc.), wenn [x,2]>0 (bzw. [2,2] =0, [v,2] =0 etc.) gilt; ent-
sprechend nennen wir einen Teilraum von § J -positiv (bzw. J-nicht-
negatw, J-nullartig ete.), falls dessen vom Nullelement verschiedene Ele-
mente sédmtlich J-positiv (bzw. J-nichtnegativ, J-nullartig etc.) sind, und
setzen noch

B = {2l [x,a] 20},
B ={elle,a] =0},
Bo = B NP-.

Ein Teilraum & von P, (bzw. P_) wird maximal genannt, wenn er
nicht in einem anderen Teilraum von P; (bzw. P_) echt enthalten ist;
My (bzw. M_) bezeichne die Menge der maximalen Teilriume von
B (bzw. P_). Zu jedem Teilraum &L € M, gibt es einen linearen
Operator K von §; in 9_, |K|| =1, so dass sich € in der
Form

(2) E={v|le=uw +Ka,, 2: €9}

darstellen lisst; K heisst dabei der zu ¢ gehorige Winkeloperator.
Die durch (2) definierte Zuordnung zwischen Teilriumen aus M. wund
Operatoren K von $. in §_ ist eineindeutig, [1].

Zwei Elemente «,y (bzw. Teilmengen ,,,) von 9 heissen
J-orthogonal, in Zeichen x Ly (bzw. & L &), wenn [z,y] =0 (bzw.
[¥;, ] ={0}) gilt. Fiir einen Teilraum QC § sei schliesslich g+
das J-orthogonale Komplement von ¢: Q' ={a| [z,Q] = {0}}. Be-
kanntlich besteht der Durchschnitt von @ wund 2+ i. allg. nicht nur aus
dem Nullelement, und die Beziehungen 2)

Nt = {0} und L = §
sind dquivalent, [1]. Ein Teilraum & heisst J-projektionsvollstindig, wenn

®)  Der Querstrich bezeichnet die Abschliessung.
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sogar Q-+ = 9 gilt, d. h., wenn jedes Element z € § eine eindeutige
Zerlegung x = 2’2" mit 2’ €L, " € " gestattet.

Wir betrachten in dieser Note ausschliesslich beschrinkte lineare
Operatoren. Ein solcher Operator A heisst J-selbstadjungiert, wenn
[Ae,y]l = [x,Ay] firale 2,y €9 gilt. Man sieht leicht, dass die
J-projektionsvollstindigen Teilriume genau die Wertebereiche J-selbst-
adjungierter Projektionen sind.

Lemma 1.1. Ein J-projektionsvollstindiger Teilraum L c O st
ein J-Raum fir das Skalarprodukt [x,y] (x,y €8 ) und ein positiv
definites Skalarprodukt, dessen Norm der von (¢,y) (z,y €2) auf
Q erzeugten Norm dquivalent ist.

Beweis. Gemiss [1], § 4, 4°, und [7], Lemmata 1.3 und 1.4, geniigt
es zu zeigen, dass € folgenvollstindig ist beziiglich der vom Skalarprodukt
[x.y] auf @ erzeugten schwachen Topologie. Es sei & der Werte-
bereich der J-selbstadjungierten Projektion £, (v,)C € und [2n—am , ¥]
—~ 0 (m,n — o) fir alle y € Q. Hieraus folgt (vn—am,Jz) =
[Xn—am, BEz] — 0 (m,n — ) fir alle z€ 9. Da der Hilbertraum
schwach folgenvollstindig ist, existiert ein Element =z, mit [x,—z,,?]
— 0. Offensichtlich gilt dabei xo €q.

Ein geordnetes Paar {2, .2} von Teilrdumen des J-Raumes §
heisst ein duales Paar, wenn die folgenden Beziehungen bestehen:

8+C sB—;—, e c G,B_, 2+—L$-;

ein duales Paar {Q, , &} heisst maximal, wenn dariiberhinaus £, € M,
Q_€M_ gilt, d. h.,, wenn £, und L. maximale Teilrdiume von B
bzw. P sind. Grundlegend fiir unsere Betrachtungen ist die folgende
Aussage, die in einem allgemeineren Resultat von R. S. Phillips [14] ent-
halten ist:

(A)  Zu jedem dualen Paar {Q,Q_} gibt es mindestens ein maxi-
males duales Paar {Q7™, ™} mit Q. C T und L_cC L.

Wir sagen in diesem Falle, das duale Pmu 1Q+ , 8} lasse sich zu dem
maximalen dualen Paar {7, @} erweitern. Ein duales Paar
{Q.,Q.} mnennen wir invariant beziiglich eines Operators A, wenn
A c @ und 4 c @ gilt.

Der J-selbstadjungierte Operator A in § heisst J-nichinegativ,
wenn [dax,2] =0 firalle €9 gilt; A heisst definisierbar, falls
fiir ihn ein Polynom f == 0 existiert, so dass f(4) J-nichtnegativ ist;
f mennen wir in diesem Falle ein definisierendes Polynom fiir den Operator
A . Spektraleigenschaften definisierbarer J-selbstadjungierter Operatoren
wurden in [9] (vgl. auch [4], [5]) untersucht. Wir stellen hier einige spéter
benotigte Ergebnisse zusammen.

(B) Ist A ein definisierbarer J-selbstadjungierter Operator und f
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ein zugehdriges definisierendes Polynom, so besteht das nichtreelle Spektrum von
A aus hochstens endlich vielen Paaren wvon Eigenwerten 1,,7, (v =
1,2,..,m); diese sind notwendig Nullstellen von f. Der Raum $ ist
darstellbar in der Form 9 = '+ &+, ; dabei stimmt o(A|9D') wmit
dem reellen, o(A|8,) (bzw. o(4|Q)) mit dem in der offenen oberen
(bzw. unteren) Halbebene gelegenen Spektrum von A aberein, £’ ist J-
projeklionsvollstindig, L, und L. sind J-nullartige, zuw ©' J-orthogonale
Teilrdiume.

Auf Grund dieser Zerlegbarkeit von § kann man sich bei der Unter-
suchung definisierbarer Operatoren A oft auf den Fall beschrinken.
dass o(4) reell ist; dann existiert stets auch ein definisierendes Polynom
mit lauter reellen Nallstellen.

(C) Ist A ein definisierbarer J-selbstadjungierter Operator und f
ein zugehoriges definisierendes Polynom mit lauter reellen Nullstellen, so gibt
es eine Abbildung t— E,, die sog. Eigenspektralfunktion des Operators A ,
die jeder reellen Zahl t mit f(t) &= 0 einen J-selbstadjungierten Opera-
tor B, zuordnet und durch die folgenden Eigenschaften 1)—35) eindeutig
bestimmt ist ( f(t) = 0, f(s)=0):

1) E_,=0, E,=1, E,_,=E, (diese Grenzwerte verstehen sich
in der starken Operatorentopologie) ;

2) Et Es - Emin(s,t) s

3) [Bix,x] ist fur jedes x€§ ber t =1, monoton nichtfallend,
falls  f(ty) > 0, und monoton nichtwachsend, falls f(t,) < 0 ;

4) H A=AE,;

5) o(ARE)) C (—o.1]; oAdRUI—-E)C[t, «)?).

Der Operator  f(A) gestattet dann die Darstellung

(3) fd) = ]f(t) dE, + N

mit einem J-nichinegativen Operator N, fur den N* = O wnd (B, —E,)N
=0 gqilt, falls das Intervall [t,,¢] keine Nullstellen von f enthilt ;
das Integral in (3) existiert dabei als singuléires Integral in der starken Opera-
torentopologie mit Singularititen in den Nullstellen des Polynoms f4).

3)  J(B) bezeichnet den Wertebereich, t(B) den Nullraum eines linearen
Operators B.
Y Sind t,%,...,t, die Nullstellen von f, so ist also fiir jedes z € §

@0
ff(z‘) dE,x = lim f ft) dE; x
—® Fp e &y v 0

n
(= 2)N U {,— 1, +57 )
y=1
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Die Operatoren E, sind eindeutig bestimmt durch die Beziehung

, Et».:MO - Et 1 v
(4) SR = g DT
g,

dabei bezeichnet €, eine geschlossene, glatte, positiv orientierte Kurve,
welche die reelle Achse nur in den Punkten ¢ und —[4[—1. und
zwar senkrecht, schneidet; der Strich am Integral besagt, dass es als Cauchy-
scher Hauptwert beziiglich der Singularitdt bei ¢ aufzufassen ist; dieser
existiert in der starken Operatorentopologie.

Aus den Beziehungen (3) und (4) folgt unmittelbar, dass fir zwei ver-
tauschbare J-selbstadjungierte Operatoren 4 und A’ auch die zuge-
horigen Projektionen H,, B, und nilpotenten Operatoren N, N alle
miteinander vertauschbar sind.

2. Weitere Hilfssitze

Wir stellen in diesem Abschnitt einige Lemmata bereit, die beim Beweis
von Satz 3.1 bendtigt werden. Dabei sei § stets ein J-Raum fir die
Skalarprodukte [z,y] und (v,y) (2,y €9).

Lemma 2.1. Sind E,, E, vertauschbare J-selbstadjungierte Projek-
tionen mit R(E)C By . R(E)C B . dann liegt auch die lineare Halle
dieser beiden Wertebereiche in B .

Beweis. Ist

v = B =E(I-E)s+ E B, y==Ey= E,(I—E)y - E Ey,
so gilt
[x+y,x+y]
= [By,(I—E,) x, E,(I—E,) «] + [E, E,x, 2] + [E, By, y]
+ [By(I—E)y ., E,(I—E)yl + [B, By, 2] + [E Eyy, Y]
= (B, Byx, 2] + B, By, yl — 2[E, B, w, 2] B Byl =0,

denn das Produkt E, B, projiziert auf den Durchschnitt R(E;) N R(E,) ,
also auf einen J-nichtnegativen Teilraum.

Lemma 2.2. Ist N, ein J-nullartiger Teilraum von $ , dann bildet
Ne | Ny » aufgefasst als Teilraum ' von 9 . wieder einen J-Raum fir die
Skalarprodukte  [x,y] wnd (x,y) (x,y €9 ), d.h. fir dieselben
Skalarprodukte wie der Ausgangsraum ) .

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung N, C %, sind die Teilrdume
N, und J N, orthogonal, und zwar gilt offensichtlich
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N @I Ny = P, Ny@®P_N,.
Nun ist weiter Nj = H OJ N, o N, . also
N /Ny = (HOSTN)EN, = HCT( N, ® Ny
— HOP.NOP N,

woraus leicht die Behauptung folgt.
Es sei jetzt N, wieder ein J-nullartiger Teilraum von H. Ist Q
ein Teilraum von 9 und setzen wir

¢ =enw.
so gilt
(5) (@) = ¢ =W,
Um das zu sehen, beachten wir zuniichst die Beziehung
(C+ %) =Ny = ¢ .

Sei € No=29, @N, mit & c P, wenn £  dieselbe Bedeutung

hat wie im vorangehenden Lemma. Dann gilt ¢ =g F @ %N, . wenn

¢ das J-orthogonale Komplement von ¢ in " bezeichnet, und
(€)Y = o =ew.

was zu zeigen war.

Lemma 23. Hs sei § eine Familie paarweise orthogonaler?), J-
selbstadjungierter Projektionen in . Dann lisst sich jedes duale Paar
{Q+ . 8.}, das invariant ist beziglich aller Operatoren F € &, erweilern
zu etnem maximalen dualen Paar {Q7, Q") | das ebenfalls invariant ist
beziiglich aller F € ¥ .

Beweis. Fiir beliebiges F € ¥ bildet R(F) wieder einen J-Raum
fir das Skalarprodukt [2z,y] (2,7 € R(F)) und ein geeignetes positiv
definites Skalarprodukt. Man sieht leicht, dass {F ., F @_} ein duales
Paar in  R(F) ist. Dieses erweitern wir gemiss Aussage (A) zu einem
maximalen dualen Paar {QF, Q"1 in  9R(F) und setzen anschlies-
send 9)

o= ¢, +LH (D Feyy.

Dann bilden die Teilrdume g% , ¢’ ein duales Paar in $. Um das
zu sehen, wihlen wir z.B. 2 €&, ; Fy,Fy,..,F, €F, F;j=F,

8 D.hiesist FI" =0 fic F,F €. F=F",
6)  Wir schreiben: 1. H. = lineare Hiille; a.l1. H. — abgeschlossene lineare
Hiille.
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(j=k; j,k=1,2,...,n) und ijS(fj) (j=12,...,n). Dann
ergibt sich

v+ 2yt Zly,}
= -

J=

L

= [( I — Fj).’v , (1 — z F,-) xj -+ Z LF (e+y) , a+y] = 0.
\ = N /S
also gilt €% c B, und ebenso ¢ < P_. Die Teilrdume 2° , L’ sind
auch zueinander J-orthogonal, denn es gilt £, L &, &P 1 H  sowie
e g, eH 1 Q. (F,F €%). Die letate Beziechung ergibt sich
z. B. folgendermassen:

[e®. 0] = [Fe®, 2.]c g9, D] = {0}

Wir erweitern das duale Paar wiederum nach Aussage (A) zu einem
maximalen dualen Paar {Q7*, "} und zeigen, dass dieses noch in-
variant ist beziiglich aller Operatoren der Familie 7§ . Das folgt z. B.
fir 7™ aus den Bezichungen

[Feme, Q] = [gm, F @] = [e7, Y] = {0},
F o c (@9)YNRF) = P c ev.,

Lemma 2.4. Hs sei A eine kommutative Familie J-selbstadjungierter
Operatoren in ., N ein J-nullartiger Teilraum, der invariant ist fir alle
Operatoren. der Familie A: ANc N (A €A). Dann gibt es einen
Teilraum N, mit den folgenden Eigenschaften:

1) NcNc By

2) AN, Ny, (A€W

3) ANy + NN AN Ny (AeA).

Beweis. 'Wir betrachten die Menge aller J-nullartigen Teilrdume von
9 , die invariant sind fiir alle Operatoren der Familie 2. Diese Menge ist
teilweise geordnet beziiglich der mengentheoretischen Inklusion. Dabei
hat jede Kette eine obere Schranke, ndmlich die Abschliessung der Vereini-
gung ihrer Elemente. Nach dem Satz von Zorn gibt es folglich ein maxi-
males Element 9, dieser Menge, das O enthélt, und es bleibt zu zeigen,
dass 9, auch die Eigenschaft 3) hat.

Fiir beliebiges A, € A betrachten wir die Menge

Q = (Ao Ny + No) N (4 Ny~ -

Aus Ay N, N, folgt A, Ny < Ny ; ausserdem gilt I, Ny . des-
halb ist

A% + Ry © Ny,
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also
(6) Qo C %6 .

Weiter besteht geméss (5) die Beziehung

ARER = A0
( " bezeichnet wieder das J -orthogonale Komplement innerhalb 9t ),
also gilt

() L By

Aus (6) und (7) ergibt sich aber sofort, dass der Teilraum ¢, -+ €N, in
By enthalten ist und N enthilt. Weiter folgt aus A4 (4, N;) =
Ag(A Ng) € 4Ny und 4 N, € N,, dass jeder Operator A € A die

Menge W, + &, insich abbildet. Da N, beziiglich dieser beiden Eigen-
schaften maximal ist, erhalten wir @, N, . was zu zeigen war.

3. Invariante Teilrdume kommutativer Familien definisierbarer
J-selbstadjungierter Operatoren

Das Hauptergebnis dieser Note bildet der folgende

Satz 3.1. Es sei WA eine kommutative Familie J-selbstadjungierter
Operatoren, § eine Familie paarweise orthogonaler. J-selbstadjungierter
Projektionen in O und es gelte AF =FA (A€, FEY ). Weiter
evistiere. zu jedem Paar (A ;F) € AXF eine nativrliche Zahl n(A4 ; F)
und cine reelle Zahl x(A ; F) mit der Eigenschaft, dass einer der beiden
Operatoren. - (A — (A4 ; F) I)""S"F  J-nichtnegativ ist.  Dann existiort
ein Teilraum L € M. . der invariant ist fir alle Operatoren F  und
AF (A€eU. FeEF).

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

1. Es bezeichne 98 die Menge aller Operatoren B der Gestalt
B=(d—xA:FI)F (A€, FeF) Dann gibt es nach Voraus-
setzung zu jedem B €W eine natiirliche Zahl #(B), so dass einer der
Operatoren +-B"®  J-nichtnegativ ist. Offensichtlich sind die Operatoren
B €% alle J-selbstadjungiert und untereinander sowie mit allen Opera-
toren aus § vertauschbar. Der Satz ist bewiesen. wenn wir zeigen, dass
die Operatoren der Familie B U F einen gemeinsamen invarianten Teil-
raum Q7 € M, haben.

2. Gemiss Lemma 2.4 gibt es einen Teilvaum N, c R, mit den
Eigenschaften BN ,c N,, F N, N, und

(8) BNy +N)N B R € N, (BeVB, Fex)
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Der mit einem Teilraum  §’ von § identifizierte Faktorraum 9ty / %N,
ist nach Lemma 2.2 ein J-Raum beziiglich der gleichen Skalarprodukte
wie der Ausgangsraum . Da die Operatoren aus B U den Teilraum
N, , also auch N invariant lassen, induzieren sie durch die Gleichungen
B2’ = (Bx) und F’'z’ = (Fa) Operatoren B', F' in ©'; dabei
bezeichnet 2’ das dem Element z € 9%ty  bei der Faktorraumbildung
zugeordnete Element von §’. Die Operatoren B ,F (BEY,
Fey) sind wieder J-selbstadjungiert, alle miteinander vertauschbar,
die ' paarweise orthogonal und idempotent und fiir die natiirliche
Zahl n(B') = n(B) gilt noch, dass einer der Operatoren - (B')"®)
J-nichtnegativ ist. Wir iiberlegen uns, dass fiir beliebiges Be® die
Beziehung

(9) RB') -+ NB) = H. dh RB) NRB)> = {0},
besteht.

Sei a, ein Element von R(B')*N R(B)-. Aus a; € R(B)- folgt
[as. (By)]=0, d.h. [%,Byl=0 firale y€ Ny, wenn x, einen
beliebigen Reprisentanten von a, bezeichnet. Also gilt z, € (B gJEOL)i .
Weiter ist ap € (W(B'))" gleichbedeutend mit [zo,y]=0 fir alle ¥
mit By =0, d.h. [z,y]=0 firalle yE€ Ne mit By €N,.
Mit

B(N) = {y y€Ny, ByeRy]
cilt also @, L B(Ny) . Wir zeigen, dass die Gleichung
(10) BHRy) = (B W)

besteht. In der Tatist z 1 BNy. z€MN; gleichbedeatend mit
[BRE,21=1{0}, 2€Ng, d.h mit Bz€Ng- =N, €Ny . Aus (10)
folgt aber

(BAR) = (B %)
und gemiiss (5) schliesslich

(BA(R): = BNy + N

Also gehort @, auch zu

BN+ Ny

Auf Grund der Beziehung (8) gilt somit , € 9%, d. h. vy =0, was
zu zeigen war.
3. Es sei fiir ein B €9 der zugehorige Exponent #n = n(B) mit
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der Eigenschaft, dass 4-(B')" J-nichtnegativ ist, grosser oder gleich drei.
Dann gilt fir »' € ' und 2’ € N(B)

[(BY)Y By +2), By +21=[B)y .y,

also ist auf Grund von (9) sogar einer der Operatoren --(B’)"~* .J-nicht-
negativ. Daraus folgt, dass fiir jedes B € B einer der Operatoren -5’
oder +(B')? J-nichtnegativ ist, je nachdem, ob der Exponent n(B)
ungerade oder gerade ist.

Fiir einen maximalen J-nichtnegativen Teilraum Q™ von £’ bildet
L U 5)2‘0 einen maximalen .J-nichtnegativ en Teilraum von 9,
denn es gilt LR = (DO P N) @ PNy = H. . Ist dabei
"™ invariant fur alle Operatoren B’ und F’ (B€V, FEF). so
ist Q7™ invariant fiir alle Operatoren B € B, F €F. Der Satz ist
somit bewiesen, wenn wir die Richtigkeit der folgenden Aussage zeigen:

Es sei B eine kommutative Familie beschrinkter J-selbstadjungierter
Operatoren B mit der Eigenschaft, dass

(11) R(B) + RB) = 9, d.h RBNRNB) = (0},

und einer der Operatoren B, B, —B* J-nichtnegativ ist. Weiter sei
& eine Familie paarweise orthogonaler, J-selbstadjungierter Projektionen
F in 9 mit BF=FB (B€®B, FEF). Dann evistiert ein maxi-
maler J-nichinegativer Teilrawm 0™ wvon  §, der invariant ist fir
alle Operatoren aus B U F .

4. Es bezeichnen im Folgenden 11, B, B die Menge derjenigen
Operatoren B € B, fiir die B, B2 bzw. —B? J-nichtnegativ ist.
Dann besteht fiir jedes U €1 eine Darstellung (3):

U= /tdE}W ~ N

Dabei gilt geméiss den Bemerkungen im Anschluss an (3) einerseits
UNY =0, dh RNY) c N,

andererseits aber auch

NO g = Ux—/ tdEWY) a
= lim( Uz — tdE:”x) € R,
o |

(=0)\(~52)
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d.h. RNV c RU). Auf Grund von (11) ist somit N = 0, also

(12) U — / LABY |

Wir setzen
6V = a. lLH{RUI—-E) | t>0},
(13) 6V = a. l H.{RE") | t <0},
. =alH{68D | Uen}.

Dann gilt auf Grund von Lemma 2.1
(14) S B, S.cP-.

Ausserdem ist fir £ <0, ¢ >0 und U, U’ €l stets EY (I—E)
= 0, denn der Durchschnitt der Wertebereiche der links stehenden Pro-
jektionen besteht nur aus dem Nullelement. Deshalb gilt auch

(15)

Q]

G
4 &

Mit (12) folgt wegen EM 2z =0 fir t<0 und € (&) weiter
U@ c U@ c & c & (Uen).
Schliesslich setzen wir
Q = G, +LH.{RV) VEB},
@ = G+ LH{RW)| We®}

und zeigen, dass diese Mengen zueinander J-orthogonal sind. Auf Grund
von (15) brauchen wir dazu nur noch die Beziehungen

(16) RTV)LE_, RA) LS, RT)LRW)

zu beweisen (V €%, W €W). Zunichst bemerken wir, dass aus (11)
ohne Schwierigkeit

ROV = R(TV), RO = R(W)
folgt. Dann ergibt sich fir z,y € 9
[V2a, W2yl < [V2Wa, Wal[V2 Wy, Wy] = 0,

womit die dritte Beziehung von (16) bewiesen ist. Entsprechend heweist
man die ersten beiden.
Weiter gilt 2 c Py, &= c B-. Dazu ist es z. B. fiir die zweite
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Beziehung hinreichend zu zeigen, dass fiir eine beliebige endliche Anzahl

Wy, W, ooo, W € die Inklusion
LHAREY)  t<o0, Uell FELHARW)  w=12,..,m} c B_

besteht. Sie sei bewiesen fiir m = m,. Wir betrachten ein beliebiges
Element

my-+1

= 2BV + Z W, .

p=1 =1
dabei sei B = B (U, €W, t,<0;v=1,2...n) wmd W,, W,,
wo Wy, o € 8. Dann gibt es auf Grund von (11) Folgen (af)_,,,. und
(y‘[(l,l))’lt 1.2... mlt

v

W= W a8 L E S g0 = W50 45

(:7:5” , ;5” €ENRWoi1))s v=12,..,0; u=1,2..,m; [ =1,2,..),
die gegen @, bzw. y, konvergieren. Damit erhalten wir

»

[2,2] = lim

I>c0
{ [IJI?;IL,»J (?/mﬁ—l + Z E(F) ‘%x{'l) + Z’ -H/v.u ?Ll)) ymo +1 Z E(l I) + v IV 7 l)J
' r=1 n=1 r=1 !1:1

{Z me(l) + Z Wu y(l) H i E(V) ";I( Z I " ‘/“ "l

Lr=1 n=1 p=1 =1

Die beiden Summanden auf der rechten Seite sind aber nichtpositiv: Der
erste, weil . ,, J-nichtnegativ ist, der zweite nach Induktions-
voraussetzung.

Offensichtlich sind Q. wund Q. invariant fiir alle Operatoren aus
& . Gemiss Lemma 2.3 erweitern wir das duale Paar der Abschliessungen
von Y. und £ zu einem maximalen dualen Paar {Q™, Q"1 das
ebenfalls invariant ist fiir alle Operatoren der Familie 3. Dann gilt auch

fir €U, VEY, Wew:
U™ cUR)y cU@B) c . c & c o=,
Ver c V) c & c @,
wer™ c wet ¢ WRW)- = {0},

was zu zeigen war.
Wir formulieren jetzt zunéchst zwei unmittelbare Folgerungen von
Satz 3.1.
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Folgerung 3.1. FEs sei A eine kommutative Familie J -selbstadjun-
gierter Operatoren mit der Eigenschaft, dass zu jedem A €U eine reelle
Zahl o(A) und eine natirliche Zahl n(4) existieren, so dass einer der
Operatoren == (4 — x(A) I'D J-nichinegativ ist. Dann gibt es einen
Teilraum o € Wi, der invariant ist fir alle A€eA.

E. Pesonen betrachtet in [13] J-selbstadjungierte Operatoren, die der
folgenden Bedingung gentigen:

(P) Aus [x.a]=0 und [Ax,x]=0 folgtstets x=0.

In diesem Falle gilt gemiss [13] genau eine der folgenden beiden Aus-
sagen (Py), (P):

(P.)  Aus [v,x]=0 und =0 folgt stets [Ar,x]>0.

(P.) Aus [v.2]=0 und x==0 folgt stets [Ax, 2] <O0.

An Stelle von (P.), (P_) betrachten wir die schwicheren Bedingungen
(P, (P1):

(P)  Aus [a,x] =0 folgt stets [Aw, x]=0.

(P ) Aus [x,x] =0 folgt stets [Ax,2]=0.

Unter der Voraussetzung (P ) (bzw. (P")) existiert nach einem Lemma
von R. Kiithne [6] fiir den Operator 4 eine reelle Zahl « , sodass 4 —« I
(hzw. — (A —~ 1)) J-nichtnegativ ist. Damit erhalten wir die

Folgerung 3.2. FEssei U eine kommutative Familie J-selbstadjungier-
ter Operatoren A, deren jeder einer der Bedingungen (P'), (P_) genigt.
Dann gibt es einen Teilrawm Q7™ € M. , der invariant ist fur alle A € A.

Nach den vorangehenden Bemerkungen ist die Voraussetzung dieser
Folgerung 3.2 erfiillt, falls alle Operatoren der Familie A der Bedingung
(P) gentigen.

Als weitere Folgerung von Satz 3.1 beweisen wir jetzt den

Satz 3.2. Essei U eine endliche kommutative Familie definisierbarer
J-selbstadjungierter Operatoren. Dann gibt es einen Teilraum 27 € My,
der invariant ist fir alle A € .

Beweis. Die Familie 9 bestehe aus den Operatoren A4, ,4,,.... 4..
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen (siehe
Aussage (B)), dass zu jedem dieser Operatoren sogar ein definisierendes
Polynom mit lauter reellen Nullstellen existiert. Ist z. B.

n, X . k)
Hi(A) = W(ﬁ_»“(l‘)) '
p=1
ein solches fiir den Operator A, , so wihlen wir im Falle n, > 1 reelle
Zahlen BV (v»=1,2,..,n—1) mit der Eigenschaft
o= Y <Al < B <l < < < Y <A <Y = o

Dann sind die Projektionen
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4,

E®) = E((J —-Eﬁ(@l)
1
paarweise J-orthogonal. Ist

O0) = fi(2) (—af) 4

im Intervall ({~",p") positiv (bzw. negativ), so ist der Operator
(A, — a1 )k(f') EY  (bzw. — (4, —aP T )"(f) E®)  J-nichtnegativ (» =
1,2,...,m). Im ersten Fall gilt nimlich z. B.

0 = [AA) BV 2 , 2] = [f0(4) (4, — o9 IV B 2, 2]

= [(Al—oc‘”)l)"(l’E(” y.yl. oy = (P4 E ‘”)x;

der Wertebereich des Operators (f{)(4;))'* E® fillt aber mit R(EY)
zusammen (v =1,2,...,%,). Anschhesbend zerlegen wir jeden der
J-Riume REY) (»=1,2,...,n,) in der gleichen Weise fiir den Ope-
rator A4, etc. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir auf diese Weise
endlich viele J-Riume §;, 9,,..., 9., die Wertebereiche der J-selbst-
adjungierten  Projektionen  F;, F,,..,F, seien, so dass % —

D1+ 9ot ot 9, , d. h.
(17) Fi+-Fybo A F, = I

gilt und zu jedem Paar (4,; F,) eine reelle Zahl «(v;o) und
eine natiirliche Zahl n(r;p) existieren, so dass einer der Operatoren
4 (4, — (v ; o) I)"®? F, J-nichtnegativ.  ist (v =1,2,...,2n; p =
1,2,...,r). Nach Satz 3 1 gibt es einen Teilraum Q7 € M., der inva-
riant ist fiir alle Operatoren F, und 4, F, . Auf Grund von (17) ist er
dann auch invariant fiir die Operatoren A1 A, A

Unter einer zusitzlichen Voraussetzung erglbt smh jetzt die Aussage
von Satz 3.2 auch fiir kommutative Familien beliebiger Michtigkeit. Zu
diesem Zweck fithren wir die zu einer Zerlegung (1) des J-Raumes N

gehdrige Matrixdarstellung

( Ay A12)
AL Ay,

des J-selbstadjungierten Operators A ein. Ist Q. € M. und K der
zugehdrige Winkeloperator von . in $_, K| <1, so sicht man
leicht, dass Q. genau dann invariant ist beziiglich A , wenn gilt:

(18) —Aikz‘f‘AzzK - K(A11+A12K)~

Satz 3.3. Es sei WA eine kommutative Familie definisierbarer J-selbsi-
adjungierter Operatoren, und es gebe eine solche Zerlegung (1) von %, dass
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fir jedes A € A der Operator P, A P_ wollstetig ist. Dann existiert ein
Teilraum Q7 € My, der invariant ist fur alle A € A .

Nach der vorangehenden Bemerkung ist der Satz bewiesen, wenn wir
die Existenz eines Operators K, von $. in $H_ , [KJ =1, zeigen,
welcher der Gleichung (18) fiir alle A4 € 9 geniigt. Zu diesem Zweck
wihlen wir eine beliebige endliche Teilmenge { A4;,4,,..,4,} von
9 und bezeichnen mit @(4,, 4,, ..., A.) die Menge aller Operatoren K
von §. in ©_, [[K||=1, die der Gleichung (18) fiir alle A4 =
Ay, Ay, ..., A, genligen. Gemiss Satz 3.2 ist @4, 4,, ..., 4.)
= O, und man sieht leicht, dass diese Menge auf Grund der vorausge-
setzten Vollstetigkeit von P, A4 P_ abgeschlossen ist in der schwachen
Operatorentopologie.  Die Mengen @D(4;,4,,...,4.) (n=1,2,..;
Ay Ay, ..., A, € A) bilden somit ein zentriertes System abgeschlossener
nicht leerer Teilmengen der in der schwachen Operatorentopologie kom-
pakten Einheitskugel des Raumes aller beschrinkten Abbildungen von
$H. in H_. Dann ist aber ihr Durchschnitt nicht leer, d. h., es gibt einen
Operator K, von $: in $H-, [KJ|=1, der die Gleichung (18)
fiir alle A4 € A erfiillt.

In einem J-Raum vom Typ I, ist bekanntlich (vgl. z. B. [2], [4])
jeder J-selbstadjungierte Operator A definisierbar. Wihlt man nédmlich
z. B. im Falle dim $_ = % einen x-dimensionalen J-nichtpositiven, fiir
A invarianten Teilraum Q_ € M_  (ein solcher existiert auf Grund des
in der Einleitung zitierten Ergebnisses von L. S. Pontrjagin [15]) und
bezeichnet mit p das Minimalpolynom der Einschrinkung von A auf
Q. co0 gilt p(d) & = {0}, also [(pA)Ty.2] = [y.pd)z] = 0 fir
yeEH.x€Q , d.h. R(pA)N)c L cPB., also ist pd4) (p(4)*+
J-nichtnegativ. Aus Satz 3.3 ergibt sich damit das folgende Resultat von
M. A. Naimark [12]:

Folgerung 3.3. Es sei A eine kommutative Familie J-selbstadjun-
gierter Operatoren in einem J-Raum von Typ II,. Dann gibt es einen Teil-
rawm QT €My, der invariant ist fir alle A € A.

4, Erweiterungen invarianter dualer Paare von Teilrdumen

Es ist bis jetzt nicht bekannt, ob sich Satz 3.1 in der Weise verschérfen
lidsst, dass sogar jedes duale Paar {€., €.} von Teilrdiumen des .J-Raumes
$ , das invariant ist fiir alle Operatoren F und AF (A€U, FEF;
die Familien A wund & sollen denselben Voraussetzungen wie in Satz
3.1 geniigen), zu einem maximalen dualen Paar erweitert werden kann, das
ebenfalls invariant ist fiir diese Operatoren. Aus Satz 3.1 folgt jedoch
leicht der

2
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Satz 4.1. Die Familien U und F sollen denselben Voraussetzungen
wie in Satz 3.1 geniigen, {Q., &} sei ein duales Paar, das fir alle Opera-
toren F und AF (A€W, FE€F ) invariant ist und dessen Teilrdume
sich in der Form

(19) g = +e ., e = e

darstellen lassen mit J-nullartigen Teilrdumen % , & und J-projektions-
vollstindigen Teilrdumen QL . L . Dann ldsst sich {Q.,_} erweitern
zu einem maximalen dualen Paar {0, @2}, das ebenfalls invariant
st fir alle Operatoren F und AF (A€W, FEF).

Beweis. 'Wir bilden den Teilraum 9, = €° +¢° . Danngilt N, c %, .
FRyc N, und AFN,C N, (A€AU, FEF) Gemiss Lemma 2.2
bildet der Faktorraum 9y /9, , aufgefasst als Teilraum $’ von $,
wieder einen J-Raum fiir dieselben Skalarprodukte wie der Ausgangsraum
H . Ein J-selbstadjungierter Operator 7' in §, der %N, und damit
auch Mg invariant ldsst, erzeugt dann durch die Gleichung 7" 2" =
(I'x)" einen ebenfalls J-selbstadjungierten Operator 7" in £’, wenn
®' das x €Ny zugeordnete Element aus §’ bezeichnet. Ist 1.
die J-selbstadjungierte Projektion auf ., dann ist L' eine J-
selbstadjungierte Projektion in §’. Ihr Wertebereich ist das Bild &'
von @, c Ny beziiglich des kanonischen Homomorphismus von 9
auf §', also ist @' wieder J-projektionsvollstindigin ', und das-
selbe gilt auch fiir @’ . Das J-orthogonale Komplement §” von £ 4"
in §’ bildet wieder einen J-Raum fiir das indefinite Skalarprodukt
[2",¥"] (2",y" €9H") und ist invariant beziiglich der Operatoren F’
und (A F) (A€A, FEF) Die Einschrinkungen F” und (4 F)"
der Operatoren F’ und (A F) auf $H” geniigen denselben Voraus-
setzungen wie F und A F, also existiert gemdss Satz 3.1 ein maximales
duales Paar {Q7™, "} | das invariant ist beziiglich aller F” wund
AF)y (A€U, FeF) Die Teilrdume

P ” ’ ma: "max ,
8!::&){ — 8+max + 8-—;- + %0’ 2_7{ — 8 max £ 8_ + 9}0

bilden dann ein fiir alle # und AF (A€, F € F) invariantes
maximales duales Paar.

Folgerung 3.1, Satz 3.2 und Satz 3.3 lassen sich entsprechend ver-
schirfen. Wir verzichten jedoch auf die Formulierung dieser Aussagen
und vermerken nur die

Folgerung 4.1. Es sei A eine kommutative Familie J-selbstadjun-
gterter Operatoren in einem J-Raum vom Typ II,. Dann ldsst sich jedes
duale Paar {8, L}, das tnvariant ist fir alle Operatoren aus A, er-
wettern zu einem maximalen dualen Paar, das ebenfalls invariant ist fir alle
Operatoren aus A .
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In einem J-Raum vom Typ I/, lassen sich ndmlich Q. und £_
stets in der Form (19) darstellen, denn R, enthdlt nur Teilrdume einer
Dimension kleiner oder gleich . Dabeiist &% (bzw. &' ) als J-nicht-
negativer (bzw. J-nichtpositiver) Teilraum auch .J-projektionsvollstindig
([1], Satz 6.5).

Schliesslich zeigen wir, dass die Voraussetzung (19) iiber die Zerlegbar-
keit der Teilriume €., €_ entbehrt werden kann, wenn 9 nur aus
J-nichtnegativen Operatoren besteht.

Satz 4.2. Esser U eine kommutative Familie J-nichinegativer Opera-
toren, {Qy, L.} ein duales Paar von Teilriumen aus % , das invariant
ist fir alle Operatoren A € A. Dann lisst sich {Q,, L} erweitern zu
¢'nem maximalen dualen Paar, das ebenfalls invariant ist fir alle Operatoren
A€W,

Beweis. Wir setzen

S)}O = (SJ— n an) + (8— n s»]30)

und betrachten wieder den Faktorraum Ng /N, als Teilraum &’ von
$ . Offensichtlich gilt Q. c Ny, L c Ny, und das Bild €. (bzw.
Q" ) des Teilraumes Q. (bzw. £_) enthilt keine J-nullartigen Elemente
«' == 0. Die Voraussetzungen iiber die Familie A wund die Teilrdume
€., € bleiben fiir die von A in §’ induzierte Familie A" und die
Teilriume &), € erhalten. Deshalb kénnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass bereits . (bzw. £_) J-positiv (bzw.
J-negativ) ist.
Es sei

4 = / tdEW + N

wieder die Darstellung (3) des Operators A € . Wie im Beweis von Satz

3.1 bilden wir die Teilrdume & , S  gemiss (13) und
+ >

G, =alH{& | 4€u},
N =al H.{RQX) ! 4€A}.
Dann bestehen die Beziehungen (14), (15) und
4@ c e+ 0.
Wir iiberlegen uns, dass fir ¢ << 0, s>0 und 4,4" €Y
(20) NSO B = 0, NODIT—EM) =0, NINY =0

gilt; daraus folgt unmittelbar
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(21) NS R, NLES, NLE..

Zum Beweis von (20) beachten wir, dass aus der Vertauschbarkeit
von A mit N undaus (N@)2=0

[AND 2,y = [ANY 2, NDal[dy,y] = 0
(v.y €9H), also AN =0 und somit fiir z€o(4), 240,

ij\r(d') I AT(A') (A Y ])ml
folgt (4,4 € A). Daraus ergeben sich auf Grund von (4) die ersten
beiden Gleichungen (20). Dann ist aber auch

N NG — (A — /tdEf”)X“’) — 0.

— 0

Da EYWQ, in £, enthalten und andererseits R(EW) J-negativ
ist, gilt weiter B Q, = {0} und entsprechend (I—EY)Q_ = {0}
(t<<0,s8>0; A€Y), also ist

(22) e, L&, Qe 18&..

Da Q. mnach Voraussetzung J-positiv und invariant beziiglich N,
andererseits aber R(N)c P, ist, ergibt sich ebenso NP Q. = {0}
und entsprechend N @ = {0}, also gilt

(23) NL1g, L.
Wir setzen jetzt

G=g+&+n, & =¢+8 +2

~— ~—

Dann sind auf Grund der Beziehungen (15), (21), (22) und (23) Q. und

€. zueinander J-orthogonal. Ihre Abschliessungen €., @_  bilden

~+ s ~—

olglich ein duales Paar, wenn wir noch zeigen, dass die Inklusionen
LH{RUI—EM) | s>0, A€A} -2 c %R,
LHARED) | t<0, A€A -2 c R

bestehen. Die erste folgt aber z. B. aus der Tatsache, dass fir y € Q,
und paarweise orthogonale J-selbstadjungierte Projektionen EY | ..., E®
deren Wertebereiche alle zu B, gehoren und die L. invariant lassen,
gilt (ay,%,...,% €H; yE€ L, )

Z E(‘) xv + Yy,

y=

N B0 w, 4y
—1

P

i



H. LANGER, Definisierbare J-selbstadjungierte Operatoren 21

— [iE@)( Zn:E(”)(x—i—y ]

g (-] o
}
A

zu einem maximalen dualen Paar

€A

Erweitern wir schliesslich {~+ ) iz,_
{Quex, @m* | so ergibt sich fiir alle

497 c AQR) c 4@ ¢ 8, + N c &

und entsprechend A 2" ¢ ™, womit der Satz bewiesen ist.

Wir vermerken noch, dass offensichtlich das Spektrum der Einschrankung
von A auf @7 (bzw. Q")ganz auf der nichtnegativen (bzw. nicht-
positiven) Halbachse liegt.

Folgerung 4.2. Es seien A eine kommutative Familie J-selbstadjun-
gierter Operatoren, deren jeder einer der Bedingungen ( P'.),(P.) genigt,
und {Q,, Q) ein duales Paar von Teilriumen, das invariant ist fir alle
Operatoren,. A € A . Dann lisst sich {L&,, 8} erweitern zu einem maxi-
malen dualen Paar, das ebenfalls invariant ist fir alle Operatoren A € A .

Aus dieser Folgerung oder auch aus Folgerung 3.2 ergibt sich insbe-
sondere, dass ein Operator A , welcher der Bedingung (P) geniigt, ein
invariantes maximales duales Paar von Teilrdiumen besitzt. An anderer
Stelle [11] zeigen wir, dass dieses i. allg. nicht eindeutig bestimmt ist.

Technische Universitit Dresden
DDR
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