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Einleitung

Wir bezeichnen mit S die Klasse der auf dem Einheitskreis E =
{z, |z] <1} definierten, normierten schlichten Funktionen

(1) fey=z4+ a2+ ...+ a4+ ... .

Versehen mit der Topologie der lokal gleichmissigen Konvergenz ist .S
kompakt. Der n-te Koeffizient von f
L fe)
(2) ta(f) = 5o e dz
ist ein stetiges Funktional auf S . Allgemeiner, ist K(z) eine im Aeussern
cines Kreises |z] = << 1 holomorphe Funktion, die in o verschwin-

det, d.i.

€L
(3) K(z) == > =57, limsup K, <1,
=1

und € eine Jordankurve, die im Ring R(r, 1) = {z,7 < |z| < 1} den
Nullpunkt einmal im positiven Sinn umschliesst, so ist

1 ©
(4) L(f) = 5= 5b K@)f)dz = lena,.

auf S stetig! Fir ein ¢ in £ st f™(a) ein solches Funktional

n!
mit K(z) = (z———a_)"—H
Funktionale der Form (4). Da S kompakt ist, nimmt ReL in § ein
Maximum an, d.h. es gibt eine extremale Funktion fy€ S mit der Bigen-
schaft

(5) Re L(f) < Re L(fy) .f €5 .

> und Linearkombinationen von solchen sind wieder

Ziel dieser Arbeit ist, notwendige Bedingungen fiir Extremalitit zu
finden. Es stellt sich heraus, dass eine ganze Reihe von Bedingungen, die
fiir das Funktional (2) bekannt sind, sich in analoger Weise ganz allgemein
auch fiir die Funktionale (4) als notwendig erweisen. Sehr wesentliche
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Anregungen verdanke ich der Abhandlung von P. L. Duren und M. Schif-
fer [2].

Bei den nachfolgenden Variationsmethoden sind zu einer extremalen
Funktion f Scharen f von Funktionen in S zu konstruieren, derart,
dass

(6) fo=1+ ¢ + ole)

ist. Dabei soll f; in E holomorph sein und o(e)/e fiir ¢ —o0 in E lokal
gleichmassig gegen Null konvergicren. Von einer solchen Schar f, werden
wir fortan als einer »Variation f. won f in S» sprechen. Dabei kann der
Parameter & komplex, oder nur reell oder auch nur positiv sein. Aus (5)
und (6) folgt dann Re {¢ - L(f,) -+ o(e)} < 0 und schliesslich durch Grenz-

ibergang (e —0):
a) Re L(f)) <0 fir ¢ positiv, 0 < e <g,.
b) Re L{f;) = 0 fir ¢ reell, l¢] < ¢, und
c) L(f;) = 0 fir ¢ komplex, ‘¢ <¢,.

In dem Fall, dass L von reellem Typus ist, d.h. L(f) reell ist fiir
sreelley f, werden die erhaltenen notwendigen Bedingungen alle auch
durch die Koebe-Funktion

z o0
k(z) = -+ = > nz"
( ) (]‘ - Z)z nz;:l
erfiillt sein, ohne dass diec letztere immer auch Extremale sein miisste.
In diesem Zusammenhang sei auch auf die Untersuchung von L. Brick-
man, T. H. MacGregor and D. R. Wilken [5] hingewiesen.

§ 1. Die erste Variation in S.

1.1.  Um zu einem beliebigen f in S eine méglichst allgemeine Varia-
tion f, zu konstruieren, betrachten wir in der iiblichen Weise zunichst
eine Variation von f im Kreisring R(r, 1) = {z Ir < |z] < 1}. Es sei
also F, eine Schar von univalenten (holomorphen und schlichten) Funk-
tionen im Kreisring R(r, 1) derart, dass

(7) F () =) + eq(z)

ist, wobei ¢ in R(r,1) holomorph ist. Eine Moglichkeit, solche Funk-
tionen F (z) zu konstruieren, liefert das folgende wohlbekannte

Lemma 1: Es sei die Menge K in C kompakt, C eine Jordankurve,
welche K in ihrem Innern enthdlt und v eine auf C* — K holomorphe



ALBERT PFLUGER, Lineare Extremalprobleme bei schlichten Funktionen 5

Funktion.? Dann qibt es ein &y > 0 so, dass fir alle komplexen & mit |e| << g
die Funktion V (w) = w + ev(w) ausserhalb C univalent ist.

Es sei nun f in S, 2 = f(£), K eine kompakte Teilmenge in 2,
v in C*—K holomorph und € die Bildkurve f(C,) einer Kreislinie
Cr={z| |zl =7}, deren Radius nahegenug bei 1 ist. Dann ist

(8) F,=TV,of =f+ersf (&<g)

eine der Bedingung (7) gentigende Variation von f im Ring RB(r,1).

Die Konstruktion einer Variation von f in § mit Hilfe von #, beruht
nun auf folgender Idee:
F_ bildet den Kreisring R(r,1) auf ein zweitachzusammenhingendes
Gebiet ab, dessen Komplement in C* aus zwei Komponenten besteht,
von denen die eine nicht beschriankt ist. Das Komplement dieser nicht
beschrinkten Komponente ist ein einfachzusammenhédngendes Gebiet £,
in €, das (fiir geniigend kleine &) den Nullpunkt enthélt. Nach dem
Riemann’schen Abbildungssatz gibt es eine (nicht eindeutig bestimmte)
Funktion f*(z). welche den Einheitskreis E konform auf Q, abbildet
und den Nullpunkt festhélt. Durch Normierung, f.(z) = f* (z) / f¥'(0) , ex-
halten wir eine Variation von f in §. Dass f tatsdchlich eine Varia-
tion im Sinne von (7) ist, beruht auf dem folgenden

Lemma 2: Bei reellem Parameter ¢ und f*(0) > 0 gilt fir die Va-
riation f*

(9) PR =@+ e fi () o),

wobet fi in E holomorph ist und o(e)le in E lokal gleichmdssig gegen
Null geht.

Beweis. Dieses Lemma ist ein unmittelbares Korollar eines Satzes,
der von M. Schiffer (vgl.z. Bsp. [2]) und G. M. Golusin ([3], s. 96—102)
auf verschiedene Art und Weise bewiesen wurde, und wonach f* reell-
analytisch von & abhiingig ist, sobald F, (und f/(0)) reell-analytisch
von ¢ abhérgt. Aus (9) folgt unmittelbar (6)

1.2. Zur expliziten Berechnung von f; aus F, bzw. ¢ beniitzen wir
Lemma 3. Fir die im Kreisring R(r. 1) schlichten Funktionen @, =
F7lof* ¢€R gilt
(10) B,(2) = 2+ eBy(z) + ofe) .
wober Dy in R(r, 1) holomorph ist.
Beweis. Sei w, ein beliebiger Punkt in f(R(r,1)). Fur geniigend

kleine ¢ liegt 1w, auch in F (R(r,1)). Folglich gibt es einen Kreis C
mit Mittelpunkt w,, der fiir alle geniigend kleinen e in F (R(r, 1))
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enthalten ist. Es sei C, die Urbildkurve von C unter der Abbildung F, .
Fiir die inverse Funktion z = F'(w) gilt dann

o 1 ([ F7'(w) ) 1 2F (z)dz
(w0) = 221 ] w— w, =5 [(2) —w,
pe c

Mit (7) erhdlt man
F7 o) = [ ) + & Pyluwg) + ofe)
wo @, innerhalb C' holomorph ist. Zusammen mit Lemma 2 folgt dann
D,(z) = F' o f¥(2) = [FE) + & Dy(fF (7)) + ofe)
=z + e[fi'2) [ ['() + Puf()] + ole)

und daraus die Behauptung von Lemma 3.

Die Funktion @, bildet den Kreisring R(r, 1) konform so auf ein
Ringgebiet ab, dass dabei die Kreislinie [2] = 1 sich selbst entspricht.
Es kann also @, durch Spiegelung an dieser Kreislinie analytisch fort-
gesetzt werden und es gilt

b

|

1
D (z) D, (E) =1 fir r < = < — . Wegen (10) folgt daraus

3

~

/1) 1
1 —]—6(2@1(;:) -+ N (151(z)> +o(e) =1

und somit

Z ¢’(1) -l 1)
z- 3] T3 1(2) =o.

. Di(z) 1
Mit ¢,(2) = ergibt dies ¢, 3z = q:(2) ,
d.h. q, ist auf der Kreislinie |z| = 1 rein imagindr.
1.3. Nach diesen Vorbemerkungen ergibt sich nun leicht ein Zusam-

menhang zwischen fi(z) und ¢(z). Nach Definition ist f* = F, o @, ,
wegen (7) und (10) ist
fr=fo®, +eqo®, + ofe) und
Jo®@.(2) =f) + e 2 qu2) f'(2) + ole),
somit
fH2) = f2) + ela(z) + 2" (2)a(2)) + o(e) ,
und ein Vergleich mit (9) ergibt schliesslich
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(11) [i(z) = + 2f (2)qlz) , r < ]z} < 1.

Wir legen fest:

1. Die Funktion ¢ ist definiert durch §(z) = g( Z) .

2. Ist ¢ irgend eine im Ring R(r,1) holomorphe Funktion, so be-
zeichnet s{g(z)} den singuldren Teil ihrer Laurententwicklung in
diesem Ring.

. o . q(z) .
Es bezeichne nun S den singuldren Teil von 7—— , €s sei also

2f'(z)
(12) (@—~G }

Da wegen Lemma 2 f§(2) und somit auch fy*(2)/2f’(z) in £ holomorph
ist, so muss

(13) s{n} = —
sein. Fiir die Laurententwicklung ¢,(z Z a,z" im Ring R(r, 1) muss
iiberdies @_, = —a, sein, da ¢, auf der Klelshme l2] = 1 imaginér ist.

Dies ergibt zusammen mit (13)

(1
0 = 5(3) =56 4+ .

Die imaginire Konstante a, ist beliebig. Denn duuh Superposition
von f* mit der Variation f,(2) = f(¢™2) = f(z) + einzf'(z) + o(e) ,xER,
geht ¢, in ¢, + ix iiber. Man darf also annehmen, dass a(, = 0 sei. Dies

erreicht man in der Tat durch eine geeignete Normierung von - f*

die frither noch offen gelassen wurde. Setzt man nimlich fi(z) = afz + ...
and bezeichnet ¢, das konstante Glied der Laurententwicklung

(14)

f 1(2) q(2)
zf’ zf z)
a¥ = ¢y + a, und durch die Bedingung af = ¢, erreicht man dann,
dass a, verschwindet. Es soll also jetzt f* im Nullpunkt auf diese Weise
normiert

d.i. F¥e) = (1 + eco)z + -

im Ring R(r,1), so folgt aus 4+ ¢q,() die Gleichchung

sein. Dann ist ¢,(z) = S ( ) S(z) und
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(1 ‘
(15) 1 = a6 + 0 (1) — s ).

f¥ ist im allgemeinen nicht in 8. Durch Division mit (1 + ec,) gelangt
aber sofort zu einer Variation f in 8. Dies gibt

&

1
J1(2) = q(z) + 2" (2) <S<;> - S(z)) — ¢ f(2) .
Dieses f, heisst die (zu ¢ gehérige) erste Variation von f in S.
Zusammenfassend haben wir folgenden (vgl. M. G. Golusin [3])
Satz 1. Far diec Variation f, (¢ €R) von f in S, die in der beschrie-
benen Weise erzeugt wird durch eine Variation F, von f im Ring R(r, 1)
gemdss (7), gilt

[.(2) = f(z) + ¢fi(z) + o(e) mit
(1
fi(z) = 9(z) + 2f'(2) <S <~> - S(z)) — ¢ f(2) .

2

(16)

Dabei  bezeichnet S den singuldren Teil der Laurententwicklung von
()

tm Ring R(r, 1), ¢, bezeichnet den konstanten Term in dieser Ent-

) _
wicklung und es ist S(z) = S(L).
Bemerkung 1. Ist ¢ komplex, so setzen wir & = |¢| ¢® und betrachten

an Stelle von ¢ die Funktion e'®’q. Damit ist f, von der Form

1
[i2) = f() + e(q(z) — 2" (2)S(z) — of(2)) + &f(2)S (;) + o(e) .
Bemerkung 2. Wenn F, in ganz E holomorph und F.(o) = o ist,
so folgt aus (16) fi(2) = q(z) — ¢,f(2) , was man leicht direkt verifizieren

kann. Ist F, in S, so verschwindet iiberdies ¢, und es ist f; = ¢.

1.4. Einige Biespiele von Variationen
1. Variation vom Typus I: f(z) = e “f(e"z) , e € R. Hier ist
fiz) = i(zf(2) — f(2)) = q(2) .
2. Variation vom Typus II: f.(2) = f(z) - e,e€C. Hier ist

1
g(z) =1,83) = 2 0= 2a, und somit

(17) [i2) =) — e(f'(z) — 1 — 2a,f(2)) — &%f'(2) + o(e) -
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(2 + &
v (1 -+ e‘z) ——f(s) )
f'(e) (1 — &8)

f.(2) = F(z,¢,¢&) ldsst sich nach Potenzen von & und & entwickeln,

Diese Variation ist identisch mit f,(z) =

f.(z) = f(z) + A(z)e + B(2)¢ + hoh. Glieder in ¢ und &.

F
Aus A(z) = N (z,0,0) und B(z) = T (,0,0) ergibt sich wiederum
(17), wobei sich dieses & von jenem -¢ nur um o(e) unterscheidet.
2
3. Variation vom Typus I1II: Da die Koebefunktion k(z) = mz

den Einheitskreis F auf die von — % lings der negativen reellen Achse
aufgeschnittene Ebene abbildet, vermittelt

(18) 9.(2) = k7 (1—o)k(z)) (0 <& < 1)
eine konforme Abbildurg von E auf einen von —1 her eingeschnittenen
Einheitskreis. Fir jedes komplexe » mit |x| =1 wird demnach durch

2+ — x¢p,(—xz) der Einheitskreis auf den von # her eingeschnittenen
Einheitskreis abgebildet, und zwar mit positiver Ableitung im Nullpunkt.
Fir f€8 und [x] =1 ist

f(z) = fl—=xp(— =) (0 <e<1)

1—¢

eine Variation von f in S. Aus (18) folgt

- 1+ =z

np (—xz) =2 — ez 1 + ofe)
und daher

f.(2) = f(z) 4 &fi(2) + o(e) mit
L4z

(19) Fe) = 1) — ') -

4. Variation vom Typus IV: Fir o in Q = f(F) wird in Lemma 1

1 1
v(w) = PR gesetzt, d.h. es ist ¢(z) = m und ¢€C.
5. Variation vom Typus V: In dem Fall, dass 2 = f(F) einen dussern
w?
Punkt a Dbesitzt, ist die Abbildung w V (w) =w + ¢ pPa— (e €C)

von £ in € in 0 normiert und fiir geniigend kleines & schlicht. Deshalb ist
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J3z)

m,|8i<%

f2) =) + &

eine Variation von f in S.

§ 2. Die erste Variation des Funktionals Re L.

2.1. Wir bestimmen zunichst die erste Variation des Funktionals
Re a,, , die einer Variation f, von f in S entspricht. Wegen seiner Linea-
ritdt ist
an(f.) = an -+ €+ 0a, + o(e) und
1 (2)
Oty = ft 1 dz .

271 | 2
c

Auf Grund der Laurententwicklung (14) und Satz 1 ist

n—1

[(n—1)anc, +k21 kay(c,_r 4 G_n)]2" s

N8

fi(z) =

n=2

n—1

oa, = (n — 1)ancy, + Z kay(c,_x =+ Cr_n)
=1

und schliesslich

n—1

Re 0a, = Re {(n — 1)ancy + > (C,_ihay + ¢, kG,)} .
k=1

Nun ist

1 (}é q(2) dz
[ 271 2 fr(z) Zn—k+1 s

C

und deshalb

1 q(2) nl (ka o dz
Re da, = Re 35— 515 e {(n — 1)atn —I—gl (Z,I—_I:, + kaz"k )} ~

wenn der Weg C in E den Nullpunkt einmal im positiven Sinne um-
schliesst. Wir setzen

1 2@2 (n - l)an-l
Rn(Z)Z n—1 + n—2 +...+ —_— + (n_ l)a"+

z z 2

+(n— D,z + ...+ 232"+ 2
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und erhalten

1 [ R.(2)
Re da, = Re o ¢ 0) q(z) dz .
c
Wir konnen nun R, so umformen, dass seine Beziehung zum Kern
K(z) = 1/z"*" besser sichtbar wird. Hiefiir beniitzen wir den singuldiren
Teil s(z) der in einem Kreisring R(r,1) holomorphen Funktion

o] e

Da das Integral

= — b ) — f2) - = dz

271 z
c

den Wert (n—1)a, hat, folgt dann

n

1
(20) R.(z) = s(z) + s (E) +I,.
2.2.  Zur Bestimmung der ersten Variation des Realteils eines beliebigen

Funktionals der Form (4) beniitzen wir analog zu 2.1. den singuldren
Teil s der im Ring R(r,1) holomorphen Funktion =%f'(z)K(z):

8(z) = s {Zf' (K ()} -

Dieser ist in |z| > 1/r holomorph. Setzen wir

(21) Ip= ?g(zf’(z)— f2) K(z)dz, und 5(z) = s(Z), so wird durch

C

271

(22) Rel2) = s() -+ s(é) s

I

1 1
eine im Kreisring R(r , ;) = lz [r < 2| < 7} holomorphe Funktion Rg
definiert, welche (20) verallgemeinert. Sie besitzt folgende FEigenschaften:

a) Die Differenz R} = Ry — I geniigt der Gleichung
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b) Fir [z] <1 gilt
Ry (z)
2f'(2)
a) folgt unmittelbar aus der Definitionsgleichung (22). Um b) zu beweisen,
schreiben wir

(24)

= K(z) — L(f) - 22+ 7 -z + regulidre Terme.

Ry (2) = s(z) + I + 0(2)

= 2%f"(2)K(2) — 0,1”/ 2f'(z) K(z)dz 4+ Ig - 0(2) ; es ist also
¢
(25) By(z) = 22f'(z) K(2) — L(f) + 0(z) fir |z2] < 1.

Aus (24) folgt: Fiir beliebige Funktionen g € S ist

1 [ Rg(2)
(26) 2m¢%f 2}z = Lig) — L(f)
und insbesondere (g = f)
T Ri(2)
(27) j{) 1) flzydz = 0.

Es sei nun f, = f 4 ¢f; + o(¢) eine Variation von f in S. Dann
ergeben (26) und (27) mit ¢ = f,
c

ll

Lf) — 2)dz + o(e) .

Anderscits ist
L) — Lp = 5  KEEH: + ofe).
Cc

Die beiden Gleichungen ergeben
Lemma 4: Die einer Variation f, = f -+ ef, + o(e) von f in S ent-
prechende erste Variation des Funktionals L ist gegeben durch

1 r 1 [ R
(28) S = 53 P K@)z ——?;ﬁ%ﬁw&.
[

2m

Bemerkung. Wie (15) und (16) zeigen, unterscheiden sich die ersten
Variationen f; und ff von f, bzw. f* nur um den Term c,f(z) . Dieser
hat wegen (27) auf das zweite Integral in (28) keinen Einfluss und deshalb
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ist im folgenden der Uebergang von f* zur normierten Variation f,
nicht mehr nétig.

Satz 2: Es sei das Funktional L gemdss (4) durch einen Kern K de-
finiert, f irgend eine Funktion in S und Ry diezu K wund f gehirige
Funktion (22). Ist f, = f + ¢f, + o(e) die zu (7) gehorige Variation von
f in S, so gilt fur die erste Variation OL(f) die Gleichung

1 Ry (z)
(29) Re OL(f) = Re i (]5 2—2}77_) q(z) dz .
c

Bewets. Nachzuweisen ist die Gleichung

Ry (2) Rg(z)
(30) ReSg éﬁ% fiz)dz = Re f]g 2_2}‘% q(z)dz .

Geméss (16) ist

1
fiz) = q(2) + #f'(2) (8 (;) —s(2) ) — 6f(z) -

Der letzte Summand liefert keinen Beitrag zum Integral auf der linken
Seite von (30). Wihlt man fir € die Kreislinie [z]| =1, also z = €7

dz
und - = idp , so bleibt wegen Ry = R} -+ Iy nur die Gleichung

Re {% (R%(z) + Ig) (5(%) — s(z))dq;} =0

[

1
zu verifizieren. Nun gibt es in der Laurententwicklung von é(z) — 5(2)

keinen konstanten Term, also verschwindet das Glied mit dem Faktor Iy .
Das andere Glied im Integral ist imaginir, denn es ist R}(e") reell und
5(e7®) — s(¢'”) imagindr, und damit ist die obige Gleichung bewiesen.

Bemerkung. Ist der Parameter e der Variation f, =f -+ e-f, + o(e)
komplex, so setzen wir ¢ = |¢| €'7 , halten ¢ fest bei |¢| — 0 und ersetzen
q durch ¢e’”. Damit erhidlt man an Stelle von (29) fir komplexe & die
Formel

e [ Ry(2)
(31) Re 8L(f) = Re 5 95 zgjf,(; q(2)dz .
C
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§ 3. Einige notwendige Bedingungen fiir die Extremale

3.1. Wir wenden die Ergebnisse des vorangehenden § zuniichst auf
die in Nr. 1.4. definierten Variationen vom Typus I, IT und IIT an. Bei
der Variation vom Typus I ist ¢(z) =1 und ¢ €C. (31) ergibt dann

(32) 8 Re L(f) = Re =—— g e
- )= )"n 2f'( )
Bei Variationen vom Typus IT ist fi(z) = i(zf'(z) — f(z)) und ¢ €R.
Nach (21) ist dann
(33) = o (}g K@2)fi(2)dz = i I .
_— . Rz
Fiir die Variationen vom Typus T ist fi(z) = f(z) — zf'(2) I —m und
e> 0. Aus (27) und Lemma 4 folgt dann =
54 . 1 2 1+ zz dz
(34) OLf) = — RET) 1{(4)1—42 z
c
. 1 4 =2 @,
Nun ist 1T = 142> # 2" und in der Laurententwicklung
— =
b, . 1
D) =2 5, r<lz <=
2 r
. = b, . .
ist by =[x und > - = s(z). Die Berechnung des Integrals in (34) er-
p=1 %
gibt dann
— OL(f) = by + 2 bt = I + 25(3)
1
Wegen Re s{x) = Re §(x) und (22) gibt dies
(35) 0 Re L(f) = — Re Ry(x) .
3.2. Wir nehmen jetzt an, die Funktion [ maximiere in S das Funk-
tional Re L :

Re L(g) =< Re L(f), g¢g€S8.
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Dann folgt mit der in der Einleitung erwéhnten Schlussweise:

I. gi/(i) dz = 0 (nach (32), e ist ein komplexer Parameter).
c

2. R (e'%) ist reell. Denn wegen (33)ist Re il =0 (e ist ein reeller
Parameter), ferner ist Ry = Ix -+ Ry und Ri(e) ist reell.

3. Bs ist Ry(e') nicht negativ. Dies folgt aus (35), da x| =1 und
somit Ry(x) reell ist (¢ ist hier ein positiver Parameter).

Dies gibt

Satz 8. Wenn f das Funktional Re L (vgl. (4)) in S maximierl, so
ist die zu K und f gehorige Funktion Ry auf dem Einheitskreis [z} =1

R (z)
. . . . K
reell und nicht negativ und es verschwindet das Residwum + von

W . 2f'(z)
der Entwicklung (24).

mn

3.3.  Die Schiffersche Differentialgleichung.

Nun untersuchen wir den Effekt von Variationen des Typus I'V. Ledig-
lich zur Vereinfachung der Sprechweise wollen wir uns auf solche Kerne
K beschrinken, deren Singularititen Pole sind. Diese Beschrinkung ist
aber fiir die folgenden Betrachtungen véllig unwesentlich. Diese kénnen
fiir ganz beliebige Kerne K der Form (3) durchgefithrt werden, und sind
dem bekannten Fall L = a, ganz analog (vgl. [2]). Mit Hilfe der einem
solchen K und einem f aus S zugeordneten Funktion Ry und mit
Hilfe der Abbildurg ¢ = f~! definieren wir die Funktion

Ry(g(w)) (' ())?
o)

(36) Q(w) =

Wegen (24) ist @ in Q = f(E) bis auf Pole holomorph. Vermittels
der Abbildung ¢ entsprechen diese Pole denjenigen von Ry in E.
Wir nehmen nun an, dass f das Funktional Re L maximiere und wir

wihlen cine Variation vom Typus IV, d.i. ¢(2) = f—(;)———“ mit o € Q und
—
¢ als komplexen Paramecter. Aus (31) folgt dann
1 Ry(z) dz
37 — —— =0. 0w€0.
(37) 27 56 e €

[

Dies hat zur Konsequenz, dass ¢ ausser den Polen in O iiberall auf
C* holomorph ist und in oo eine mindestens dreifache Nullstelle besitzt.
Ist nimlich » € 2 kein Pol fiir Q und ist ¢(w) = Z, so wihlen wir in £
eine einfache geschlossene Kurve C,, welche die Pole von Ry einmal im
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positiven Sinn umschliesst, aber Z nicht umschliesst. Dann folgt aus (37)
und dem Residuensatz, dass

1 R (z) dz Ry(Z) 1 R (2) dz
) sm Ve e —w " Zrar T om 56 2E) f@) — o
C C,
Q(w) + — yg Qe =20.
f(Cn)

o liegt ausserhalb der Kurve f(C)) und deshalb stellt das Integral

17 oew

2 ) w — w
F(Go)

Wegen (38) ist aber F(0w) = — Q(w) fir  in 2 und ausserhalb f(C,)

Es ldsst sich also @ in das Aeussere von f(C,), inklusive co , holomorph
fortsetzen, und es ist (o) = 0. Wegen (27) und Satz 3 gilt

Ry (2) R (2)

Mittels der Abbildung ¢ = f! in die w-Ebene verpflanzt, lauten
diese Gleichungen wegen (36)

dw eine ausserhalb f(Cy) holomorphe Funktion F(w) dar,

%Qw)dw—ggQ ywdw = 0 .
£©) f(©)

Also hat @ in oo eine Entwicklung der Form

A2 A3
(39) Qu)y=-5+ 2+

Satz 4. Wenn die Funktion f das Funktional Re L (vgl. (4)) in S
maximiert, so geniigt f einer Differentialgleichung

dz \2
(40) Ry(z) (?) = Q(w)dw?, w = f(2) .

Ry und @ sind rationale Funktionen. Ry bestimmt sich aus K und f
durch (22). Bis auf die Pole, welche gemdss (36) denjenigen von Ry im Ein-
heitskreis entsprechen, ist @ iberall auf C* holomorph und hat in oo eine
mindestens dreifache Nullstelle.

3.4. Wir wollen nun die Bedeutung der Differentialgleichung (40)
etwas untersuchen. Dazu wihlen wir ein rationales K gemiss (3) und
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ein f in S. Durch (36) ist ein @ definiert, das bis auf gewisse Pole in
holomorph ist. Die Hauptteile dieser Pole sind durch K und f eindeutig
bestimmt. Es sei @, die Summe dieser Hauptteile. Dann hat @, in oo
eine Entwicklung

A
Qw)y= — + — 4+ ... und

Q, — @ ist in 2 holomorph. Gemiss der Konstruktion von Ry und @
ist immer A4, = 0 (vgl. (27). @, = @, — @ ist im Allgemeinen nicht die
Konstante null. Wenn aber f das Funktional Re L maximiert, so gilt
nach der vorargehenden Betrachtung

(41) Ay =0 und Qyw)=0.

Nicht so sehr, dass f das Funktional Re L maximiert ist fiir diese
Gleichungen verantwortlich. Diese folgen schon daraus, dass bei jeder
Variation vom Typus IV eines f aus S die erste Variation 6 L(f) ver-
schwindet. Umgekehrt, hat bei gegebenem K ein f aus S die Eigen-
schaft, dass die zugehorigen Grossen 4, und @, verschwinden, so wird
0 L(f) fiir jede Variation vom Typus IV verschwinden. Die Gleichungen
(41) sind aber gleichbedeutend mit

?g Qw)wrdw = o fir k=0,1,... oder mit
£(©)

B (2) . .
(42) ¢22f,(2)f"(:)dz:O,k:O,l,...

[

und daher sind folgende drei Aussagen dquivalent:
1. f geniigt der Differentialgleichung (40) in Satz 4.
2. 8 L(f) werschwindet fur jede Variation vom Typus IV.
3. Es gilt (42).
Zur Auswertung der Integrale in (42) ist es zweckmdssig, die Faber-

1
polynome von f heranzuziehen. - habe in 0 die Entwicklung

f
L
1)

Das Faberpolynom F; ist das eindeutig bestimmte Polynom k-ten

1
=S nebaE .t a

1
Grades in — derart, dass

f

2
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7 (L) _ L
VIO

wird, k=1,2,... . Satzt man
1 ) 1 =
(43) Fy <% = ~r;glx,\,{,’,2' .
so heisst (v, )s=13 0 die zu f gehérige Fabermatrix.

Setzt man noch F, =1, so wird (42) dquivalent mit

Bxle) (_1_)~_ o1
(44) 9§z2f,(z)Fk @) dz=0. k=0.1.2,....

Fiir £ = 0 bedeutet dies, dass in (24) r = 0 ist. Zur Berechnung von
i setzen wir

szl(z‘K(Z) - Z 41]71':'n s

© M_, 1 -
also s(z) = > und é(;) = > M _, =" Mit (22) ergibt dies
1 1

Ry(z) = 22f'()K(z) -+ (Ix — My) — (T, — M)z — ...
1 1 2a, ,
Wegen Iy — M, = L(f) und ‘2f/(’.) =5 — — =+ (4a3 — 3ag) + ...

folgt dann N N -

R(2) ; 1 - ) ) 1 1

sz,(z) = K(z) — L(f) :,:5 + (M — ‘[1 =l L(f}) ; T e
Fir & =0 gibt (44) also die Gleichung
(45) My — M, + 2a,L(f) = 0.

1
-1 s also L(f) = a. ist, liefert dies die sogenannte Marty-

Falls K (2) =

Relation. ?

Fir die andern Félle £ = 1,2,... beachten wir, dass in (24) » = 0
ist und somit eine Entwicklung der Form

Rk (z) (s ! (e
zgf/(z) :K\‘)_L(f) —:E o “J"T—(I"—T e

gilt. (43) ergibt dann die Gleichungen
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(46) Ck—l_L(f)(xkl—!_Z'Ii‘yaky:o’k:132?"‘7
y=1

die sich fir L(f) = a, auf
Cror— g + 4, =0, k=1,2,...

reduzieren.
Diese Schritte lassen sich umkehren. Es gilt also: Die Gleichungen (45)
und (46) sind mit jeder der drei obgenannten Aussagen dquivalent.

3.5. Der Fall der Koebefunktion. Es ist nun sehr bemerkenswert, dass
bei sehr vielen Kernen K die Gleichungen (45) und (46) fir die Koebe-

funktion f(z) = erfilllt sind. Ist ndmlich K reell, d.h. sind in

z

(L —z2)p
(3) alle Koeffizienten K, reell, so gilt fir die zu K und der Koebefunk-
tion f zugeordnete Funktion Ry :

Ry (z) ;
2(2) f(z)dz = ¢ und 56

C Cc

R.(z dz
k(%) — = (. mEQ:f(E)’

) @) &) — o

W

d.h. aber, f geniigt der Differentialgleichung (40) in Satz 4 und damit
den Gleichungen (45) und (46).
Um (47) zu beweisen bemerken wir zunéchst, dass mit A und f auch
/1)
Ry von reellen Typus ist und daher der Gleichung Ry k) = Rg(z) gentigt.

1 1 1
Ferner ist f|{—) = f(z) und somit auch f'(z) = — f"\—):—; . Dies ergibt,
- ) F\Z) = g
dass die Differentiale
Ryz) Rele)
Or) = o 77— und Ok) = o, flz)dz
B =26 16 —o G = e 1
1\ i . (1 . .
bei der Abbildung z M, invariant bleiben, also @ (:) = 0(z) ist. Bssei

flZ) =w und C ein Kreis 'z =r (< 1), der Z und die Singularititen
von K im positiven Sinn umschliesst und €’ der negativ orientierte

1 1
Kreis |z] = put Durchlduft z den Kreis (', so — den Kreis C’. Daher

¢ilt fiur die obgenannten Differentiale

!@:J@.
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Nun sind aber die @, wie wir anschliessend zeigen werden, zwischen
C und C’ holomorph. Es folgt dann

o+ [o=o.
c ¢
Zusammen ergibt dies aber f 0 =0, di. (47).

Um zu sehen, dass die @ zwischen C und €’ holomorph sind, zeigen
wir zunidchst, dass Ry, in z = — 1 eine Nullstelle hat. Wir berechnen

/

1
dieses Ry fiir den Fall dass K(z) = ﬁ(und flz) = )ist. Gemaiss

2
(1 — 2)?
(25) ist Rg(z) = R,(2) = zf'(2)z=" — n + 0(z). Wegen R,(z) = R, (2) muss

1 1 '
dann R, (z) = 2f'(2)z™ — n + < f (;) -2" sein. Nun ist zf'(z) =

1 1
- f <;> und somit (vgl. auch [2])

» , = . 2(1 + 2 .
w(2) =2f'(2) ™ —n — ") = (1 — 20 (z=" —z"—m)
1 4-2\2 (2" — 2™
48 — : _
(48) R.(z) (1 —z) <z—z“1 n)
© K"
Es hat also R, bei —1 eine zweifache Nullstelle. Mit K(z) = > RS ist
2
aber Rg(z) Z K,.R,(z). Wir untersuchen die Konvergenz dieser Reihe
a® — b
in der Umgebung von —1, d.i. fiir |z 4 1] <#. Aus = a4

+
1
&b 4. b mit a:z,b:z, also ja| <1+ 5 und b <

2 K,
’”—_T‘ <n(l 4 27xn)*. Nun ist Z JERs fur

l,/,n_,

1
i <1429 folgt}

2] >1—68, d>o0 absolut konverdent also > [K.| (146" < oo. Mit

=N

2" —z

0 < 2p < d ist dann Z K, ( g gleichméssig konvergent fiir

z

e+ 1] <7, also die Summe holomorph. Wegen (48) ist

® z 4+ 1\2
Po— h(z) und A holomorph fiir |z + 1| <9.

Es hat also Rgy in — 1 eine Nullstelle.
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Zuriickkehrend zu den Differentialen @ konnen wir also feststellen:

1
f—_(z) Y ist holomorph zwischen C und €', da C den Punkt Z

umschliesst. f’ hat bei —1 eine einfache Nullstelle und daher ist
R.(z)

J()
——— zwischen C und €’ holomorph. 5, — ist bis auf einen einfachen
2f'(2) e
Pol in —1 zwischen C und C’ holomorph. Damit ist gezeigt, dass
die @ zwischen C und C’ holomorph sind, womit alles bewiesen

ist.

3.6. In den vorangehenden Betrachtungen war K als rational an-
genommen. Sie lassen sich jedoch ganz allgemein fiir beliebige K durch-
filhren und die Resultate sind analog, sofern man statt der Pole jetzt von
den Singularitidten spricht, die durch jene von K bestimmt sind, ndmlich
durch (25) fir Ry und durch (36) fir @. R, ist immer noch holomorph

1
in R <r , ;) und @ ist holomorph ausserhalb einer kompakten Teilmenge

von 2, die vermittels f der Singularititenmenge von K entspricht.
Ebenso bleibt richtig, dass @ in oo eine Entwicklung der Form Q(w) =
Ay, 4

- — ... besitzt.
w’ wt

§ 4. Eigenschaften des Extremalbegietes

4.1, Die Extremale f fiir ein Funktional Re L geniigt gemiss Satz 4

1
der Differentialgleichung (40). Da Ry in einem Ring R(r R ;) und @ in

einer Umgebung von C* — f(E) holomorph ist, ergibt die gleiche Methode
wie in [1] (p. 88), dass die Extremale f bis auf endlichviele Punkte e®
iiber den Einheitskreis |z| = 1 analytisch fortsetzbar ist und in der Um-
gebung der Ausnahmepunkte €® eine Entwicklung f(z) = > ¢, (z—e™)"™

besitzt, worin nur endlichviele Glieder mit negativem ¢ auft:‘eten und m
eine positive ganze Zahl ist. Daraus folgt, dass der Rand 92 aus endlich-
vielen analytischen Bogen besteht, ndmlich aus den Bildern der Kreis-
bogen, die zwischen benachbarten Ausnahmepunkten liegen. In den Bildern
der Ausnahmepunkte stossen zwei oder mehrere Randbogen zusammen
oder sie sind der eine Endpunkt eines einzigen solchen Bogens. Ein Punkt,
in dem ein einziger Randbogen endet, wird aber im allgemeinen nicht
Bild eines Ausnahmepunktes sein. Fir z = €7 ist Rg(2) =0 (nach
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dz\?
Satz 3) und (ﬁ—) = — dg*. Daraus folgt nach (40), dass Q(w)dw?® =< 0

ist lings des Randes 02 . Innerhalb der analytischen Randbogen ist
Q(w)dw? < 0. Damit haben wir das Resultat:

Der Rand 08 des Bildgebiets der Exiremalen besteht aus endlichvielen
analytischen Bogen, lings denen @Q(w)duw? << 0 ist.

4.2, Das Extremalgebiet Q2 = f(E) st ein Schlitzgebiet, d.h. es ist
002 = C* — Q. Fiir diese Behauptung geben wir zwei Beweise. Wir fithren
sie indirekt, indem wir annehmen, Q besitze dussere Punkte ¢ und dann
zeigen, dass K trivial ist. Beim ersten Beweis beniitzen wir eine Varia-
tion vom Typus V (in Nr. 1):

(2) =flz) + & ———— , ¢ komplex und geniigend klein.
. . p genug

Wenn f das Funktional Re L maximiert, so muss JL(f) fiir diese
Variation verschwinden, da ¢ komplex ist. Wenn also die positiv orientierte
Kreislinie C(Jz] = r < 1) alle Singularitidten von K umschliesst, so gilt

49 oL ! K J*e)

c
fir jeden dussern Punkt . Nun ist aber das Integral ausserhalb f(C)
eine holomorphe Funktion der Variabeln ¢ und deshalb gilt die Gleichung

(49) fir alle @ ausserhalb f(C). Es sei nun |a| > max |f(z)| . Setzt man

|3|=r
C, Zqzyglx(g ,m=0,1,2,...,
f2 © n+41
so folgt aus der Entywicklung f z e und aus (49), dass
20,,_“ a" = 0 ist. Zusammen mlt (3) u (4) ergibt dieses C, = 0 fiir

=1

1
n=20,2,3,4,... und C, = L(f). Mit K*(z):K(z)—L(f); an Stelle

2

von K(z) folgt dann, dass die zu K* gehorigen O, fiir alle n =0,

1,2,... verschwinden. Es gilt also %K*(z)P(f(z))dz =0 fir jedes Po-
c
Iynom P(w) = &y + qw + . . . + aw® .
Da nun £ einfachzusammenhingend und 2" = (p(w))*, ¢ = f1 in
£ holomorph ist, so ldsst sich z* lings f(C) beliebig genau durch Poly-
nome approximieren. Aus
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200 K*1 = b K*(2) ~"dz ;ﬁK* ) (" — P(w E

< e fir n——-l,'.,3,...

K
folgt dann K*(z) == 0 oder K(z) = z_‘: . Dieses K ist trivial, denn das

zugehorige Funktional L ist auf § konstant.

Der zweite Beweis beruht darauf, dass alle Singularitdten von ¢ im
Gebiet Q gelegen sind. Besitzt dieses dussere Punkte, so besteht €* — O
aus endlich vielen einfachzusammenhidngenden (weil 02 zusammenhén-
gend ist) Komponenten, deren Rand je aus Teilstiicken von 00 besteht.
Es sei ©Q, eine solche. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Q(w)dw? ist holomorph in 0O,

2. Q(w)du? hat in 2, oder auf 0£; einen einfachen Pol (d.i. in o0)
und ist sonst holomorph auf 0, . In beiden Fillen ist Q(w)du? < 0 lings
00 . Wir bilden £ konform auf den Einheitskreis £ ab, im Fall 1 beliebig,
im Fall 2 so, dass oo in 0 bzw. z = 1 iibergeht. Dabei wird Q(w)dw? in ein
quadratisches Differential ¢(z)dz? transformiert, das in £ holomorph ist
oder hochstens in 0 einen emfachen Pol hat. In jedem Fall ist ¢(z)dz?
lings der Kreislinie |z} = 1. Wir setzen f(z) = 2%(z) . Dann ist f reell,
sogar = 0 auf [z|=1. Nach dem Spiegelungsprinzip ist f eine ganze
Funktion, die in 0 verschwindet, die beschrinkt ist und deshalb die
Konstante Null ist. Dass aber @ identisch verschwindet bedeutet, dass
K trivial ist. Es kann also £ keine dussern Punkte haben.

4.3. Wir nehmen wiederum an, dass f das Funktional ReL in S
maximiert. f geniigt also der Differentialgleichung (40) in Satz 4. L ist
auch fiir jede Funktion ¢ definiert, die in einer Umgebung U des Ur-
sprungs holomorph ist, sofern die Singularititen von K in U enthalten
sind und die Jordankurve C in U die Singularitéiten von K im positiven
Sinn umschliesst. Mit g(z) =z + b,e? + ... folgt dann genau wie in

o d der k
w_f=fw=fun er komp-

lexe Parameter o im Holomorphiegebiet von @ . Wegen (36) folgt dann
aus (26)

Nr. 2.2 die Gleichung (26). Es seinun ¢ =

~ 1 ww

L(f) — L(f) = 5

w
27 . o —w
f(©6)

dw

1
und wegen Q(w) = 0( )m oo schliesslich

(50) L(f,)) — L(f) = 0*Q(w) .
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Dies ist eine Identitit. Fir « €02 ist nun f in S undda ReL von
f maximiert wird so gilt Re L(f) < Re L(f) und daher

(51) Re{0*Q(w)} =0, 0w €2 02.

Dies ist eine weitere notwendige Bedingung fiir den Rand des Bild-
gebietes Q.

Enthilt @ auf dem Rand 00 eine Nullstelle o, , so ist gemiss (50)
auch das zugehorige

(52) f: wowo‘_ff

Extremale fiir Re L . Dies hat eine bemerkenswerte Konsequenz:
Wir betrachten die Abbildung

w0y W .
(53) w > =w

Wy — W
und setzen mit (52)

wf ~ wf
=—— und = —=,
fl w _f fl o —‘f

wo die w und w cinander gemiss (53) entsprechen.
Es ist
(54) h=5h-

Fir w €0 Q sind die Funktionen f~, fi und f; allein S. Da f ex-
tremal ist, gilt gemiss (50)

(55) L(f) = L(f) + Qwyu? fir wead Q.

Wegen Q(wo) = 0 ist auch f extremal fiir Re L; fiir das zu L und f
gehorige Q, und fir Q= f ) gilt dann entsprechend

(56) L(fy) = L(f) + Qi

wo jetzt w zum Rand von 0 gehort. Aus (54), (55) und (56) folgt
dann

Qwyw? = Q(w)ir? .

Nun ist Q(w)dw? <0 lings 92 und Q(w) (dw)® =0 lings 02. Aus



ArLBERT PFLUGER, Lineare Extremalprobleme bei schlichten Funktionen 25

~ \E (dw
Q(w)du? = (w) (_u) Qw)du? = (1 — w/wy) ™2 Q(w)du? = 0

w) \dw

folgt dann, dass (1 — w/wy)? =0 und somit 1 — w/w, reell sein muss
langs 02 . Dies ist jedoch nur moglich, wenn 002 auf der Geraden durch
0 und o, liegt. Damit ist das folgende Resultat bewiesen3): Wenn das
Gebiet Q2 fir Re L extremal ist und wenn setn Rand 00 wnicht auf einer
Geraden durch 0 gelegen ist, so enthdlt 00 keine Nullstelle von @ .

4.4. In [4] hat Max Schiffer bewiesen, dass im Fall des Funktionals
L = a, der Koeffizient A4, in der Entwicklung (39) fiir die Extremale f
nicht verschwinden kann. Dieses Resultat gilt auch fiwr beliebige Funktio-
nale der Form (4): Wenn die Funktion f den Realieil eines Funktionals L
der Form (4) maximiert, so kann der Koeffizient A, in der Entwicklung (39)
der gemdss (22) und (36) zu f und K gehérigen Funktion @ nicht ver-
schwinden. Das quadratische Differential hat also in <o einen einfachen Pol.
Der Beweis gelingt mit einer in [4] verwendeten Variation. Da f das
Funktional Re L in S maximiert, so gilt wegen (26) und (27)

{_1_ e ’d}<0 €s
23”. . :;)fi(:) ((1(~) o f(~)) c - b g ’
C

wo C einen positiv orientierten Kreis !'z{ = <1 bezeichnet, mit

geniigend nahe bei 1. In die u-Ebene verpflanzt ergibt dies

(57) Re {QL’U 75 Q(w) (V(w) — w) dw} =0
f(C)

fir jede konforme Abbildung V von 2 = f(F) in ¢ mit V(o) = 0 und
Vii)=1.

Zur Konstruktion eines geeigneten V beniitzen wir die uns schon zur
Verfiigung stehende Kenntnis, dass der Rand 62 in C aus endlich vielen
fremden analytischen Bogen besteht. Denn wegen des soeben bewiesenen
Resultats in Nr. 4.3. kann dieser Rand keine Nullstellen von @ enthalteq,
wenn er nicht schon auf einer Geraden durch 0 liegt. In beiden Féllen
muss daher jede Komponente von 9£ in € aus einem analytischen Bogen
bestehen. Entsprechend einer in [1] (p. 147 ff) beschriebenen Methode
wollen wir nun den Rand 00, den wir im folgenden mit I bezeichnen,
verkleinern indem wir jeden der endlich vielen fremden analytischen Bogen
stetig verkiirzen. Den so verkiirzten Rand I', denken wir uns von einem

1
Parameter ¢ abhéngig, den wir folgendermassen festlegen: Es ist g (=1)

<



26 Ann. Acad. Sei. Fennicw A. 1. 489

der Abbildurgsradius des Gebiets € — I', = £ . Es héingt also I, stetig
von p ab. Durch die Abbildung (0): w0 w werden I, in I'Y und
Q, in QF transformiert: (9) (2,) = QF . 27 hat wiederum den Ab-
bildungsradius 1 und deshalb existiert in S ein eindeutig bestimmtes f,,
das E auf QF abbildet. Aus dem Konvergenzsatz von Caratheodory
folgt, dass f, stetig von o bzw. der Verkiirzung I+ I', abhingig ist,
d.h. aus g’—; o folgt f,—f, in S. Fir o—0 entsteht eine Grenz-
funktion f,, die wiedertum in S liegt. Durch o> f,:1=Z0=0 wird
in S ein Weg definicrt, der f; = f mit f, verbindet. Da jeder Bogen
von [I' eine Asymptote besitzt, so folgt aus dem soeben beschriebenen
Prozess I'+> I'Y, dass jede Komponente in [} fiir p— 0 gegen eine
Halbgerade konvergiert, deren Verlingerung durch 0 geht. Die »Lénge»
dieser Halbgeraden (sofern I" mehrere Komponenten enthilt) hingt davon
ab, in welcher Weise die Verkiirzung I'+> I', vorgenommen wurde.
Dadurch, dass man gegeniiber einem ausgewihlten Randbogen alle andern
Randbogen (sofern solche vorhanden sind) sehr viel rascher verkiirzt, kann
man erreichen, dass die letzteren bei dem Prozess I'+—I'*,0— 0,
in o verschwinden und deshalb I'¥ aus einer einzigen Halbgeraden

w= —ze® ,x =% besteht. f, ist dann die Koebefunktion k,. Wir
setzen ¢, =, 9_1
Dann ist
p(w) =w + Cou? + ...+ Cuw" + ...,

wo die C, noch von p abhidngen. Nach dem Konvergenzsatz von Cara-
theodory strebt ¢, lokal gleichmissig gegen die Umkehrfunktion der Koe-
befunktion

z .
ky(z) = (1 — #z2° # o=

;,\/1—}-4%'10——1
V14t dx w1
Durch V = (9) o k,oq,0(0),d.i

<

fir o— 0

(58) P (w)—

0 'p(ow)

(59) V) = P T

wird nun eine konforme Abbildung von 2 in C definiert, fir die V(o) = 0
und V'(0) = 1. Wir setzen a = x/x’ = ¢~ und
(60) Vw)=w+ Byow?>+ ...+ Bo"t-w"+ ...,

<

wodie B, von ¢ und @ abhingigsind. Wegen (58) gilt fiir 9— 0, ¢, = ¢:



A1LBERT PFLUGER, Linearc F\tremalproblung b( o1 \(hlu htu1 Fll]]l\tl()n(-“ll 27

(61) ﬂ-)— — Ao —
(= %p(@)? (1+a+ (1—a) V1L o)

lokalgleichméssig in Q.

Fir ¢ = —1 wird aus dem Limes in (61)
w © ]
m =ow -+ z (— 41+ »* und somit
lim B,(o) = (— 41 fir ¢ = —1.
o0—>0

Fir a = —1 wird aus der Grenzfunktion in (61)

4w 1 40 & fa—1 )""]
i = DY
(a+1)2<1 “—1\/1—'4—')2 (@ + 1) (a Vit ado
T a 4+ 1 + o
a—1 2 (% (@ — 1)
= . A 2 1 — 13
_()—I—( Ty ;( ) (47’ w)" + @+ 1y 48 »'w? + 0((a — 1)3),
also
lim B,(o) = 16 AP (@ — 1) 0((a — 1)) und
im = 16x" ———— w ————— + 0((a — un
) o DO Ty T "
lim B 01 8<(1/2)\)4’"“1‘0 1) 2
;_I)I; n(Q)_(a+1)3 n—1 (4) e ((“"‘ ))5 n > ’
fur a— 1.
Nun sind alle Vorbereitungen fiir die Anwendung der Ungleichung (57)
° A,
auf das V in (59) getroffen. Aus der Entwicklung Q(w) = > pyES: in
n=2

oo und aus (60) ergibt (57)

oo}

RezAanQ"—1§0,9> 1.
n=2
Ist Ay=...=An=0 fir ein m =2, so folgt

Red, ., lim B, ,(¢) =0 fir alle a vom Betrag 1.

Fir a = —1 heisst dies
(63) Re(—1)™« (4x')" 4,1 Z 0.

Wir setzen a = e*, & € R und nahe bei null. Dann wird
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a— 1 le &2 + o) d
@+ip =5 7§ T m
(64) (@ + 1)
(r — 1)? &2 .
@ 1p = s O

Unter Berticksichtigung des Gliedes erster Ordnung in ¢ folgt aus (62)
(65) Re (42" A4, =0.

Da die Glieder erster Ordnung in ¢ verschwinden, liefern die Glieder
2-ter Ordnung in &, berechnet auf Grund von (64),

(66) Re(__l)m(_i./‘/)mAerl =0.
(63), (65) und (66) ergeben 4, ., =0.

Ist 4, =0, so verschwinden daher alle 4; und @ verschwindet
identisch und L ist trivial.

4.5. Das eben bewiesene Resultat, dass @(w)dw? in oo einen einfachen
Pol besitzt, hat die bemerkenswerte Konsequenz, dass von o nur ein
einziger (analytischer) Bogen ausgehen kann, lings dem Q(w)du? < 0 ist.
Der Rand des Extremalgebietes ©Q in C besteht also aus einem einzigen
Kontinuum, das aus endlich vielen analytischen Bogen zusammengesetzt
ist. Wie in Nr. 4.3. gezeigt wurde, kann aber @ auf diesem Randbogen
keine Nullstellen haben, wenn dieser nicht schon aus einer Halbgeraden
besteht. Daher gilt: Der Rand des Extremalgebictes Q besteht aus einem
einzigen analytischen Bogen. Dieses fiir die Funktionale A, - ... 4+ la,
wohl bekannte Resultat (vgl.[1]) gilt also ganz allgemein.

Auf diesem analytischen Randbogen 902 gilt neben Q(w)dw? < 0 noch
die Ungleichung (51). Divieren wir die letztere durch Q(w)duw?, so folgt

w? dw \2
Re { } = 0 und dies impliziert Re {(—) } = 0. Schreiben wir w = Re'?,
duw? W,
/d R\2
so heisst dies (§> — (dD)? = 0 oder
(67) (dR)? — R¥dD)* = 0 ldngs 0Q.

Mit der Bogenlinge s als Kurvenparameter gibt dies zusammen mit
ds? = dR? + R*®* die Ungleichung

AR = L ds? .

Daher ist R(s) im strikten Sinne wachsend und kein Kreis |w| = R
kann den Randbogen in mehr als einem Punkt schneiden. Schreibt man
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do 1
(67) in der Form iR = R 50 siecht man, dass der Variation des Winkel-
argumentes @ genaue Schranken gesetzt sind. Verpflanzt man den Rand-
bogen mit der Abbildung wr>logw = Z in die logarithmische Ebene,

so bedeutet (67), dass der Bogen dort in einem Winkelraum |arg (Z — Z,)|
7T
= 1 verlaufen muss.

Die Extremale f geniigt nach Satz 4 der Differentialgleichung (40).
Nach den vorangehenden Resultaten kann @ auf dem Randbogen nicht
verschwinden, ausser eventuell wenn f eine Koebefunktion k, ist. Wenn
wir von dem letzteren Fall im Moment absehen, so hat dies zur Folge,
dass Ry auf dem Einheitskreis genaw eine und zwar eine doppelte Nullstelle
hat. Ist nidmlich f(z,) der im Endlichen gelegene Endpunkt des Rand-
bogens, so hat f’ in z, eine einfache Nullstelle. Aus Ry (2) = 2%(f'(2))?Q(f(2))
folgt dann, dass Ry in z, eine doppelte Nullstelle hat. Ist z 54 2,, 2| = 1
und f(z) endlich, so muss f'(z) % 0 sein und wegen @(f(z)) = 0 ist dann
auch Ry(z) # 0. Es bleibt noch, den Punkt » auf |z] = 1 zu betrachten,
fiir den f(x) = oo ist. Hier ist f(z) = A(z — )24+ 0((z —»)%), 4 #0,
also f'(z) = —2A4(z — %)% + 0((z — #)™%, und wegen A, # 0 ist dann

4,
Ri(z) = 42 ‘—4: +0((z— %)) fir z— ». also Rg(x) #0.

Zusammenfassend haben wir

Satz 5. Wenn f den Realteil eines Funktionals L der Form (4) maxi-
miert, so wird das Exiremalgebiet f(E) wvon einem einzigen analytischen
Bogen berandet, lings dem Re{w?*Q(w)} =0 und (abgesehen eventuell von
den Endpunkten) Q(w)dw? << 0 ist.

Die Funktion Ry ist auf dem Einheitskreis |z| = 1 positiv bis auf einen
einzigen Punkt, in dem sie eine doppelte Nullstelle besitzt (scfern f micht
eine Koebefunktion ist).

4.6. Die konvexe Hiille des n-ten Koeffizientenkérpers V, (vgl. [1])
hat mit dem Rand von V, eine Menge K, gemeinsam, die sogenannte
Stiitzmenge. Es sind solche Randpunkte von ¥, , die ein lineares Funktional

der Form Re{lyty+ ...+ 2tn},(Jg,..., ) €C>, maximieren.
In [1] (Chapter X) wurde bewiesen, dass K, zusammenhéngend ist und
die Koebe-Kurve ¢ (26", 3¢%" ..., ne™ V%) 0 < ¢ < 27, enthilt.

Mit der gleichen Methode beweisen wir jetzt ein ganz analoges Resultat
fiir die Realteile der Funktionale (4). Wir nennen ein f € S eine Extremale,
wenn es ein Funktional der Form (4) gibt, dessen Realteil von f in § maxi-
miert wird. Es gilt: Die Menge der Extremalen ist in S zusammenhdngend
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und enthilt die Koebe-Funktionen k, (z) = e~ k(e2) , 0 = ¢ < 27, k(z) =

2
(1 — 2P
Topologie der in B lokal gleichmissigen Konvergenz. Dass die £k, extremal
sind, ist klar; denn k&, maximiert Re {e7ay} .

Wir zeigen nun, dass sich jede Extremale f durch einen Weg in der
Menge der Extremalen mit einer Koebefunktion verbinden lisst. Dazu
verwenden wir den in Nr. 4.4 beschriebenen Prozess: Wir verkiirzen den
Randbogen I’ zu einem Randbogen I, derart, dass € — [, den Ab-
bildungsradius L hat, und transformieren I, alsdann mit der Abbildung
(o) :wr>pw in I'f, sodass QF =C— I'y wieder den Abbildungs-
radius 1 hat. Es gibt ddnn in S eine Funktion f die B auf QF abbildet.
Es ist fy=/f.,f, st eine Koebefunktion k; und der ch o—f,»
1=p=0, verbindet in S die Extremale f mit k;. Es bleibt zu
zeigen, dass die f, alles Extremale sind.

Verpflanzt man (26) mit Hilfe von f in die w-Ebene, so wird die Ex-
tremalitit von f ausgedriickt durch die Ungleichung

. Natiirlich bezieht sich der Zusammenhangsbegriff in S auf die

(68) Re {L(g) — L(f)} = Re{;% &f; Q(w)V(u‘)dw} =0

fiir jede konforme Abbildung ¥ von 2 in € mit V(o) = 0 und V'(0) =
Wir setzen @ (w) = @ (“) Dieses @, bestimmt zusammen mit f, eine

Funktion R (2) = 22Q, (f,()) (f;(z))‘l, zundchst in £ . Da f, aber damit
dz\2
der Differentialgleichung R (z) (—) = Q,(w)dw?* gentigt, f, auf der

~
~

Peripherie |z| = 1 stiickweise analytisch ist und @, (w)du® = 0 ist lings
I*

o ?

). Die

|

so ist R, auf dem Einheitskreis reell und daher P (
2

Singularititen von R, bestimmen zusammen mit f, gemdss (24) einen

1
Kern K, (z); denn K enthilt definitionsgemass kein Glied mit — und der

Koeffizient K, in der Entwicklurg von K(z) ist ohne Einfluss auf die
Extremale. Dieses K, zusammen mit f, bestimmt also gemass (22) das
R, und mit (36) das obige @,. Es gilt also nach (26) und (36)

1 R (z)
W)%@—L%Fff¢d(gﬂhr—¢QuV)m

e 2711 27

wenn V, durch V,=gof; ! definiert wird.
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Wir wihlen nun irgend eine konforme Abbildung ¥V, von QF in C
mit ¥V, (0) = 0 und V;(o) = 1. Dann definiert V(w) = o7V (ow) eive
konforme Abbildung von 2 in € mit V(¢) =0 und V'(o) =1. Aus

(69) folgt dann

L,9) — L,(f,) = e yg Q(ﬁ) Vv <—’> @L = p? 2—}” % Q(w) V(o) .

271 0 o/ o

</

Gemaiiss (68) ist also

Re {Lg(g) - Lg(f )} -0, g €S 3

d.h. f, ist eine Extremale fir das zu K, gehorige Funktional Re L, ,
womit bewiesen ist, dass alle f extremal sind.

«

Anmerkungen:

1) Man kann zeigen, dass auch umgekehrt jedes stetige lineare Funk-
tional auf § wvon der Form (4) sein muss.

2) C* bezeichnet die Abschliessung der Zahlenebene € durch den
Punkt oo.

3) Die Methode war der in [2] fiir den Fall
L = Jya, + ...+ A, verwendeten vollig analog.

Eidgendssische Technische Hochschule
Ziirich, Schweiz
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