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Einleitung

wir bezeichnen mit § die Klasse der auf dem Einheitskreis E -
{z , lzl < l} definierten, norm'i,erten schl'ichten X'unktionen

(l) l@):zlarzz +-"" *aoz" + ""
versehen mit der Topologie der lokal gleichmässigen Konvergenz ist §

kompakt. Der n-te Koeffizient von /
L t f(z)(2) t,([) : :ti f '--) , d,

ist ein stetiges X'unktional auf B . Allgemeiner, ist ,I((z) eine im Aeussern

eines Kreises lzl : r { L holornorphe Funktion, die in @ verschrvin-

det, d.i.

(3)

und C eine Jordankutr-e, die irrr Ring R,(r', T): {z,r < lzl a f } den

Nullpunkt einmal im positiverr Sinn umschliesst, so ist,

-= ix*o*
I

auf S stetig.l X'iir ein a iir E ist lal@) ein solches Futrktional
/nt\
(mit l<(z) : @#J 

und Linearkombitraiioncn von solchen sitrd wieder

x'unktionale d,er x'orm (a). Da S kornpakt ist, nimmt .Ee -L in § ein

Maximum an, d.h. es gibt eine ertrenrcrle Funktion å € s mit der Eigen-

schaft

(5) ReL{f) < ReL(Å) ,/€,S.

Ziel dieser arbeit ist, notrvendige Bedingungen fiir Extremalität zu

finden. Es stellt sich heraus, dass eine g&nze Reihe von Bedingungen, d,ie

fiir das Bunktional (2) bekannt siiid, sich in analoger \trreise ganz allgemein

auch fiir die Funktionale (4) als notwendig erweisen. Sehr rvesentliche

Ii{z) == > !X, lirn srlp ',Iinl'/* < I ;

n:1 t\/

{4)

1{'
L(f) - z*i 9 /i(;)/( =)dz
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Anregungen
fer 127.

Bei den
Funktiotr f
dass

(6) f,-f+qh*o(e)
ist. Dabei soll /, in .O holomorph sein und o(e)le fiir e -> o in -& lokal
gleichmässig gegen Null konvergieren. vorr einer solchen schar /. werden
wir fortan ais einer »»Variati,on f, uon f i,n S» sprechen. Dabei kann der
Para,meter e komplex, od,er nur reell oder auch nur positiv sein. Aus (5)
und (6) folgt dann Re {e . L(fr) * o(r)} < 0 und schliesslich durch Grenz-
iibergang (e --+ 0) :

a) Re Ltfr) < 0

b) Re L{fr) : rJ

c) L(fr) __ o

verdanke ich der Abhand,lung voll P. L. Duren und M. Schif-

nachfotrgenden Variationsrnethoden sind ztt einer extremalen
Scharen f , von Funktiotretr in § zu konstruieren, derart,

ftir € r{relll, l*l { ro lrnd

In dem Fall, dass .L von reellem T.r-pus ist. d.h. L(f) reell ist, fiir
»eelle» ,f , werd,en die erhaltene:r trotv-errdigerr Bed,inguirgen alle auch
durch die Koebe-Funktion

?

tt(z): (r_dr:),n2,,
erfiillt sein, ohrre dass die letztere immer auch Extremale sein miisste.
rn diesem Zusammenhang sei auch auf die untersuchung von L. Brick-
matr, T. H.}lIacGregor and D. R. Wilken [5] hingeu.iesen.

§ 1. Die erste Variation in S.

Ll. IJm zu einem beliebigen / in § eine möglichst allgerneine varia-
tion f zu konstruieren, betrachten wir in der iiblichen \Yeise zunächst
eine Variation von f i* Kreisring -B(r, I) : {z lr < lzi < t}. Es sei
also 7" eine schar von univalenten (holomorphen und schlichten) n'unk-
tionen im Kreisring R(r,l) derart, dass

?,{r) -f(z} + eq{z)

ist, wobei q in R(r ,I) holomorph ist. Eine llöglichkeit, solche X,unk-
tionen E 

"(z) 
za konstruieren, liefert das folgende ryohlbekannte

Lemma 1: Es se,i, d,ie Menge K i,n C kompakt, C ei,ne Jorilankurue,
welche K in ihrem Innern enthcilt und, u ei,ne auf C* - K holomorphe

(7)



Ar,nrcn:r PFr.r-cER, Lineare Extremalprol:leme bei schlichten unl<tionen

Iunkt'ion.zDanngi,btese'in eo;> 0 so, d,assfli'ra,llekorngileren e m,,it lul { uo

di,e ?unbtion V,(w) : w { eu(w) ausserhalb C uni,ualent 'i,st.

Es sei nun / in §, O : f(E) , K eine kompakte Teilmenge in Q ,

r.r in C*-K holomorph und C die Bildkurve /(C,) einer Kreislinie
C.: {z I lzl : r} , deren R,adius nahegemrg bei 1 ist. Dann ist

(8)

eine der Bedingung (7) geniigencle Yariatiorl von / im I1,ing R(r,I) .

Die Konstruktion einer Variation von / in § mit Hilfe von .F'u beruht
nun auf folgend,er Idee:
I" bildet den Kreisring R(r,l) auf ein zv'eifachzusammenhängendes
Gebiet ab, dessen Komplement in C'F aus zu,ei Komponcnten besteht,
von d,enerr die eine nicht beschränkt ist. Das Komplement dieser nicht
beschränkten Komponente ist eiu einfachzusammenhängend,es Gebiet ^f).
in C, das (fiir geniigend kleine e) den Nullpunkt enthält. Nach dem
Riematrn'schen Abbildungssatz gibt es eine (nicht eindeutig bestimmte)
X'unktion f!(") , r,r-elche den Einheitskreis Z konform auf O, abbildet
und den Nuilpurrkt festhält. Durch Normierung, f,(r):f! (") lf!'(o),er-
halten wir eine Variation von / in §. Dass /, tatsächlicir eine Varia-
tion im Sinne von (7) ist, beruht auf dem folgenden

Lemma 2: Bei reellem Parameter e und, /,1(0) > 0 gi,lt far di,e Ya-
riation f!
(e) f! (") : f(z) * u/f (z) 1 o(e) ,

wobei Jf in E lrclomorph i,st nncl o(e)lt in E lolcal gleichmrissig gegen

Null geht.

Beweis. Dieses Lemma ist ein unmittelbares Korollar eines S:r,tzes,

der von M. Schiffer (vgl. z. Bsp. [z]) und G. ]I. Golusin ([3], s.96-102)
auf verschiedene Art und Weise bes'iesetr trurde, und $'ona,ch /.I reell-
analytisch von e abhängig ist, sobald I, (und /j(o)) reell-analvtisch
von e abhärgt. Aus (9) folgt unmittelbar (6)

I.2. Zw expliziten Berechnung \zon /f aus I, hzx'. g beniitzen wir
Lemma 3. Xar d,ie i,m Krei,sring -R(r'. I) schlichten ?u,nktionen @":

(I0) <0"(z):z{ e@r(z) * o(e) ,

uobei @, i,n R(r ,l) holomorph ist.

Bewe'i,s. Sei lDo ein beliebiger Punkt in f(R(r,l)) . X'iir geniigen«l

kleine e liegt too auch in .F,(.B(r, 1)) . I'olglich gibt es einen Kreis C
mit Mittelpunkt wo, der fiir alle geniigend kleinen e in F"(R(r,L))
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enthalten ist. Es sei C, die Urbildkurye von C unter der Abbildung F, .

Fiir die inverse Funktion z : F;l(w) gilt dann

F-,(*r):+ 6F;'t*) du,: | ,1[ 
zP'"(z)d'z: 2:tiY 1t)-111ou".'- 2-iY p"@)-'u)o'

r

Mit (7) erhält man

I;'(*o):,f-t(ro) 1- e . @r(wo) * o(e) ,

wo @, innerhalb C holomorph ist. Zusammen mit Lemma 2 folgt dann

(D"(z) : F;' " ff(r) : f-'(f!(")) * ,. @r(f! (z)) f o(e)

- z { elff @) lf'@) * o,(f("))l * o(e)

und daraus die Behauptur:g von Lemma 3.

Die Funktion @u bildet den Kreisring .B(r, 1) konform so auf ein
Ringgebiet ab, dass dabei die Kreislinie lzl: I sich selbst entspricht'.
Es kann also O" durch Spiegelung an dieser Kreislinie analytisch fort-
gesetzt werden und es gilt

/r \ l
(0,(")' *, 

\Z) 
: I fiit r { t,?l a ;: . Wegen (I0) folgt, daraus

1 -r- e' (r'*,0 - i m) r o(e) : r

und sornit

/r\ l 
-

u.*,\Z) + 2.@,(z): e.

@,h\ /r \
Mit qr(z) : ; ergibt dies q, \;/ : - Qr@) ,

d.h. {, ist auf d,er Kreislini,e lzl : I rein i,maginar.

1.3. Nach diesen Vorbemerkungen ergibt sich nun leicht ein Ztsam-
menhang zwischen ff(r) und q(z) . Nach Definition ist f! : X," (D" ,
wegen (7) und (10) ist

f::f "@"*uqo@of o(e) und

f . @"(z) : f(") * e' z' qr(z)'f'(z) * o(r) ,

somit

l!@) : l@) * e(q(z) * zf'(z)qr(z)) * o(e) ,

und ein Vergleich mit (9) ergibt schliesslich

Ann. ÅeacI, §ei" Fennier
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{11)

Wir Iegen fest:
1. Die Funktion g ist definiert, durch 0@) : S@) .

2. Ist g irgend eine im Ring -B(r, r) holomorphe Funktion, so be-

zeichnet s{g(")) den singulären Teil ihrer Laurentent$'icklung in
diesem Ring.

Es bezeichne nun S den

(12)

I)a
ist, so

(13)

(r4)

singulären Teit Yon ffi, es seri also

§(,) :8 {ffi\.
wegen Lemma 2 ff (r) und somit auch ff (r\lzf'(z) in E holomorph

InUSS

sein. Fiir die Laurententwicklung htrz) - i o*r* im Ring

tiberdies cc-o: -do sein, da Qt auf der Kreislinie izt ":- l
Dies ergibt zusammen mit (13)

i r \qt7):s\;/ -§(z) foo.

Die imaginäre Konstante ao ist, beliebig. Denn d.urch superposition

von f mit der Variation f"("):f("'"""):f("){ ei,azf'(z) *o(e),4€R,
g"W q, i, g, + 'i,u iber. Man darf also annehmen, d,ass ao: O sei' Dies

erreicht man in der Tat durch eine geeignete l{ormierung voll fiflror,
die friiher noch offen gelassen wurde. Setzt man nämlich ff (") : af z * ' ' '
und bezeichnet co das konstante Glied der Laurententwicklung

Rt, , 1) Inu.ss

irnaginär ist.

9- 9,,=*
zf '(z) .a-"

im Ring R(r, t), so folgt ^t" ffi : ffi + q{z) die Gleichchung

af : co * ao und durch die Bedingung a{ : co erreicht man dann,

dass ao verschwindet. Es soll also ietzt f! im Nullpunkt, auf diese weise

normiert

d.i.

sein. Dann ist 8t@)- §

z) - (1 * eco)z, +

- §(r) und

/r(

(})
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(r5) ff (") : q(z) *+,r,r (u(r) - ,r,l ) .

/,1 ist im allgemeinen nicht in S. Durch Division mit (f f eco) gelangt
aber sofor-b zu einer Variation /. in B. Dies gibt

f,(,) : a@) r./'(,) (s(f) - sr")) - c,f(") .

Dieses /, heisst die (zu q gehörige) erste Yariation von / in S.
Zusammenfassend haben wir folgenden (r,gl.II. G. Golusin [3])
Satz 1. Fiir die Trari,cttion f"ke R) uon f in, S, die in d,er beschrie-

benen We,i,se erzeugt wircl d,urch e,ine Vq,riation ?" uon f i,nt, Ring R(r,L)
gemriss (7), gi,lt

f ,(") : f(z) * efr(z) | o(e) mit
(16) 

f,(") : qk) *+'r,l(s(l) - st,l) - cor(z) .

Dabei, bezeichnet § d,en si,nguldren Teil d,er LcLurentetttuicklutry uon
q(z\

_r,,^ im Ring R(r, L) , co bezeichnet d,en konsto,nten Ternt, irt dieser Ent-.J \7)
wiclclung und, es ist S(z): §(+) .

Bemerkung I. fst e komplex, so setzen l,r,ir € : lel e,@ und betrachten
an Stelle von q die X'unktion e'*q. Damit ist /" von der X'orm

f,(") : f(z) * e(q(z) - zf'(z)B(z) - cof@)) t azf(z)S (|) * ,f,l

Bemerkung 2. Wenn -F" in ganz .E holomorph und I,(o): o ist,,
so folgt aus (16) fr(") : q(z) - cof@) , was man leicht direkt verifizieren
kann. Ist. .tr''. in § , so verschwindet iiberdies co urrd es ist /, : q .

1.4. Einige Biespiele von Variationen

l. Variation t:om Ty,pus I: f "(z) 
: e-i'f(ei'z), e € R . Hier ist

fr(") : i,(zf(z) - f(z)) : q(z) .

2. Vo,r,iati,on uom, Typus II: f"(r):f(z)* e,e€C. Hier ist

q(z)-1 ,§(z) ::,co:2az undsomit

(17) f"("):f@ - e(f'(z) - 1- 2arf(z)) - Ezzf'(z) f o(e) .
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iz + e\
/(r+,=l-f@)

Diese Variation ist identisch mit f ,(r)

f ,(r) - F(z , e , E) lässt, sich nach Potenzer::

f ,(*) - f(z) + A(z)u * B(z)E + höh.

f ' (t) (1 ss-)

von t und E entwickeln,

Glieder in r und E .

al a?
Aus A(z): * (z,o ,o) und B(z): 

aE @, o, o) ergibt sich wiederum

(17), wobei sich dieses s von jenem -s nur um o(e) unterscheid.et.

3. Vari,ati,on aom Typus III: Da die Koebefunktion k(z\ : -: ,"'' 
1t - "1',

den Einheitskreis E auf die von - { langs der negativen reellen Achse
aufgeschnittene Ebene abbildet, vermittelt,

eine konforme Abbildung von E a:uf einen votr -l her eingeschnittenen
Einheitskreis. n'iir jedes komplexe z mit l*i: I wird demnach durch
z> - xg"(-xz) der Einheitskreis auf den von il }oLer eingeschnittenen
Binheitskreis abgebildet,, und zwar mrt positiver Ableitung im Nullpunkt.
Fiir /€§ und l*l:r ist

I
f"(r) : 1 _ e f(-ip!- xz)) (o < e < t)

eine Variation von / in § . Åus (18) folgt

iq,(-xz):7-*+:*o(e)
L_)|z

und daher

(18)

(r e)

f ,(r) - f(z) + efr(z) + o(e) mit

fr(") -f(z) - zf'tlW
1 242

4. Vari,ation aom Typus IV: Eidrr a in Q : f(E) wird in Lemma I
11

u(w): w_a)gesetzt, d.h. es ist S@): 
f1z1 _runa e€C.

5. Vori,ati,on aom Typus 7: In dem tr'all, d.ass A : l@) einen äussern
u2

Punkt a besitzL, ist die Abbildung wr->V"(w)-wlt *_* (e€C)

von .0 in C in 0 normiert und fiir geniigend kleines e schlicht,. Deshalb ist
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eine Variation von f in S .

§ 2. Die erste Variation des Funktionals Re L.

2.t. Wir bestimmen zunächst die erste Variation des Funktionals
Reao, die einer Variation /, von / in § entspricht' \\tegen seiner Linea-
rität ist

a"(f,) : ao * e' da" * o(e) und

I r fr(z) -öan: * Q "#. d, .
Znt, J z

Auf Grund der Laurententwicklung (fa) und Satz I ist,

o a-l

fr(") : >l(n-I)a"co * 
nZ 

kao(c"-n * ön-*)) z" ,

öa^ : (n - l)a"co +\t koo1""-r" * ö*-")
k:1

und schliesslich

Re öa^: Re {(n - L)wco +2t ("^-ot ov { ce-.kd,)) .

,.: I

Nun ist

t 1' q@) dz
_ rllun-k - 2ni Y z. f'(z) zn-k+t '

und deshalb

Re öa.: u, * f ffi{t" - r)a" r 2',(Y ! k.uz^-b)ly, ,

c

wenn d.er Weg C in .E den Nullpunkt einmal im positiven Sinne um-

schliesst. Wir setzen

I 2a" (n - lla- -,R"(z):V= + V= +... + 
" - 

+ (n - l)4"*

+ (n - l)d,^-rz + ... + 2drz"-'* z"-'
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und erhalten

Re öa^: *,*;f #.q@)d,2.
a

Wir können nun -8. so umformen, dass seine Beziehur:g zum Kern
K(z) : 112"+t besser sichtbar wird. Hiefiir beniitzen wtr d,en singukiren
Iei,l, s(z) d,er i,n e'i,nem Krei,sring R(r,l) holomorphen Eunkti,on

]rc
f,@). ;e : 

"_rZka*zk-. , d.i.
P h:l

s(z): s{z'r'1") #} :i,.+*r
Da das Integral

r,:*;f ort=t -f@)).fio"
c

den Wert (n-l)a" hat, folgt dann

(20) R,(z):s(z) *, (1)* r,.rz/

2.2. Zur Bestimmung der ersten Variation des Realteils eines beliebigen
X'unktionals der Form (4) beniitzen wir analog zu 2.1. den singulären
Teil s der im Ring .B(r, 1) holomorphen Funktion zzf'(z)K(z):

s(z) : s{zzf'(z)K(z)\.

Dieser ist in lzl > Ilr holomorph. Setzen wir

1r
(21) I": znif l"f'{")-f("))K(z)d,2, und §(z):612; , solvirddurch

c

(22) Rs(z) :s(z) * u(f) + r-

eine im Kreisring , (, , ;) : {, , r < lzl. l} rr.r"*o'phe Funktion .8,1

definiert, welche (20) verallgemeinert. Sie besitzt folgende Eigenschaften:

a) Die Differenz R0* - RK - 1r1 geniigt der Gleichung

(28) Nt:al.(+)\21
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b) Fiir lzl < I gilt

(24) 
Wr: 

K(z) - L(f)'z-2]-r'z-L * reguläre Terme'

a) folgt unmittelbar aus der Definitionsgleichurrg (2\.Am b) zu beweisen,
schreiben wir

Ro@): s(z) * 16{o(z)

: z!'(z)K(z) - * f "f'A K(z)dz t I* | o(z) ; es ist also

c

(25) R"(z) : z,zf'(z) K(z) - L(f) f 0(z) fiir lzl < L .

Aus (2a) folgt: Fiir beliebige Funktionen g € § ist

(26) *fffig@)dz:L(il-L(f),
c

und insbesondere (g : f)

(27)

Es sei nun /" : f + ef, t o(e) eine Variation von .;f in § . Dann
ergeben (26) und (27) mit g : f"

L(f,) - L(f) - *f #8f,@)dz+ 
o(e).

L(f ,) - L(f): * I Kk)f,(z)dz+ o(e) .

C

Anderseits ist

Die beiden Gieichungen ergeben
Lemma 4: Di,e ei,ner Vari,ation f":f *eh*o(e) aon f in S ent-

prechend,e erste Var,i,ation des Tunktionals L ist gegeben durch

(28) ör,(f) : * f K(2lf,@)d,z : * f ffi f,(z)d,2.

Bemerkung. Wie (15) und (16) zeigen, unterscheiden sich die ersten
Variationen /. und /f von f" bzw. f nur um den Term crf(z). Dieser
hat wegen (27) at:f, das zweite Integral in (2S) keinen Einfluss und deshalb
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ist im folgenden der Uebergang rron /f zur normierten Variatiorr /,
nicht mehr nötig.

Satn 2z Es sei, d,as Funlotional L gemriss (! d,urch e'inen Kern K ile'

fi,ni,ert, f i,rgend, ei,ne nunldi,on in S und, R* d,ie zu K und, f gehörige

Funhtion (22). Ist f " 
: f * eå * o(e) il,ie zu (7) gehörige Var'iat'i,on '.)on

f in S , so gi,lt fur die erste Yariati,on öL(f) d,ie Glei,chung

(2e) Re öL(f): R" * f ffi q@) dz .

c

Beweis. Nachzuweisen ist die Gleichung

(Bo) *f ffir,@)d,z:u"f ffiq1z)d,2.

Gemäss 116) ist

zu verifizieren. Nun gibt es in der Laurententlricklung von u(1) - "trl
keinen konstanten Term, also verschx,indet das Glied mit dem Faktor 16.
Das andere Glied im Integral ist imaginär, denn es ist -E!.(ei') reell und
§(e-tv1 - s(eio1 imaginär, und damit, ist die obige Gleichung bewiesen.

Bemerltung. Ist der Parameter e der Yariation f": I * e'h * o(e)

komplex, so setzen wir e: Itle'* , halten g festbei lelp>0 undersetzen
q durch qeiv . Damit erhält man an Stelle von (29) fiir komplexe e die
X'ormel

f,(,): q(z) * "r'at(s() - , (,)) - cof(z) .

Der letzte Summand liefert keinen Beitrag zum Integral auf der linken
Seite von (30). Wählt man fiir C die Kreislinie lzl : I , also z : ei*

ilz
und I : idg, so bleibt lrregen Rx: Rox f 1* nur die Gleichung

^'{f (A}.(,) * 1*) ('(:) - s(z))*} : ,

eiq
Re öL(/) - Re 

,16

R*(r)

ffiq(z)dzf(31)
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§ 3. Einige notwendige Bedingungen fiir itie Extremale

3.1. Wir wenden die Brgebnisse des vorangehend,en § zunächst auf
die in Nr. 1.4. definierten Variationen vom Typus I, II und III an. Bei
der Variation vom Typus I ist q(z): I und e€C. (31) ergibt dann

eiE i R-(z\(32) ö Re L(f) : R" *a f 7fO a=

C

Bei Variationen vom Typus II ist /r(z) : i(zf'(z) - f(")) und s € R .

Nach (21) ist dann

(3 3)

(35)

1r

l*xz
X'iir die Variationon vom Typus III ist .lr\z) : f(") - zf'(z) , * u:nd

e ) 0. Aus (27) und Lemma 4 folgt dann

(84) öL(f): - *f o^,r=;+
c

L4-xz @

L-xz ?:l

bLR*(z):>;.r{'z';--

ist äo : /r. .tra å, *L 
: ,("). Die Berechnung cles Integrals in (34) er-

y:L
gibt dann

- ö L(f): bo * ziorr' : Ix *'zs(i) .

Wegen Re s(i) : Re §ltt) und (22) *rbt U*.

3.2. Wir nehmen jetzt an, die Funld,ion f ma,ri,m,iere in S d,as ?u,nk-
tional Re L :

ReL(s){ReL{f}, U€lS.
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Da,nn folgt rnit der in der trinleitung erwähnten Schlussweise:

I R"(z)l. 9-716d,z:0 (nach (32), e ist ein komplexer Parameter).

c

2. RKfutq) ist reell. Denn wegen (33) ist r?e iIK:0 (e ist ein reeller

Paranreter), ferner ist '86 : Ir* -B!. und Ro*("*) ist reell'

3. Es ist R*(e") nicht negativ. Dies folgt, aus (35), da 1rz1 
: t und

somit, -E*(z) reell ist (e ist hier ein positiver Parameter).

Dies gibt
satz 3. lVenn f das Funktional Re L (ugl. (+)) in B muxi,m'iert, so

ist d,ie zu K unit f gehörige nunktion Rs auf d,em Einheitskreis lzl : I

reell wnd, ni,cht negatia und, es aerschwi,nd,et d,as Res'id,uuttt' 1' u()'tt' #* 
*

cler Entwiclclun'g (24).

3.3. Die Schiffersche Di,fferenti,algleichutg.

IrTun untersuchen wir den Effekt von Variationen des llypus IV. Ledig-

lic,h zur Yereinfachung d.er Sprechrreise u'ollen wir utrs auf solche Kerne

K beschränken, deren Singularitäten Pole sind. Diese Besc'hränkung ist

aber fiir d,ie folgenden Betrachtungen r,öllig unwesentlich. Diese könnerr

fiir ganz beliebige Kerne K der Form (3) durchgefiihrt werden, und sind

dem bekannten Fall L: a. ganz analog (vgl. lzl). Mit Hilfe der einem

solchen -I( und einem / aus S zugeordneten Funktion -Er( unrl mit
Hilfe der Abbildung V : f-L definieren x'ir die Funktion

wegen (2a) ist a in I : f(E) bis auf Pole holomorph. \rerrnittels

der Abbildung g entsprechen diese Pole denjenigen von 'Eo in E '

wir nehmen nun an, d.ass / d.as Funktional Re L maximiere uncl r,vir

I
u,ählen eine Variation vom Typus I\r, d.i. q@) : 

F@ - ; mit r» € f2 und

e als komplexen Parameter' Aus (31) folgt danu

(3 6)

(3i )

1 [R"(z) d,z

Dies hat zur Konsequenz, dass Q ausser den Polen in J2 iiberall auf

C* holomorph ist und in oo eine mindestens dreifache l{ullstelle besitzt.

rstnämlich oe Q keinPolfnr Q undist q(a):z'sowählen'rvirin '&

eine einfache geschlossene Kurve Co , welche die Pole von .Bo einmal im
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positiven Sinn umschliesst, aber Z nicht umsqhliesst. Dann folgt aus (37)
und dem Residuensatz, dass

(88) *fffi#:m+*f#ffi
"Co

:e@\+: $ a@ dw:o.t\*'r'rrOrf,Uu)-u)

ar liegt ausserhalb der Kurve /(Co) und deshalb stellt das Integral

* f :* d,w eine ausserhalb /(Co) holomorphe Funktion I(*) dar.

"f(c.)
Wegen (38) ist aber -F(o) : - Q@) fiir a-l in O und ausserhalb ,f(Co).
Es lässt sich also @ in das Aeussere von /(Co), inklusive oo , holomorph
fortsetzen, und es ist Q(q) :0 . Wegen (27) und Satz 3 gilt

f \ffi0":f ffir(z)dz:s
Mittels der Abbildung g : f-L in die ru-Ebene verpflanzt, Iauten

diese Gleichungen wegen (36)

rr
? Q(w)dw - I Q(*),ndw - o.
U.l

f(c) f (c)

Also hat A in cc eine Entwicklung der Form

A, A,(3e) Q(w)-#-r- * -r-....

§atz 4.
rrua,fi,rniert,

(40)

TVenn die Funktion, f das Funkt,iona,l Re L (rgl.(4)) ,i,n s
§o genugt f e'iner Different,ialgle,ichung

R* unil, Q sinil, rati,onale ?unlcti,onen. R* bestimmt sich aus K unil f
ilurch (22). Bds auf d,i,e Pole, welche gemÅ,ss (36) ilenjenigetl ao% R* im Ei,n-
heitslcrei,s entsprechen, i,st Q ilberall auf C* lwlomorpth und, hat,i,n, q e,i,ne

m'ind,estens d,rei,fache N ul,lstelle.

3.4. Wir wollen nun die Bedeutung der Differentialgleichurrg (40)
etwas untersuchen. Dazu wählen wir ein rationales ff gemäss (3) und



^A.:,srB,r Prluenn, Lineare Extremalprobleme bei schlichten Funktionen 17

ein / in § . Durch (36) ist ein Q definiert, das bis auf gewisse Pole in O
holomorph ist. Die l{auptteile dieser Pole sind durch rK und / eindeutig
bestimmt. Es sei 0r die Sunrme dieser Hauptteile. Dann hat 0, i, oo

eine Entwicklung

Qr&u) und

Q, - Q ist in ^0 holomorph. Gemäss der Konstruktion von E" und Q
ist immer At: 0 (vgl. (27). Qo: Qt - Q ist im Allgemeinen nicht die

Konstante null. Wenn aber / das Funktional -Ee -L maximiert, so gilt
nach der vorar:gehenden Betrachturrg

Ao : L) und" Qo@) -_ 0

r
9 Q(r.a)u-ud-'^ - {r fiir k =- 0,1 ,

f (c)

,4, l
I-t--+- -r' 'r.nz i

ffif-n(r),i":- o,k _ 0,1 ,

: :I,
w

Nicht so sehr, dass / das Funktional Re.L maximiert ist fiir diese

Gleichungen verant'wortlich. Diese folgen schon daraus, dass bei jeder

Variation vom Typus IV eines / aus B die erste Variation d L(f) ver-
schwindet. Umgekehrt, hat' bei gegebenem 1{ ein / aus § die Eigen-
schaft, dass die zugehörigen Grössen ,40 und Qo verschwind.en, so wird
ö L(f) fiir jede Variation vom Typus fV verschwind.en. Die Gleichungen
(a1) sind aber gleichbedeutend mit

(41)

(12)

oder mit

f
und daher sind folgende drei Aussagen äquivalent:

l. f geniigt d,er Di,fferentialgleichung $0) i,n Satz 4.

2. öL(f) aerschwinil,et fil)r jede Yariatian aom Typus IV.
3. Es gili $2).
Zur Auswertung der Integrale in (a2) ist es zweckmässig, die tr'aber-

polynome von / heranzuzieh"rr. I nub" ,r, 0 die Entwicklurrg
T

11

Das X'aberpolynom Ix ist das eindeutig bestimmte Polynom lc-t'en

I
Grades in ; derart, dass

T

2
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/r\ I
u-\riäJ --o-(z!

wird, k:1,2,... . Setzt man

(48) ,- (å) : j, + i,or,z' ,

so heisst ("nr)1,11;3;::: ai" zu / gehörige I'abermatrix.

Setzt man noch -Eo : I , so rvird (a2) äquiyalent mit,

f R-h\ /r\(44) 9 -iö u-\tA) ns - $. Ä': o. r . r,. . .

Fiir k : 0 bedeutet dies, dass in Q\ r: 0 ist. Zur Berechnung von
r setzen 'vvir

zzf'(z\K(z) :i M,,"" ,

o 11[ /t\ 6.

also s(e) : > ; und 5(;l : :17_,:" . ]iit (:32) elgibt dics
I ' \'/ -t

R"(z) : zzf'(z)K(z) * (1" - Mo) -t- (il-, - )Ir): + . . .

\vegen ru- M,: L(f) "d å4 : ; - ! * $o? -3r,) + ...
folgt dann

R*(z\ I I
ffi : I{(z) - r,$l p -l @1-r- lI, - 2«,rl(f)) ; -r ...

Fiir k : 0 gibt (aa) also die Gleichung

fI-, - fr[, + 2crrl(f) -- (l .( 45)

I
Falls K (z): V;t, also Z(/) : an ist,liefert dies die sogerrannte illart-v-
Iielatiotr.

Fiir die and.ern tr'älle fu : 1, 2, . . . beacht.erf ir-ir, dass in Q{ r : 0
ist und somit eine Ent'vvicklung der tr'orm

R"(z) I
,zyt,\: K(z) - L(f); = 

('n -:- ("r: -i- .'.
.J \.) :-

gilt. (a3) ergibt dann die Gleichungen

Ann. Acad. Sci. }-ennie;it,



Algonr Prrueon, Lineare Extremalprobleme bei schlichtcn }'unktionen l9

(16) Ck-l - L(f)*r, *

die sich fiir L(f) - crn auf

>
T:L

Cn-, - a*ew *dro : 0,lc : l, 2,.

reduzieren.
Diese Schritte lassen sich umkehren. Es gilt also: Die Gleichungen (45)

urrd (a6) sind mit jeder der drei obgenannten Aussagerr äquivalent.

3.5. Der Fa,ll, il,er Koebefunkti'on. Es ist uun sehr bemerkenswert, dass

bei sehr vielen Kernen K die Gleichungen (a5) und (a6) fiir die Koebe-
z

funktion I@) : , erfiillt sind' Ist nämliclt Ä reell, d.h. sind in
\L-zr

(3) alle Koeffizienter Kn reell, so gilt fiir clie zu 1( und der Koebefunk-
tion / zugeordnete Funktion Ar :

(47) {:*grf@)d,z:o und §#ffi:0, «te e:f(E),
cc

d.h. aber, / gerrögt der Differentialgleichung (40) in Sa,tz 4 und damit
den Gleichungen (45) und (a6).

Um (a7) zu beu,eisen bemerken wir zunächst, dass mit 1l und / auch

-8" r,on reelletr T5.pus ist und daher dei Glcichung ,"0 : Rrr:) geniigt.

/1\ ii\t
Ferner irt/ \;/ : f(z) und sornit auch f'(z) : - I'\;i U Dies crgibt ,

dass die Differentiale

@(") :ffi ffi "u @(") : ffi f(z)rtz

bei d.er Abbildung , r- (;)invariant bleiben, also @ H 
: @(e) ist' Es sei

f(Z): a-l und C ein Kreis ttz't: r (< l) , det Z uncl die Singularitäten
von K im positiven Sinn umschliesst und C' der uegatir- orientierte

Il
Kreis l"l: T. Durchläuft z den Kreis C , so ; den Kreis C'. Daher

gilt fiir die obgenannten Differentiale

{':{@
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Nun sind aber die @ , wie .rvir anschliessend. zeigen werden, zwischen
C und C' holomorph. Es folgt dann

{,-!@:o
Znsammen ergibt dies aber I O :0, d,.i. (42).

Z

Ifm zu sehen, dass die @ zwischen C und C' holomorph sind, zeigen
wir zunächst, dass RK in z : - I eine l{ullstelle hat. Wir berechnen

dieses J?* fiir den I'alt dass 1((z) : 
,-,-L(una /12) : åO)ist. Gemäss

(25) ist Ry(z) : R^(z) : zf'(z)z-" - n l0(z). Wegen R*(z) :U, (l)*rr-
d,ann R^(z):zf'(z)z-^- n1lr'0.- sein. Nun ist'J7'p1 :

r /r\
- ; f'\;)und somit (vgl' auch [2])

(48)

Es hat also -8, bei -I eine z'weifache Nullstelle. Mit K(z) :i * *t
@ ? z"+t '--

aber R*(z) : > K.R^(z) . Wir untersuchen die Konvergenz dieser Reihe

inderu*grtorigvon -I , d.i. fiir Iz * I l Stt. xrffi : a,n-r *
a'-zb+...*b'-t mit a:z,b:l:, also lal <If 4 und läl <

I l,r" --n!, o 
3i Kn

r-rt <r*zrt fotst l+r <r(I -r2rt)". l{un ist >fr rii"

Izl >1-d, dlo absolutLrl:g:nt,also Ilrr"l (t+d)"(oo. Mir
L _L

s q zT q å ist dann 
1 

*" \:_; - zJ Sleichmässig konvergent fiir

lz * Il < rt , also die Summe holomorph. Wegen (a8) ist

R*(z):2*,o,("):(=)'h(z) und L holomorph fiir la * rl<ry.

Es hat also -E* in - I eine Nullstelle.
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Zuriickkehrend. zu den Differentiale.n @ können wir also feststellen:

I
^ - ist holomorph zwischen C und C' , da C den P:ulakt Z
I@)-a
umschliesst . f' trat bei - I eine einfache Nullstelle und daher ist
R"(z)

,T'@)
Pol in
die @

ist.

besitzt.

zu,ischen C und C' holomorph 
'åist 

bis auf einen einfachen

- I zwischen C und, C' holomorph. Damit ist gezeigt, dass

zu,ischen C und C' holomorph sind, womit alles bewiesen

3.6. In den vorar.rgehetrden Betrachtungen war K als rational an-
genommen. Sie lassen sich jedoch ganz allgemein fiir beliebige ff durch-
fiihren und die Resultate sind analog, sofern man statt der Pole jetzt von
den Sir:gularitäten spricht,, die durch jene von K bestimmt sind, nämlich
durch (25)fiir -B* und. durch (36) fiir Q. Ru ist immer noch holomorph

/ r\
in ,B(r, -) und, Q ist holomorph ausserhalb einer kompakten Teilmenge\ rl
von O, die vermittels ,f der Singularitätenmenge von K entspricht.
Ebenso bleibt richtig, dass Q in oo eine Entwicklung der n'orm Q@) :
A, A,
-1 

r 9t
,l,g -1- 

,u,,^4 -1--

§ 4. Eigenschaften iles Extremalbegietes

4.1. Die Dxtremale / fiir ein FunktionaL Re -L geniigt gemäss Sat'z 4
/ t\

der Differentialgleichung (40).Da -B* in einem If,ing -B(r,;)und g in
einer I)mgebung von C* - f(E) holomorph ist, ergibt die gleiche Methode
wie in ttl (p. 88), dass die Extremale / bis auf endlichviele Punkte e'"

iiber den Einheitskreis lzl : I analy"tisch fortsetzbar ist und in d.er Um-
gebung der Ausnahmepunkte eio eine Entwicklung l@):)cu(z-e'"1't*
besitzt, worin nur endlichviele Glieder mit negativem y uufå"t"n and. m
eine positive ganze Zahl ist. Daraus folgt, dass der Rand OfJ aus endlich-
vielen analytischen Bogen besteht, nämlich aus den Bildern der Kreis-
bogen, die zwischen benachbarten Ausnahmepunkten liegen. In den Bildern
der Ausnahmepunkte stossen zwei oder mehrere Randbogen zusammen
oder sie sind der eine Endpunkt, eines einzigen solchen Bogens. Ein Punkt,
in dem ein einziger Randbogen endet, wird aber im allgemeinen nicht
Bild eines Ausnahmepunktes sein. Fiir z : eiq ist R"(z) 2 0 (nach
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/d,z\z
Satz 3) und \-/ - - dgr. Daraus folgt nach (,{0), dass Q(w)d,wz < 0

ist längs des Randes 0Q. Innerhalb der analytischen Randbogen ist
Q(w)d,wz ( 0 . Damit haben wir das Resultat:

Der Eand, 0Q d,es Bi,ld,gebiets d,er Extremalen besteht aus end,lichuielen,
analytischen Bogen, kings denen Q(w)dlwz < 0 ist.

4.2. Das Extremalgebi,et A : f@) ist ei,n Bchlitzgebi,et, d.h. es ist
0O : C* - 0 . Fiir diese Behauptung geben wir zwei Beweise. Wir fiihren
sie indirekt, indem r+'ir annehmen, (2 besitze äussere Punkte a und dann
zeigen, dass l( trivial ist. Beim ersten Beweis beniitzen wir eine Varia-
tion vom Typus V (in Nr. 1):

f2(z\
f ,(z) : f(z) * , ffi, e komplex und geniigend klein.

Wenn / das Funktional Re L maximiert, so muss öL(f) fiir diese
Variation verschwinden, da e komplex ist. Wenn also die positiv orieniierte
Kreislinie C(l"l : .r < 1) alle Singularitäten von K umschliesst,, so gilt

(4e)
I

å L(f) - z*i \ / JQ)-IL!
fiir jeden äussern Punkt a . I{un ist aber das fntegral ausserhalb /(C)
eine holomorphe X'unktion der Variabeln a und deshalb gilt die Gleichurrg
(a9) fiir alle a ausserhalb /(C) . Es sei nun lrl > 

få: lf@)l .Setzt man

I

{
K(z) f"(r)dr . !t, :- 0, 1, 2,

.: folgt aus d.er Entwicktun r h :2, + und aus (4e), dass

Z1*+rao-S ist. Zusammen mit (3) und (a) ergibt dieses C,:0 fiir.

;': 0,2,8, 4,...und C, : L(f). Mit K*(z) : K(z) - L(f) 1 an Stelle

von K(z) folgt dann, dass die zu K* gehörigen C^ fiir alle n : 0 ,

| ,2 , . . . verschwinden. Es gilt also f U.OrrU@\d,z:0 fiir jedes po-

Iynom P(w) : ao I arw+ . . . + oo*o'.
Da nun A einfachzusammenhängend und z" : (g(w)) , g : l-, in

.(J holomorph ist, so lässt sich z" längs /(C) betiebig genau durch Pol5,-
nome approximieren. Aus
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i 2ni K:i K * (z)z"d,z

't 
zz

oe)
'2tot .

Dieses K ist trivial, denn das

zugehörige X'unktional Z ist, auf § konstant.
Der zweite Beweis beruht darauf, dass alle Singularitäten von Q irr,

Gebiet O gelegen sind. Besitzt dieses äussere Punkte, so besteht Cx - CI

aus endlich vielen einfachzusammenhängenden (weil äO zusammenhän-
gend ist) Komponenten, deren Rand je aus Teilstiicken von äO besteht.
Es sei (), eine solche. Wir unterscheiden zwei X'älle:

I. Q(w)dwz ist holomorph in D1

2. Q(w)d,u;z hat, in J2, oder a:uf 0Q, einen einfachen Pol (d.i. in oo)

und ist sonst holomorph auf Or. In beiden Fällen isi Q(w)d,w2 ( 0 längs
äO . Wir bilden ,fJ konform auf den Einheitskreis -O ab, im Fall 1 beliebig,
im Fall 2 so, dass oo in 0 bzw. z: I iibergeht. Dabei wftd Q@)clwz in ein
quadratisches Differerrtial g(z)d,zz transformiert, das in E holomorph ist
oder höchstens in 0 einen einfachen Pol hat. In jedem Fall ist g(z)dzz < 0

längs der Kreislinie lzl : l. Wir setzen f(z): z2g(z). Dann ist / reell,
sogar > 0 auf lzl : L. Nach dem Spiegelurrgsprinzip ist / eine ganze

X'unktion, die in 0 verschwindet, die beschränkt ist und deshalb die
Konstante Null ist. Dass aber Q identisch verschwindet bedeutet, dass

K trivial ist. Es kann also O keine äussern Punkte haben.

4.3. trYir nehmen lviederum an, dass / das Funktional Re L in ,S

maximiert. / geniigt also der Differentialgleichurrg (40) in Satz 4. -L ist
auch fiir jede Funktion g definiert', die in einer Urrgebung U des Ur-
sprungs holomorph ist, soferrr die Singularitäten von K in U enthalten
sind und die Jordankurve C in [/ die Singularitäten von K im positiven
Sinn umschliesst. Mit g(z):zlbrzz +... folgt dann genau wie in

of
I{r. 2.2 die Gleichung (26). Es sei nun g : ;f : fo, : / und der komp-

lexe Parameter o im Holomorphiegebiet von Q . trVegen (36) folgt dann
aus (26)

uit - L(f) -
@11)

Q(w) ,,) _ u) 
dus

f u.r, (r* - P(*))or\

tr
2"i 9

f (c)

und wegen Q(w)

(50)

in oo schliesslich:r(*)
L(7,,) - L(f)-afQ(a)
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Dies ist eine Identität. X'iir roe 0 Q ist nun / in § undda ReL von

/ maximiert wird so gilt Ae L(fi < Re L(f) und daher

(51) Re{azQ@)} <0,0)€AQ.

Dies ist eine weitere notwendige Bedingung fiir den Rand des Bild.-
gebietes O.

Enthält Q auf dem Rand 0Q eine Nullstelle (D6 ; so ist gemäss (50)
auch das zugehörige

(52) i::+uo-J

Bxtremale fiJlr Re Z . Dies hat eine bernerkensrverte Konsequenz:
Wir betrachten die Abbildung

(53) *r, 
*o* : *@o-u

und setzen mit, (52)

wf - u'f
fr: -L* U ,nd fr: 6J,

wo die u und ä einander gemäss (53) entsprechen.
Es ist

(54)

X'iir w€0Q sinddieFunktionen/,/, und/, allein §.Da/ex-
tremal ist, gilt gemäss (50)

L(fr) - L(f) + Q(w)n' fiir u e a Q .

ir:ft.

(55)

Wegen_Q(oo):0 istauch / extremalfrj.r ReL;ftu daszu Z und/
gehörige @ , und fiir A : l@) gilt dann entsprechend

(56) L(i,) : t tll + ö(io)il,, ,

wo jetzt ö zum Rand vorr ä gehört. Aus (54), (55) und (56) folgt
dann

Q@)wr:81il:1il*.

Nun ist Q@)d,wz{0 längs AQ und Q1fi1pAtyS0 längs aö. Aus
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Q@1a{u' Q(ut)dLL,Z - (1 utf a4)-2 Q(u)d,wz 
= 

0

folgt dann, dass (l - wla)z 2 0 und somit L - wf ao reell sein muss
längs äf) . Dies ist jedoch nur möglich, \yenn 0Q a:uf der Geraden durch
0 und roo liegt. Damit ist das folgende Resultat bewiesens): lVenn d,as

Gebiet Q fur Re L ertremal ist und, wenn sei,n Ranil 0O nicht auf ei,ner
Geraden d,urch O gelegen ,ist, so enthrilt 0Q keine l{ullstel,le aon Q .

4.4. In [a] hat ]Iax Schiffer berviesen, dass im Fall des X'unktionals
L : a, der Koeffizient A, in der Entlyicklung (39) fiir die Extremale /
nicht verschwinden karrn. Dieses Resultat, gilt auch fiir beliebige tr"unktio-
nale der X'orm (4): Wenn d,i,e Uunl$'ion f d,en Realtei,l eines ?unkti,onals L
d,er Eorm (4) marimiert, so lccr,ttn der lioffizi,ent A, in d,er Entwicklung (39)
d,er gemriss (22) und, (36) ztt f und, K gehörigen nunkti,on Q nicht aer-
schwinden. Das quaclratische DiJferenticr,l hat u,lso itr, q einen einfachen Pol.

Der Beweis gelingt mit einer in [4] verrvendeten Variation. Da / das
Funktional Re L in § maximiert, so gilt u,egen (26) und (27)

wo C einen positiv orientielten Kreis lzi : r <l I bezeichnet, mit r
geniigend nahe bei l. In die rr-Ebene verpflanzt ergibt dies

- (#)'*r

A, 
{ * {IFrå 

rsk} .- r(,»0,\ < o, e € s,

R,{*f
f (rcl

(57)

fiir jede konforme Abbildung V von I : f(E) in C mit V(o) :0 und
V'(o) : 1 .

Zur Konstruktion eines geeigneten V beniitzen u-ir die uns schon zur
Verfiigurrg stehende Kenntnis. dass der R:rnd 0O irr C aus endlich vielen
fremd.en analytischen Bogen besteht. D-.tur rvegen des soeben bewiesenen
B,esultats in Nr. 4.3. kann dieser R,and keine Nullstellen von Q enthalteo,
wenn er nicht schon auf einer (ieraden durch 0 liegt. In beiden Bällen
muss daher jede Komponente von 0O h C aus eitrem analytischen Bogen
trestehen. Entsprechend einer in [tl (p. I47 ff) beschriebenen Methode
wollen wir nun den Rand. DJZ , den wir im folgenden mit I bezeichnen,
verkleinern indem wir jeden der endlich vielen fremden analytischen Bogen
stetig verkiirzen. Den so verkiirzten Rand { denken wir uns von einem

1
Parameter p abhängig, den wir folgendermassen festlegen: Es ist - (> I)
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der Abbildungsradius des Gebiets C - /'., : O,,.Es hängt also d stei,ig

von Q ab. Durch die Abbildung (ci w t-> Q 1D werden J-" i, f: und
Qa in 9[ transformiert: ,t; 1Oo) : AI . 9: hat, wiederum den Ab-
bildurrgsradius I und deshalb existiert in .§ ein eindeutig bestimmtes /n ,

das t auf .()] abbildet. Aus dem Konvergenzsatz von Caratheodory
folgt, dass /, stetig von g bzw. cler Verkiirzung I *> d abhätrgig ist,
d.h. aus Q'* q folgt, fn,--> fo in §. Ftir q-+ 0 entsteht eine Grenz-
funktion /., die wiederum in § liegt. Dureh Qålo, I ) g ) 0 wird
in § ein Weg definiert, der fr: f mit /, verbindet. Da jeder Bogen
von l- eine Asymptote besitzt, so folgt aus dem soeben beschriebenen
Prozess f r-+,fj, dass jede Komponente in II fiir g-+ 0 gegen eine
Halbgerade konvergiert, deren \rerlängerung durch 0 geht. Die »Länge»

dieser Halbgeraden (sofern "Z- mehrere Komponenten enthält) hängt davon
ab, in welcher Weise die Verkiirzung I r> To vorgenommen wurde.
Dadurch, dass man gegeniiber einem ausgewählten Randbogen alle andern
Randbogen (sofern solche vorhanden sind) sehr viel rascher verkiirzt, kann
man erreichen, dass die letzteren bei dem Prozess I'''-> T!, Q--> 0,
in @ verschwinden und deshalb "l.f aus einer einzigen Halbgeraden
'u):-rei?,r}- f, besteht,. lo ist dann die Koebefunktion lcp. Wir
setzen gn: fi' .

Dann ist,

7n(w) : w I Crwz+ ... i C^u" + ...,
wo die Co noch von g abhängen. Nach dem Konvergenzsatz von Cara-
theodory strebt gn lokal gleichmässig gegen die tTmkehrfunktion der Koe-
befunktion

(58)

Durch V -

(5e)

?kr(r): $_?4W, x': e-i'i:

ot (us\ __> i, t/ t + + i: - 1 fiir a ___> o's\ {L+4%'u,+I -

(g)-, o ko o go. (g) , d.i.

e-Lp(au))Y(*)

wird nun eine konforme Abbildung von I
ei(d- Pl und

( 60) V(*) - w * BzQwz + + BnQ"-','Lt)n +... )

wo die Bo von p und o abhängig sind. Wegen (58) gilt fiir g-> O , go : gi

Ann. Acacl. Sci* l-ennir:ir,
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lokalgleichmässig in Q .

Fiir a, - __1 rvird aus detn Limes in (61)

(61)

_3:_-

Ist

Fiir

(63)

Wir

p(*) 4at

a)oo

L + 4%'r,) - u +:r( - lx' )"-' ' (t)n llnd sornit

lim B"(g) - (- an')"-o ftir G, -' 1

q*o

tr'tir a, * - I wird a,us der Grenzfunktion

4ro

tim Br(s) : t6x' ffi l48x' ffi + o((o - t)3) und
(62) 8-o

6-1 / /I/2)\

i* B'(p):ffit("'Ii) (1x'1"-r*0((a-1)3) ' n)2'

fiir a-+ I .

Nun sind alle \rorbereitungen fiir die Anwenduug der Ungleichung (57)

auf das 7 in (59) getroffen. Aus der Entwicklun S Q@) : å#, ^
oo und aus (60) ergibt (57)

(a l)2

ä+ ,)r 18 x'ctz 1 o((a 1)t) ,

Az:. . . E ;: :o ftir ein nt 2 z .'qo folgt,

Be A**, lim B**r(g) < 0 fiir alle q, \,om Betrag I

cr,- -1 heisst'dies
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+ O(uu) und

o
to r o(ur) .32 I

?'t e2
-l-g'g

(64)

Unter Beriicksichtigurrg des Gliedes erster Ordnung in e folgt aus (G2)

(65) Re i,(.lz')'" A*+t : 0 .

Da die Glieder erster Ordnung in e versch.lvinden, liefern die Glieder
2-ter Ordnung in e , berechnet auf Grund von (64),

(66) Re(-L)*(1x')*A^+r: O .

(63), (65) und (66) ergeben A^+r: A .

Ist Az: 0, so verschv'inden daher alle Ai und A verschu'indet
identisch und Z ist trivial.

(67) @ny - R2(dO)2 > 0 lärrgs AQ .

Mit der Bogenlänge s als Kurvenparameter gibt dies zusammen mit
dsz : d,Rz + R2d@2 die Ungleichung

dfuz>td,ur.

Daher ist -B(s) irn strikterr Sinne wachsend und kein Kreis lwl : R
kann den Randbogen in mehr als einem Punkt schneiden. Schreibt man

4.5. Das eben be'vriesene Resulttrt. dass Q(w)clwz in oo eirren einfachen
Pol besitzt, hat die bernerkensr.erte Korrsequerlz, dass von oo nur ein
einziger (analytischer) Bogen ausgehen kanrr, längs dern Q(u;)drz2 < 0 ist,.
Der R,and des Extremalgebietes O in C besteht also aus einem einzigen
Konl,inuum, das aus endlich vielen analytischen Bogen zusammengesetzt
ist. Wie in Nr. 4.3. gezeigl uurde, kann aber Q auf diesem Randbogen
keine l{ullstellen haben, wenn dieser nicht schon aus einer Halbgeraden
besteht. Daher gilt: Der Rand, cles Ertremalgebietes I besteht aus e,i,nem

einzigen analyti,schen Bogen. Dieses fiir die X'unktionale ),ra, I . . . * l^ao
wohl bekannte Resultat (vgl. [1]) gilt also ganz allgemein.

Auf diesem analytischen Randbogen 0O gilt neben Q(w)d,wz ( 0 noch
die Ungleichung (51). Divieren rvir die letztere durch Q(w)d,wz, so folgt

I w2) (ld,wtzl
*rlo*j2 0 ur:d dies impliziert Rei(;/i) 0. Sclrreiben n-irtl: Rei'h,

/dR\2
so heisst dies l,Ei - (d@), > () oder
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d@1
(67) in der Form dR 

<.p , so sieht man, dass der Variation des Winkel-

argumentes @ genaue Schranken gesetzt sind. Verpflanzt man den Rand-
bogen mib der Abbildung wv->logw:7t in die logarithmische Ebene,
so bedeutet (67), dass der Bogen dort in einem Winkelraum lary {Z - Zo\l

JT( - verlaufen muss,
-4

Die Extremale / geniigt nach Satz 4 der Differentialgleichung (a0).

Nach den vorangehenden Resultaten kann Q auf dem Randbogen nicht'
verschwinden, ausser eventuell wenn / eirre Koebefunktion ko ist. Wenn
wir von dem letzteren tr'all im Moment absehen, so hat dies zur I'olge,
dass R* auf d,eru, Ei,nheitslcrei,s gena,u ei,ne und zuar eine d,oppelte Nul,lstelle
hat. Tst nämlich /(zo) der im Endlichen gelegene Endpunkt des R,and-

bogens, so hat f in zo eine einfache Nullstelle. Aus -E*(z) : z'(l'@D'Q$@))
folgt da,nn, class -8" in ao eine d"oppelte Nullstelle hat. fst z * zo, izl : L

und /(z) endlich, so muss f'(") + 0 sein und v'egen Qff@) * 0 ist dann
auch Ru@) * 0. Es bleibtnoch, denPunkt x auf jal : I zubetrachten,
fiir den f(r): a ist,. Hier ist /(z):A("-N)-z *0((z-*)-B),4*0,
also /'(z) : -2A(z - H)-s * 0((z - %)-a, und rvegen Az + 0 ist dann

A,

Zusammenfassend haben rvir
Satz 5. Wenn f d,en Realteil e'ines ?unlttionals L der ?orm (4) ma,r'i-

mi,ert, so wird, d,as Ertrem,algebi,et f(E) aon e'inem einzigen analytdschen

Bogen beranil,et, lcings d,em Re{wzQ(w)} {O und, (abgesehen eaentuell aon

ilen Enilpunkten) Q(w)d,wz < 0 ist.
Di,e Vunkti,on Ru ist auf ilem Einhei,tslorei,s lz1 : L Itosi,ti'u bisauf ei'nen

einz'igem Punkt, 'i,n d,em s'i,e e'i,ne d,oppelte Nullstelle besi,tzt (sofern f ni,cht

ei,ne Roebefunktion, i,st).

4.6. Die konvexe Hiille des z-ten Koeffizientenkörpers V. (vgl. [1])
hat mit dem Rand von 7, eine lfenge .K, gemeinsam, die sogenannte

Stiltzmenge. Es sind solche R,andpunkte von fn , die ein lineares n'unktional
der X'orm Re {lrar+ . . . * ),^a^\, (),r, . . ., 1^) € C"-2, maximieren.
In [1] (Chapter X) wurde bewiesen, dass 1{, zusammenhängend ist und
die Koebe-Kurve Er->(2erq ,3e2iv ,..., ne@-r);rn),0 ( E !2w, enthält,.

Mit der gleichen Methode beweisen wir jetzt ein ganz analoges Resultat
fiir die Realteite der X'unktionale (4). Wir nennen ein f e § eine Ertremale,
wenn es ein Funktional der X'orm (a) gibt, dessen Realteil von / in B maxi-
miert wird. Es gilt: Die Menge d,er Ertremalen'i,st i,n B zusammenhcingend
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u,?Lde%thiiltdieI{oebe-Fzcnht,iayrctl,k,,(z)-:_e_i,pk(ei,,'z7,0<

-? 
-- Natiirlich };ezieht sich d.er Znsa,mmenhar:gsbegriff(1 z)'

Topologie der in E lokal gleichmässigen Konverg enz. Dass die

sind, ist klar; denn ko, rnaximiert Rn ie-"'az\ .

Wir zeigen nun, dass sich jede Extremale / durch einen trVeg in der

Merrge der Extremalen mit einer Koebefunktion verbinden lässt'' Dazu
verwenden wir den in Nr. 4.4 beschriebenen Prozess: trVir verkiirzen den

Randbogen -l- zu einem ll,andbogen d derart, dass C - J-n den Ab-
bildungsradius ] hat. und transformieren d alsclann mit der Abbildung

k):wåQw in ,l-I , sodass Or:C-l'f wieder den Abbildungs-
radius I hat. Es gibt dann in § eine Funktion /n , die E aaf (2f abbildet.
Es ist fr: f ,fo ist eine K.oebefunktion fu, und der Weg Q* fn,
tlg)0, verbindet in S die Extrernale / mit ltp. Es bleibt zz17

zeigen, dass die /" alles Extremale sind.
Verpflanzt mari (26) mit I{ilfe r.or ,f in die tc-Ebene, so rrird die Ex-

tremalität von / ausgedriickt dttrch die Ungleichung

Re {L{s) - L(fi}' :-.- Re -o

in S atrf die

lt* extremal

( 68)
[r r

la;P Q("')vQt:)ct"\

fiir jedekonformeAlibildung tr/ von O in C mit' V(o):0 und V'(o):1.
lu;\

Wirsetzen Qn@):0 tZ/ . Dieses 0o bestimmt zusammen mit /, eine

X'unktion Rr(z) - z'Q,$r(z)) (f ,(z))', zunächst in E . iu fn aber damit
ldz'\2

der Differentialgleichung A"(t) \;/ 
: Q"(u')d,wz geniigt', lo auf der

Peripherie lz! : I stiick'w-eise analvtisch ist uud Q,@.;)duz ( 0 ist längs

J-j, so ist J?" auf dem Einheitskreis reell utrd' daher A-(, : n" (l). Or"

Singularitäten von Eo bestimmen zusalntnen mit /, gemäss (24) einen

Kern Kn(z) ; d,enn -K enthält definitionsgemäss kein Glied -it I und der
z

Koeffizient ffr. i, der Entv-icklung von K(z) ist ohne Einfluss auf die

Extremale. Dieses Kn zusammen mit, /n bestimrnt also gemäss (22) das

An und mit (36) das obige 0n . Es gilt also nach (26) und (36)

(6e) L,(s) - Lnff,) : * f ffi soa" : * $ a"wtv.(w)d,w .

wenn Vn d"urch Vn:g"f-L definiert w'ird.



Wirrvählen nun irgend eine konforme Abbildung Vn von .()f in C

mit Vr(o) :0 und l/r(o) : | . Dann definiert V(*) : Q-LVr(ew) eine
konforme Abbildring von A in C mit V(o) :0 und Y'(o) : I . Aus
(69) folgt dann

r.,(o)-Lnffn):*f r(;) ,ff)T:" *f aotv(a)d,ot

Gemäss (68) ist also

Ar,annr Pnr,ucr:n, Lineare Extremalprobleme bei schlichten Funktionen 3l

Ae{Lu@)-Lnff)}(o,s€§,
d.h. å ist eine Extremale fiir das at Kn gehörige Funktional Re Lo ,

womit bewiesen ist, dass alle f,, extremal sind.

Anmerkungen:

1) 1\fan kanrr zeigen, dass auch umg.:kehrt jedes stetige lirreare Funk-
tional auf § von der Form (4) sein muss.

2) C* bezeichnet die Abschliessung der Zahlenebene C durch den
Punkt co.

3) Die Methode war der in [2] fiir den Fall
L - ),2(Lz + ... 4 ),nan verwendeten völlig analog.

Eidgenössische Technische Hochschule
Zid"ttich, Schweiz
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