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Einige Bemerkungen iiber asynchrone stoehastische Automaten

Die vorliegende Note ist aus einem vortrag hervorgegangen, den ich

auf dem von Prof. Dr. A. Salomaa veranstalteten Colloquium »Stochastische

automaten» (Turku, Mai 1970) gehalten habe. Es werden hier einige der

Probleme gelöst, die von H. Thiele und mir in unserer Arbeit [I] auf-

geworfen wurden, die auch die Grundlage fflr den erwähnten Yortrag

bild"t". Aus Vollständigkeitsgriinden gebe ich hier eine IJbersicht iiber

die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse der Arbeit [1], versehen mit
einige zusätzlichen Betrachtungen. X'erner fiihre ich einen Homomorphie-

begriff ein, der es gestattet, s;mchrone stochastische Automaten homo-

morph auf as5mchrone stochastische Automaten abzubilden.

Soweit nichts anderes verabredet ist, verwende ich dieselbe Termino-

logie wie in der Arbeit [2].

1. Grundbegrifte

In diesem Abschnitt geben wir die grundlegenden Definitionen und

Ergebnisse aus der Theorie der as5mchronen stochastischen Automaten an.

Detinition 1.1. Ein Quadrupel 0 : lX, y, Z, H) heisst' asynchroner

stochasti,scher Automat, 'wenn X, I und ZnichileereMengensindund ä
eine X'unktion ist, die jedem Paar lz, r] aus ZXX ein diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmass Hlz, r) iiber W(Y)XZ ntordnel.

Interpretati,on. Das System g arbeitet taktweise in einer diskreten

Zeitskala t:1,2,3,.... In jedem Takt I befindet sich § in genau

einem Zustand z aus der Zustandsmenge Z von §, empfär:rgt genau ein

Eingabesignal r aus dem Eingabealphabet X von § und sendet ein Wort
§ aus der Wortmenge W(Y) iiber dem Ausgabealphabet I von G aus.

Ist z, d.er Zustand Yon O im Takt f und a, das im Takt f in G einge-

gebene Signal, so ist Hlz1, r,](s, z') die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

G im Takt I das Wort s ausgibt und im Takt f * I im Zust'and z'

ist. Das im Takt f ausgegebene Wort s wird mib den in friiheren Takten

ausgebenen Wörtern »kommafrei» verkettet, d.h. ohne Trennzeichen an

d.as bis zum Takt f ausschliesslich produzierte ausgabewort angefiigt.
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Bemerkung. Bei einem asSmchronen stochastischen Automaten arbeiten
also Eingabe und Ausgabe nicht synchronisiert. Auf Eingabe eines ein-
zelnen Eingabesignals z hin, d.h. in einem einzelnen »Eingabetakt», kann
die Ausgabe ein ganzes Wort I aus W(Y) (unter Umständen auch das
leere wort e) produzieren, in diesem Fall arbeitet die Ausgabeeinheit
also I(s) Takte. Lediglich Eingabe und Zustandiiberfiihrung sind bei
as5mchronen stochastischen Automaten synchronisiert (auf jedes Eingabe-
signal hin wird genau einmal der Zustand gewechselt), daher ergeben sich
bei der Betrachtung von Automaten ohne Ausgabe gegeniiber der »sJnr-
chronen» Theorie keine neuen Gesichtspunkte.

Wir definieren nun einige Eigenschaften rion as;rnchronen stochastischen
Automaten.

Definition 1.2. Es sei O : lX, y, Z, Hl ein as5rnchroner stochasti-
scher Automat.
l. Wir nennen g synchron, wenn aus Hlz, r)(s, z') > O stets s € I,

d.h. 7(s) : 1, folgt.
2. @ lreisst obseruabel,, wenn es eine Funktion ä aus ZxXxTV(y)

in Z derart gibt, dass I1[2, r)(s,z') genau dann nicht versch"lvind.et,
wenn d fid.r lz,r,s] definiert und gleich z' ist.

3. G wird schwach-end,l,i,ch genannt, wemr X, I und Z endliche Mengen
sind und end,lich, wenn iiberdies die Menge

TYn -- {s | flzWz'W-r(2, z'

endlich ist.
4. Als zufcilli,ge S,ituation r,,on

scheinlichkeitsmass rl iiber
endl'ich, werln die Menge

eZ A neX A Hlz,rf (s,z')> 0))

(t bezeichnen u-ir jedes diskrete Wahr-
W'(Y) x Z. Die zufällige Situation q heisst

W,: {s I r1({s}xZ) > 0)

endlich ist.
Interpretation. Bei einem s5mchronen Automaten wird auf jedes Bin-

gabesignal hin ein Wort der Länge I ausgegeben. rdentifizieren r,vir wie
iiblich die Wörter der Länge t iiber I mit den ElemenLen y von y,
so ergibt sich der iibliche Begriff des stochastischen Automaten (vgl. z.B.
[2]) als »s5mchroner» Spezialfall des Begriffs des asvnchronerr stochastischen
Automaten.

Bei einem observablen Automaten kann aus der l(enntnis seines zu-
standes z im Takt f und der Beobachtung des im Takt f eirrgegebenen
signals r einerseits und des im Takt I ausgegebenen wortes s and.erer-
seits eindeutig auf seinen Zustand ö(2, r, s) : z' im Takt f f I geschlos-
sen werden.
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Ist 4 € ff*1r1r, eine zufällige Situation von O, so interpretieren wir
die Zahl ,t@, ") als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Automat § das

Wort s bereits produziert (auf sein Ausgabeband gedruckt) hat und sich

im Zustand z befindet.

Die Begriffe »zufälliger Zustand», »determinierter zufälliger Zustand»
usw. werden wie in [2] benutzt. Der B:griff der zufti,lligen Situation ist
offenbar eine Verallgemeinerung des Bcgriffs des zufälligen Zustandes.

fst z € IIs ein zufälliger Zustand von g, so definieren wir

ln("),fallss:e,tl*(s,z): 
i o, sonst.

Dabei ist t1, eine zufällige Situation rron CI, die bei der iiblichen Inter-
pretation :oorl it genau dann vorliegt, wenn die Situation 11- vorliegt.
Umgekehrt gehört zu jeder Situation 11 mit

rl@,2))0-+s:e

eindeutig der zufällige Zustand n mit n(z): rt@,2), Uberdies identi-
fizieren wir die Zustände z aus Z mit den determinierten zufälliger. Zu-
ständen ö, bztv. den determinierten zufälligen Situationen ä",,.

Wir dehnen den Definitionsbereich von H aus und definieren eine

X'unktion Vn, die das \-erhalten von § bei der Verarbeitung von Wör-
tern p aus Uz(X) beschreibt:

Detinition 1.3. Es sei CI : [X, Y, Z, Hf ein asynchroner stochasti-
scher Automat, p : nL. . . frn e W(X), q e W(Y), zL, ztL+Le Z, T e il*(r)r, .

Dann setzen wir

Hlrr, p)(q, zn+t) : §1. .. Sn: I Ze ),.,, Zne Z

siq- w(Y)

0, sonst:

Hlz,, ir,](s,, zi+t), fiir ?L > 0IT
i: I

seW(Y) zeZ

{u: I sus - q} gesetzt ist, und

Vulrl, pl(q) - Hlrt, pf({q} x Z)

')r) ,(i '., ( ^l\ \a

q :
s

wobei
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Interpretation. In der Interpretation der Definition 1.1 haben wir
vermerkt, dass die Ausgabe von G kommafrei erfolgt, d.h. der Automat
U setzt keine Trennzeichen zwischen die von ihm in aufeinanderfolgenden
Takten ausgegebenen Wörter. Wenn § also zwei Takte gearbeitet hat
und danach das Wort tp auf seinem Ausgabeband steht, dann kann
man im allgemeinen nicht mehr feststellen, wie das Wort tz so in eine
Verketturrg w : w&a$4 nt zerlegenist, dass zoo das Wort ist,, das bereits
bei Beginn der Arbeit von § auf dem Ausgabeband gestanden hat, dass
u, das im ersten und a;, das im zweiten Takt dazugedruckte Wor-t ist.
Wenn man das beachtet, so ist unmittelbar klar, dass Hlz, p)(q, z') :
Hlö".,, pf(q, z') (bzw. Hlrt, pf(q, z')) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
dass nach Eirgabe des Wortes p a:u;f dem Ausgab,:band von § das Wort
q steht und 0 im Zustand z' ist, 'w,enn § bei B:ginn seiner Arbeit, d.h.
unmittelbar vor dem Eir.geben aon p, in der Situation ö",, (hzw. q) war.
Damit ist Ynlrl,pT@) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass § ausg:hend
von der Situation 11 nach Eingabevon ,, das Wort q produziert hat.

Man zeigt nun (vgl. [1])
§atz 1.1. Es sei, CI : [X, y, Z, H7 ein asynchroner stochasti,scher

Automat, le nw1v.1r, ,p,re W(X),we W(Y),2'e Z. Dann gilt

t. Hlq, el: n

2. V,lrt, elQo) : rt({w}xZ)

3. Hlq, ?) € ilwst*, A VrlT, pf € llwst
4. Hl7, Pr): HlHlrl, pl, rl
5. Volrt, pr) : VnlHLq, p\, rf .

2. Äquivalenz

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir die wichtigsten D:firritionen
und Ergebnisse aus [1], die die Äquivalenz und schwache Äquivalenz
von asynchronen stochastischen Automaten betreffen und lösen ein dies-
beziigliches Problem aus [].

Definition 2.1. Es seien 0 - [X, Y , Z, H), G'
chrone stochastische Automaten mit dem gleichen
dem gk:ichen Ausgabealphabet.
1. Zutålhge Situationen q bzw. rl' von U bzw.

genannt (Boz^ichnulxg: rl - yl'), wenn fiir alle p

Eingabealphabet und

§' werden ctqu'iualent

€ lY (X) die Gleichung
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§ heisst schwach-ii,qui,aalent ei,ngebettet i,n 0' (Bezeichnung: O S g'),

wenn zu jeder Situation 11 von G eine äquivalente Situation 4' von
C' existiert.
Die Automaten §, g' heissen schwach riqui,aalent (CI av §') wenn
g S q' und §'f O ist.

Durch die Definition 2.1 ist auch definiert, wann ein Zustand a von §
äquivalent zu einem Zustand ?' .uort §' ist, da z durch ö",, rtrrd z'

durch ä",,, beschrieben wird. Wie in [2] werden die Beziehurrgen »U ist
äquivalent eingebettet in §' (O S U')» und »§ ist äquivalent zu q'
(§ - §')» definiert.

In d"r s5mchronen Theorie (vgl. [z], Teil III, Def. 2.r) sind d"ie Rela-

tionen §, x etwas anders definiert, dort, heisst § schwach äquivalent
eingebettet in U' , wenn gilt,

Yw@ e ffz *E-n'(n' e IIz, 
^ 

n - n') ) .

Man zeigt aber, dass beid.e Definitionen gleichwertig sind:

Satz 2.1. OE §<-+Yn(ne lfr->U.n'(n'ellz. 
^ 

n -n')).
Daraus ergibt sich
Iolgerung 2.2. Wenn G 5 g' (bzw. G - §'), so ist 0 § §' (bzw.

CIe§') .

Es sei §: [X, y, Z, Hf ein asynchroner stochastischer Automat, rl

eine zufällige Situation von C§, p e trV(X) und q e W(Y) rnit V§,lrt, pl (q)

> 0 . Dann ist der zufällige Zustand §lq, p, gl fiir z € Z definiert
durch

Hln, pf(q, z)§lrr,p,ql(z):ffi
Offenbar ist §[4, p, q](z) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass § im Zustand
z ist, wenn 0 ausgehend von der Situation 4 bei Eingabe von p d.as

Wort g produziert hat. Es gilt' nun:

Folgerung 2.3.

Mit Hilfe von 2.3 kann man leicht zeigen:

Satz 2.4. Zu jed,em a,synchronen stochastischen Automq,ten g gi,bt

es ei,nem obseruablen asynchronen stachasti,schen Automaten g* mit
§Sg* und, § e0*.

Die Zustandsme -.ge Z* von G* ist im allgemeinen unendlich, auch
wenn O endlich ist. Zam Beweis wählt man Z* als die kleinste Menge

v ul';, pr)(u^) : 
,,rur,|,to),,ovul'1, 

p7@)vul§['1, p, g7, 17 lT)
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von zufälligen Zuständen z von §, welche die determinierten zufälligen
Zustände d, enthält und abgeschlossen ist in bezug auf die Bildung der
zufälligen Zustände §fw, r, sl fiir r e X, s e W(I) mit Vufn, r)(s) > O.

In der Arbeit [f ] vurde folgendes Problem gestellt. Wenn CI : [X, Y, Z, Hf
ein as5mchroner stochastischer Automat ist und q eine Situation von §,
ferner p,p' e W(X), 8,1'QW(Y) mit V"Vt,pl(q) ) 0 und Vnlrt,/f (q')
> 0, sowie §Vl, p, q7 - §lq, p', Q'), gilt dann C§lr?, pr, (sl - §1r1, p'r, q'sf
fiir alle x e. X, s e W(I) mit Val§lrt, p, q), r)(s) > 0 ?

Wenn G synchron ist, so ist das tatsächlich der Fall, wie in [] gezeigt
wurde. Im allgemeinen gilt das jedoch nicht, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Wir betrachten den autonomen as5mchronen stochastischen Automaten
Q : [{r}, {*,b),{L,2, A, B, C, D}, är], dessen Graph in der Abbildung r
dargestellt ist. Dabei ist 0( eine reelle Zahl mit 0 ( a < l. Offenbar
ist §, observabel und der Teilautomat §, von O1 mit der Zustands-
menge {4, B, C, D} ist, sogar Z-determiniert.

Wir wählen nun 4 mit

vt(s, z) : { i' jl: ,F' 
I e {la' 21' laa' Ll} 

'' [ 0, sonst,

ferner P : ?' : a, 8: 0 Urld Q' : aa. Dabei ist

uncl

SONST

Wir zeigen nun, dass die Zustände I und 2 von §1 äquivalent sind (d.h.

§.rfu, e, a) - @11q, e, aal). Es ist offenbar

fiir s e {o, ae} I
(1.

Vo,l l, rl(s) - t Z,'

und fiir n ) 0, i, e {1,2)
Vu,ld, r"+111w) : Yo,lHrli, r), r"f(tu) .

Daher geniigt es zu zeigen, dass die Situationeir 4r, 4, sowohl in G, als

auch in 02 äquivalent sind, wobei
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x, aa, 1

x, aarc[
X, ab t1-&

7, ar1-&
xrb, @

Abb. 1

xtb rl

dass

(r

(L

gesetzt ist. Wir ber,veiserl das durch Induktion iiber p. Es ist klar,

Schluss von n auf nP fiir P € ({r}):

/ I u) \

+ +(,t-r)zu, tc,pt(*) -r- tT'u.tc,p) (#t'))

1 rr r^ -l Lo \ i',-\

lw\
- 1 . 

-å.,, 
HrlD, n)(s,z)Vo.lz,p) t;/ +2

sew(Y)
ze {A, B, C,, D,}

leo\
* 

",,rr?*'r,!:"' 
r)(s' z) v s't*' Pf \'^/

xrar!,
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V§.,lgr}l, e, aaf, r](s) : Vs,lZ, al(s): å > o

und (wie mar: leicht nachrechnet)

[ å, fiir z e {A, C}
§1fq, r, aunf(z) : t ö, .o.ut

It, ftir z:8,
§rlr1, r, aaaaf(z) : t ,, sonsr,

jedoch gilt

Ya,LVlrt, r, as), r)(a) : 0 + l-a : Vs,l§rlrt, r, aa), rl(a) ,

d.h. §rl7, *, dsf, @rll, r, oal sind nicht äquivalent.

Das die Äquivalenz betreffende llauptresultat von 11] ist der
Satz 2.5. Es sei, 0 : [X, Y, Z, Hf ein end,li,cher asynchroner sto-

chast'i,scher Automat m,i,t genau n Zustd,nil,en. Danm gilt filr zufrilli,ge Zu-
sttind,e !l,xt' ,»on, § und, end,li,che Situationem T,l' aom §:
l. xr - tt' <-+Yp(p e W6) A l(p) ( n-I * Valn, pf : VaLn', pf)

2. q -rt'<-+Yp(p e W6) A l(p) 1n->Yalrt,p): Valrt',p7).

Die zweite Behauptung des Satzes wird mit Hilfe der ersten bewiesen. Dazu
wählt man zwei Elemente zs, z'0, die nicht in Z liegen und definiert
Z':ZU{zo,zi}, sowie

H'1"', rf(s, z") -

Automat mit,

Hl"', frf(s, z"), falls z', z" e Z ,

rl(s, ?"), falls z' : zo, z" e Z

,l'(s, ,"), falls z' : zla, z" e Z ,

0, sonst.

ein endlicher as),nchroner stochastischer

Vslrl, pf : V"lzs, frpJ , Valrl', pl : Ya.,lzlo, rpf

ftir alle re X,peW(X). Wendet man nun 2.5.1. arfi §',zs,zs' an, so
ergibt sich 2.5.2. ohne Schwierigkeiten.

Der Beweis ftir die erste Behauptung von Satz 2.8 wird analog zum
Beweis des entsprechenden satzes in der sJmchronen Theorie (satz von
Cl.nr,nlr [3]) gefiiht. Man betrachtet die linearen Räume

L' : L({VsL.,p)(q) lp eW6) A q e Wg) A t(p) < i\),
die von den auf Z definierten reellwertigen X'unktionen V6l. , pl(q) mit
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l(p) <d aufgespannt werden, sowie das fii, /er({d, lzezl definierte

lineare Funktional gn,n, mit

v*,,,$) : ) (n(z) - n' (z))f(z) .

Dabei ist z -z' genau dann, wenn gn,n' anf allen R'äumen Zi iden-

tisch verschwindet. Wegerr L; c Li,+r und Dim (L) 4n genig!' es

zt zeigetr, d.ass aus Lt: Li+r stets Li*1 : Liaz folgt. Der Beweis

dafiir ist hier allerdings komplizierter als in der s5mchronen Theorie.

Der Satz 2.5 erscheint etwas iiberraschend unter dem Aspekt, dass

Gnrnrrrss [4] gezeigt hat, dass die Äquivalenz von Zuständen endlicher

asSmchroner nicht-deterministischer Automaten eine unentscheidbare R'e-

lation ist. Dies zeigt einmal mehr, dass die Theorie der nicht-deterministischen

Automaten keineswegs eine Simplifikation der Theorie der stochastischen

Automaten ist.

Bei der äquivalenten bzw. schwach-äquivalenten vereinfachung von

asSmchronen stochastischen Automaten treten keine neuen Schwierigkeiten

auf. Insbesondere kann nachgewiesen werden, dass die Minimalität und

die starke Red.uziertheit entscheidbare Eigenschaften endlicher asyn-

chroner stochastischer Automaten sind, wobei § minimal genannt' wird,

wenn gilt

YzYn(z e Z A, n Q ff2 A z - 1t'--->7t - d,),

und O stark reduziert heisst, wenn gilt

YnYn'(n, w' e ff , A n - xt' '--> xt - fi') '

Wir wollen § sehr stark red,uzi,ert nerllrren, wenn § die Bedingung

YrlYrf(rl,rl' e If v(*)*, A ,t - tl rl : q')

erfiillt ist. Sy'nchrone Automaten sind genau dann stark reduziert wenn

sie sehr stark reduziert sind. In [1] wurde die Frage gestellt, ob das auch

fiir asy'nchrone stochastische Automaten gilt. Wir zeigen, dass das nicht

der X'all ist.
Als Beispiel betrachten wir den Teilautomaten u2 von g1 (mit der

Zustandsmenge Zz: {A, B,C, D}). Wir haben schon gesehen, dass die

Situationen rht tlz YoYr §2 äquivalent, aber verschieden sind. Es geniigt

also zu zeigen, dass §, stark reduziert ist. Nun beweist man auf dieselbe

Weise wie in der s5rnchronen Theorie (vgl' [2]):
Satz 2.6. Ei,n asynchroner stochastischer Automat §: [X, Y,Z,Hf

m'i,t genau n Zustd,nd,en 'ist genau il,ann starlc red,uziert, wenm

It
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Di,m (L({Val., p1@) | p e W@) A s € W(y)}) ) : n

'i,st.

Die Funktionenmenge {Vn,l., rf(a), Vs,l., rf(aa), Vn.l., rf(ab) , V6,1., rl(b)}
ist linear unabhängig, also ist §, stark red,uziert.

I{ennt man O' einen Sehr-Stark-Red,uz,ierten von U, wenn §, sehr
stark reduziert ist und schwach äquivalent nt s ist,, so ergibt sich, d.ass
jeder Sehr-Stark-Reduzierte von § ein Minimaler von g ist. Da alle
Minimalen desselben Automaten paarweise äquivalent sind und aus d.er
Äquivalerrz eines red.uzierten Automaten §" zu einem sehr stark reduzierten
Automaten o' folgt, dass @" schon selbst sehr stark reduziert ist, besitzt
also ein asJrnchroner stochastischer Automat genau dann einen Sehr-
Stark-Reduzierten, wenn er einen Minimalen besitzt und alle seine Mirii-
malen sehr stark reduziert sind.

3. Stochastische Operatoren

rn diesem Abschrritt beschäftigen wir uns mit dem externen verhalten
von asynchronen stochastischen Automaten g, fiir die eine zufällige
Situation als Arrfangssituation festgelegt ist. Die dadurch bestimmte Ein-
gabe-Ausgabe-Relation ist offenbar ein spezieller stochasticher operator.

Definition 3.1. Es seien X und I nichtleere Mengen.
l. Jede x'unktion @: g + @p von w(x) in lrw(v) ist ein stochast,ischer

Operator ilber lX, Yj.
Ein stochastischer Operator @ heisst synchron, $/enn aus @o@) > 0
stets l(p) : l(q) folgt.
Wir nennen den stochastischen Operator A iiber lX, yl in dem
stochastischen Automaten G : [X, Y, Z, Hf d,urch d,i,e zufrilli,ge
Situation 11 erzeugt, wenn @p: V'Vl,pf fiir alle peW@) ist.
Es sei @ ein stochastischer Operator iiber [X, I]. Eine X'unktion p,
die jedem Paar lp,qlew6) x W(y) mit @o@) ) 0 einen stochasti-
schen Operabor Vlp,d derart zuordnet, dass fiir alle p,r e W(X),
w e W(Y)

*aPk)>o

ist, heisst eine Zustandsfami,lie non @ .

§atz 3.1 . Ein stochastisclr,er Operator @ iiber

)

r)
J.

1.

e)

[X, Y] ,ist ge%d,u dann
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in e'i,mem asynchronem stochasti,schen Automaten (ilurch ei,nen Zustand,)

erzeugbar, wenn (D ei,ne Zustand,sfamilie besitzt (unil, @"(e) : L ist).

Die Existenz wenigstens einer Zustandsfamilie zu jedem erzeugbaren

stochastischen Operator ergibt, sich sofort aus 2.3, man kann

Ylp, q.l,(s) : Val§lrt, p, q), r7@)

wählen, wenn @ in § durch 11 erzeagt ist'. Ztm Beweis der Umkehrung
setzt man

Z:{lp,qllpeW6) A qeW(f A @,(a)>0}

und

{ WLp,ql,(s), falls VLp,q)-(s) > 0 und p:lpr,qsf ;
Hllp,ql, rl(s, z) : [ 0, sonst,

und erhält einen as;mchronen stochastischen Automaten § : lX, Y , Z , Hl,
in dem @ durch die Situation 4 mit

I @"@), falls @"(s) > o und 7 : le, s);
T\s, z) : I o, sonst, ,

erzeugt wird. Bei dieser Konstruktion ist die Menge Z st'ets unendlich,
man fra,gt, sich daher, ob es nicht möglich ist, die Abbildungen Ylp, q7

selbst als Zustände vorr § zu vertrenden. Das ist ohne weiteres nur mög-

lich, wenn aus Ylp,Q): Vlp', g'l und Ylp,qf"(s) > 0 stets Ylpr,clsf :
: Ylp'r, g's] folgt.

Wir werden unten sehen, dass es erzeugbare stochastische Operatoren
gibt (nämlich die erzeugbaren separablen stochastischen Operatoren), bei

d.enen jede Zustandsfamilie diese Eigenschaft hat. Andererseits hat die

Zustandsfamilie Po des in dem oben betrachteten stochastischen Auto-
maten 01 durch 4 erzeugten stochastischen Operators @ mit

Y'lp, q)(s) : Va,l§rlrt, p, ql, r)(as)

diese Eigenschaft nicht, denn es ist

§,1111, e, al - §1111, e, aaf, also Fo[e ,a7 : Y"le, aaf ,

aber O1[4, r,aaa]^l- §rk, r,aaaaf, also Yolru,aaal*Y"lr,aaaal , ob-

wohl V"le, af*(aa) : + > 0 ist. Indessen ist auch Fl mit

V'lp,qf,(s) : Vct,l§irl,P,8l, rl(s), fiir ? * e

I t, falls u):€t
Vtle, af"(w) : VLle, aa)"(w) - | O, 

"orrrt
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Vrlr, aaf"(w) -

I I, falls w - &0 ,

t o, sonst

l+, falls we{e,aa\
t o, sonst

V'le, &a)*n-yr(w)- { 
fr,'

eine Zusbandsfamilie fiir @. fst nun VrLp,ql:VlLp',q'l und l_p,ql+
*Lp',q'f , so ist nicht P:p':e oder p:p':r. Ist p:nn,
p' : isn, n, m ) 2, so ist §rlrl, p, q) : @rlrt, g', q.'7 : öc und einzig
fiir s: ö ist Y,lp,gl"(s) > 0. Dabeiist 0r[4, p*,gb): §.h, p'r,q'b)-
:ä", also Vlfutr,Qsf :VLfut'u,q'sf . Dern'ail ?:€,pt:s;n*2 (z>0)
kann nicht eintreten wegen Vlle, qf-(b): 0 + | - Ytlrn+2, g'],(b) . Es
bleibt also nur noch der X'all 1o : a, p' : fr zv untersuchen. Dabei ist
q e {a, aa}, e' e {aa, aaa, aaaa}. Bei V'le ,qf : VLlr, q'f ergäbe sich .

t : YtLe,ll*@ail,) : Yrfr, q'L*(aaa)

@*(q'aaa) ) @"(q')Ytlr, q'f,*(aaa) : $ @.(q') > 0,

im Widerspruch zu @*(wa): 0 fiir alle w e Wg). Der stochastische
Operator @ bildet also kein Gegenbeispiel fiir die Vermutung, dass jeder
erzeugbare stochastische Operator eine Zustandsfamilie Y besitzt, bei
der au§ YLp, ql : Vlp', q'f und. Yfut, q|(.s) > O stets Vfltr, gsf :
: YLp'r, g's] folgt.

Ist @ ein erzeugbarer stochastischer Operator, so besitzt <D eine
Zustandsfamilie V, deren Elemente Ylp, ql sämtlich erzeugbare sto-
chastische Operatoren sind. In [I] wurde die Frage gestellt, ob das sogar
bei jeder Zustandsfamilie von @ der X'all ist. Die Antwort auf diese X'rage
ist negativ.

Als Beispiel betrachten wir den im Automaten Q : (*), {o}, {I, II,[I], äBl, dessen Graph die Abbildung 2 zeigb, durch den Zustand I er-
zeugten stochastischen Operator @' tiber [tr], ta]1. Dabei ist

falls p- q-e,
fiir (p-n A qe{n,o}) V (l(p)>2 A qe{a,aa}),
sonst .

11,

Iä"

fär we{oub,azb+r,
SONST ,

xre rl
xrartr

xrarl

Abb. 2

xre rl
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Wie V' mit

Y'l*, a)." (us) -

1, flir n_0, LD:e)

+ , ftir !?, - 1, 'tt) - cr )

Z, ftir % - 1, w - aa,

*, ftir %>2, we{o,ae},
0 , sonst ;

1 , ftir 7L - 0, rfi - e )

Z, ftir % - 1, tp - e ,

+, fiir % - 1, w - n ,

t, fiir 7?,>2, we{e,a}
0 , sonst ;

v,sr^+2, al,t, (w) : 
{ å, :äSr 

: ' } 
: v'lro+2, aaf*^ (w) .

Offensichtlich ist Y' eine eindeutige Abbildung, die jedem lp, q) mit
O'r(il > 0 einen stochastischen Operator iiber [1"], i"]l zuord'net,. Wir
behaupten, dass P' sogar eine Zustandsfamilie von @' ist, d.h.

im Widerspmch zur vierten Behauptung des unten angegebenen Satzes

3.2, der in p] bewiesen ist. Der auf der Basis von P' nach Satz 3.1 kon-
struierte Automat zur Elrzougung Yon O hat den in der Abbildung 3

angedeuteten Graphen.

onbetrachten die Funkti

V'le, e7: Q'

V'l*, al*n (rr:):-- I

I

o,i**ld>o

gilt fiir alle n,m) 0, w eW(Y). Diese Gleichung ist trivial fid^t n:0
(wegen @'"1e1: l) und n)2. Bei n: I ist

-2.- ^o'.tqlv'lr, Qfn*e) : +(*'p, e;**(w) * Y'lr, 
^"^(:))$oLk)>o

_ { +, fluir (m : 0 A w e{e, a})Y (m> t A w e{a, aa})

[ 0, sonst .

: (D'*^+t (w) ,

was wir zeigen wollten. Der stochastische Operator V'l*, ef ist aber nicht
erzeugbar, denn es gilt

L - Y'lr, el*(aa) > 2 Y'L*, el*(aas) : $4 - sev(Y)
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[:, aa] [r', aa]

Abb. 3

Satz 3.2. Ist Y ei,ne Zustand,sfamilie d,es stochastischen Operators @
iiber lX, Yf, so gil,t

l. @"(e) : I ---> Yle, el : @ .

2. YpYq(p eW6) A q € W(Y) A @o@)> 0 ->Ylp,qf"(e) : t)
3. YpYrYw(p, r e W(X) A w e W(Y) --> @r,(w) <2 Or(q) )

'tLao
4. YpYqYr(p, r e W(X) A q e llt(Y)---> AÅq) <2 @r,(qt) )

sew(Y\

wir bemerken noch, dass in [1] durch ein Beispiel belegt ist, dass die
Bedingungen 3.2.3 und 3.2.4 nicht hinreichend fiir die Erzeugbarkeit
von @ sind.

wir haben schon gesehen, dass ein erzeugbarer stochastischer operator
im allgemeinen mehr als eine Zustandsfamilie besitzt. Es gilt sogar

satz 3.3. Ist l[t eine (nichtleere) höchstens abzd,hlbar unend,liche Menge
aon Zustand,sfamilien aon, @ und, g eine Funkti,on uon Tlt i,n d,as reelle

P€ !]t

P€'N

mit @o (q) > 0)

e'i,ne Zustandsfami,li,e aon (D .

Beweis. Es ist klar, dass v*lp, q7 stets ein stochastischer opera,tor
iiber [X, I] ist und dass gilt

\

\

\
-)

x, arl
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qt(Pp(q)>o qDpk)>O g/ € ,l?

P € rJt q: @p(q)>o

P€ }IT

Aus dem Satz 2.3 ergibt sich, dass jeder stochastische Operator, der
wenigstens zwei (verschiedene) Zustandsfamilien besitzt, sogar kontinuier-
lich viele Zustandsfamilien hat.'Wir suchen daher nach einer hinreichenden
Bedingung dafiir, dass ein erzeugbarer stochastischer Operator genau eine

Zustandsfamilie besitzt (wobei dann jedes Element Vlp, g.) d'ieser Zusbands-

familie notwendig ein erzeugbarer stochastischer Operator ist und zv'ar
wird Ylgt,q] in dem beim Beweis von 3.I konstruierten Automaten Yom

Zustand Lp, ql erzeugt).

Definition 3.2. Ein stochastischer Operator @ iiber lX, Y) heisst

separabel, wenn zu jedem p,r e IIr(X) und w elV(Y) mit @0,(w)> 0

genau ein Anfangsstiick q YoYt w mit, {Do@) > 0 existiert.

I{atiirlich ist jeder synchrone sequentielle stochastische Operator sepa-

rabel. Man zeigt nun
§atz 3.4. Jeder separabel stochasti,sche Operator besitzt höchstens eine

Zustand,sfamil,ie. Ist @ separabel und, Y ei,ne Zustand,sfarni,lie aon @,

@ , so ist (fur p,r € W(X),4, s € W(Y) mit <Do@) > 0)

@o,@,t)
YLp,q),(s) --ffi .

Selbstverständlich existieren separable stochastische Operatoren, die

keine Zustandsfamilie besitzen, die also nicht erzeugbar sind'
Xolgerung 3.5. Wenn @ eirr separabler stochastischer Operator ist, der

eine Zustandsfamilie besitzt, so gilt

YpYqYr(p,r eW(X) Aqe IY(Y),\<Do@) > 0+ 2 (Do,(qs): OÅq))
sew(Y)

Satz 3.6. Es sei @ ei,n beli,ebiger stochastischer Operator ilber lX, y).

l. Wenn (D erzeugbarist, so 'ist @ genau ilanrt separabel, wenn <D d'ie

Behauptung aon 3.5. erfalh.
2. Wenn (D separabel 'i,st, so 'ist @ genau d,ann erzeugbar, wenru <D d,i,e

Behauptung aon 3.5. effillt.
3. Wenn @ d,i,e Beharyttu?Lg ao?L 3.5 erfilllt, so ist @ genau ilann erzeugbar,

werln O separabel, 'ist.

2

^,(;)

^,(;)

^,(;)
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Man iiberlegt sich auch ohne Schwierigkeiten, dass alle Elemente
YLp, ql der Zustandsfamilie P eines separablen und erzeugbaren sto-
chastischen Operators selbst separabel sind.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung iiber die Reali-
sierbarkeit von stochastischen Operatoren. In [2] wird eine Wortfunktion
V e-realisierbar (realisierbar mit der Endmarkierurrg e) genannt, wenn
es einen determinierten (asynchronen) Automaten lX, Y, Z, ö,,r7 und
einen Zustand z € Z derarh gibt, dass E@): ).(z,gte) fijr alle p eW(X)
gilt. In Analogie dazu definieren wir (ftir ein beliebig fixiertes Blement
e C. X):

Definition 3.3. Der stochastische Operator A iiber lX, yl heisst
drrrch die Situation 4 in den asynchrorrerr stochastischen Automaten
§: [XU{e},Y,Z,Hf realis'i,ert,wenn (Do:Vslr],pe] fiir alle peWG)
ist.

Satz 3.7. Jed,er stochastische Operator lmttn ,i,n einem Z-d,etermini,erten
asynchronen stochastischen Automaten d,urch einen Zustand, real,isiert werilen.

Zam Beweis setztman Z:W(X) undfiir p,z'eZ,re X,se W(7')

Hlp, nf(s, z1 - {

Hlp, ef(s, z') - {

1, falls ,s - e und z' : pfr ,

0. sonst

0, sonst .

Offensichtlich ist hierbei §: [XU{e}, Y,W(X),,[r'] ein Z-determinierter
asynchroner stochastischer Automat,, in dem @ vom Zustand e realisiert
wird.

Das Problem, welche stochastischen Operatoren in endlichen as;rnchro-
nen stochastischen Automaten realisiert werden können, bleibt offen.

4. Homomorphie

Wir definieren hier einen Homomorphiebegriff fiir as5mchrone stocha-
stische Automaten, der ettras allgemeiner ist, als der fiir synchrone Auto-
maten brkannte Hornomorphiebegriff. Diese Yerallgemeinerung betrifft
die Abbildung r, die den Ausgabelr,örtern des betrachteten Automaten
jene seines homomorphen Bildes zuordnet. Bei dem hier arg"gebenen Homo-
morphiebegriff ist das homomorphe Bild eines s5lcirronen Automaten
nicht notwendig ein synchroner Automat.

Definition 4.1. Es seien G : [X, Y, Z, H7, §' : lX', Y' , Z', H'f
asynchrone stochastische Automaten. Ein Tripel y: lt,v, e] von ein-
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d.eutigen Abbildungen § von X auf X', t voYt Y in W(Y') and' C

von Z attf Z' heisst Homomorphismus von G auf §', wenn fiir alle

ze Z, xe X, s'e W(Y'), z'e Z' gilt'

H'lC(z), f(r)l(s', r') : -*.,,2--, Z,Ul",x)(s,z*),- ,)v )-- r:r(r):s'

wobei y durch die induktive Definition v(e) : e, v(qy) : v(q)v(y) auf
die Merrge W(Y) ausgedehnt ist. Wir sprechen von einem Z-Hom,omor-

phisnr,us X aon §, auf §,', wenn X: X', Y: Y', €: Ix (die iden-

tische Abbildurrg von X auf sich) und r, : 1y ist.
Satr, 4.7. Ist lt,v, ef ein Homomorphi,smus aon, 0: [X, Y, Z, Hf

auf §' :lX', y',2',H'), .so gilt Jiir alle z€2, peW(X), w'e W(Y"1

vs,lc("), €(p))(w,) :.,r>:.,vnlz, pl(w) .

wir fiihren d.en Beweis durch Induktion iiber p. Im Anfangsschritt
sei p : e ' Dann ist 6(p) : e und die linke Seit'e der behaupteten Gleichutrg

verschwindet genau dann nicht, wenn lD' : e ist. Anderseits ist auch

Ynlz, el(w) > 0 genau dann, wenn u) : e ist. Wegen t(e) : e ist die

B+hauptung also fiir P : e erfiiltt. Wir schliessen nun rron ,' auf rp fiir
re X. Es ist

s'e W(Y') z'eZ'

s' eW(Y') z* eZ z* l,f(z*) : z' s:r(s) : s'

s'eVlY') z* aZ s:z(s) : s' qz s'u(q) : 1trs'

s',q:s q':rr' s:z(s):s' qzv(q):q' z*eZ

: 
,o,,(F: *,,. än ,2, Hl'' r)('' t *)v zl'* ' P) (t t

u,zp(C: w,

11,/aS Z1J berveisen war.

auf dieselbe weise wie 4.1 beweist man unter Benutzurrg von 4.1 den

Satz 4.2. Es sei X:lE,a,[) ein Homomorphismus aon §, auf §'
und, fil,r T e ilw(v)r, sei

19

H)

,(5)
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Dann gi,lt fl;;r al,le ,l e nry)r, , p e W(X), w' e W(Y')

v alx('i, E(P))(w' ) : *,,fi : *,v nlrl, Pl(w) .

Iolgerung 4.3. Ist X: lI*,1*, C) ein Z-Homomorphismus von
G : [X, y, Z, Hf auf §' : [X, Y, Z', H'f, so ist q - )((ri fiir alle
rleilwlr1rr, z-((z) fnralle ze Z wd @-O'.

Satz 4.4. Jed,er asynchrone stochasti,sche Automat ,ist homomorphes Bild,
eines synchronen stochastischen Automaten bei einem Homomorph,ismus, iler
TLur aus eineitrdeuti,gen Abbild,ungen besteht.

Ztm Beweis betrachtet man zu gc,gebenem as5rnchronen stochastischen
Automaten O : [X, Y, Z, Hf den Automaten 0* : [X, Ws, Z, ä] und
den Homomorphismus llx, Iws, Izl (man beachte, dass z.B. das leere

Wort e, wenn es in Wn liegt, ein Ausgabeåzchstabe von §* ist).
Wenn der Satz 4.4. aach trivial ist, so hat er doch die interessante

X'olgerurrg, dass ein stochastischer Operator genau dann irr einem Z-end-
lichen as5mchronen stochastischen Automaten durch einen Zustand er-
zeugt v'erden kann, wenn er das I-homomorphe Bild eines regulären (syn-
chronen sequentiellen) stochastischen Operators ist.

Sektion Mathematik
der Humboldt-Univers it ät ztt Berlin
DDR-108 Berlin, Unter den Linden 6
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