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Einige Bemerkungen iiber asynchrone stochastische Automaten

Die vorliegende Note ist aus einem Vortrag hervorgegangen, den ich
auf dem von Prof. Dr. A. Salomaa veranstalteten Colloquium »Stochastische
Automateny (Turku, Mai 1970) gehalten habe. Es werden hier einige der
Probleme gelost, die von H. Thiele und mir in unserer Arbeit [1] auf-
geworfen wurden, die auch die Grundlage fiir den erwdhnten Vortrag
bildete. Aus Vollstindigkeitsgriinden gebe ich hier eine Ubersicht iiber
die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse der Arbeit [1], versehen mit
einige zusitzlichen Betrachtungen. Ferner fiihre ich einen Homomorphie-
begriff ein, der es gestattet, synchrone stochastische Automaten homo-
morph auf asynchrone stochastische Automaten abzubilden.

Soweit nichts anderes verabredet ist, verwende ich dieselbe Termino-
logie wie in der Arbeit [2].

1. Grundbegriffe

In diesem Abschnitt geben wir die grundlegenden Definitionen und
Ergebnisse aus der Theorie der asynchronen stochastischen Automaten an.

Definition 1.1. FEin Quadrupel € = [X, Y, Z, H] heisst asynchroner
stochastischer Automat, wenn X, Y und Z nichtleere Mengen sind und H
eine Funktion ist, die jedem Paar [z, 2] aus ZXx X ein diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmass H[z, ] iber W(Y)XZ zuordnet.

Interpretation. Das System € arbeitet taktweise in einer diskreten
Zeitskala ¢ =1,2,3,.... In jedem Takt ¢ befindet sich € in genau
einem Zustand z aus der Zustandsmenge Z von €, empfingt genau ein
Eingabesignal # aus dem Eingabealphabet X von € und sendet ein Wort
s aus der Wortmenge W(Y) iiber dem Ausgabealphabet Y von € aus.
Ist z der Zustand von € im Takt ¢ und «, dasim Takt ¢ in € einge-
gebene Signal, so ist H[z, z](s,2") die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
¢ im Takt ¢ das Wort s ausgibt und im Takt ¢- 1 im Zustand 2’
ist. Das im Takt ¢ ausgegebene Wort s wird mit den in fritheren Takten
ausgebenen Wortern skommafreiy verkettet, d.h. ohne Trennzeichen an
das bis zum Takt ¢ ausschliesslich produzierte Ausgabewort angefiigt.
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Bemerkung. Bei einem asynchronen stochastischen Automaten arbeiten
also Eingabe und Ausgabe nicht synchronisiert. Auf Eingabe eines ein-
zelnen Eingabesignals z hin, d.h. in einem einzelnen »Eingabetaktys, kann
die Ausgabe ein ganzes Wort s aus W(Y) (unter Umstinden auch das
leere Wort e) produzieren, in diesem Fall arbeitet die Ausgabeeinheit
also I(s) Takte. Lediglich Eingabe und Zustandiiberfilhrung sind bei
asynchronen stochastischen Automaten synchronisiert (auf jedes Eingabe-
signal hin wird genau einmal der Zustand gewechselt), daher ergeben sich
bei der Betrachtung von Automaten ohne Ausgabe gegeniiber der »syn-
chronen» Theorie keine neuen Gesichtspunkte.

Wir definieren nun einige Eigenschaften von asynchronen stochastischen
Automaten.

Definition 1.2. Es sei € = [X, Y, Z, H] ein asynchroner stochasti-
scher Automat.

1. Wir nennen € synchron, wenn aus H[z, z](s,2’) > 0 stets s€ Y,
d.h. I(s) = 1, {folgt.

2. € heisst observabel, wenn es eine Funktion & aus ZxX xW(Y)
in Z derart gibt, dass H[z, 2](s,2’) genau dann nicht verschwindet,
wenn ¢ fir [z, ,s] definiert und gleich 2’ ist.

3. € wird schwach-endlich genannt, wenn X, Y und Z endliche Mengen
sind und endlich, wenn iiberdies die Menge

Wi = {s | Hzlz"Hw(z,2’ €Z N x € X A\ H[z, 2] (s,2") > 0)}

endlich ist.

4. Als zufillige Situation von € bezeichnen wir jedes diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmass # iiber TW(Y)xZ. Die zufillige Situation # heisst
endlich, wenn die Menge

W, ={s | n(s}x2) > 0}

endlich ist.

Interpretation. Bei einem synchronen Automaten wird auf jedes Ein-
gabesignal hin ein Wort der Linge 1 ausgegeben. Identifizieren wir wie
iiblich die Worter der Lénge 1 iiber ¥ mit den Elementen y von Y,
so ergibt sich der {ibliche Begriff des stochastischen Automaten (vgl. z.B.
[2]) als »synchroner» Spezialfall des Begriffs des asynchronen stochastischen
Automaten.

Bei einem observablen Automaten kann aus der Kenntnis seines Zu-
standes z im Takt ¢ und der Beobachtung des im Takt ¢ eingegebenen
Signals « einerseits und des im Takt ¢ ausgegebenen Wortes s anderer-
seits eindeutig auf seinen Zustand é(z, #, s) = 2’ im Takt ¢ 4 1 geschlos-
sen werden.
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Ist 7 € Iy vz eine zufillige Situation von €, so interpretieren wir
die Zahl #(s,z) als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Automat € das
Wort s bereits produziert (auf sein Ausgabeband gedruckt) hat und sich
im Zustand z befindet.

Die Begriffe »zufiilliger Zustand», »determinierter zufélligsr Zustand»
usw. werden wie in [2] benutzt. Der Bogriff der zufilligen Situation ist
offenbar eine Verallgemeinerung des Bogriffs des zufilligen Zustandes.
Ist z € I, ein zufilliger Zustand von €, so definieren wir

| n(z), falls s=e,
(8, 2) = { 0, sonst.

Dabei ist 7, eine zufillige Situation von €, die bei der iiblichen Inter-
pretation von =z genau dann vorliegt, wenn die Situation #_ vorliegt.
Umgekehrt gehort zu jeder Situation # mit

7n(s,2) >0—>s=c¢

eindeutig der zufillige Zustand = mit n(z) = 7(e, 2). Uberdies identi-
fizieren wir die Zustinde z aus Z mit den determinierten zufélligen Zu-
stinden 6, bzw. den determinierten zufilligen Situationen 6, ..

Wir dehnen den Definitionsbereich von H aus und definieren eine
Funktion ¥V, die das Verhalten von € bei der Verarbeitung von Wor-
tern p aus W(X) beschreibt:

Definition 1.3. Es sei € = [X, Y, Z, H] ein asynchronev stochasti-
scher Automat, p =, ..., € W(X), ¢ € W(Y), 2, 2,,,1 €Z, 4 €l py)z -
Dann setzen wir

1, falls p =e(dh. n =0),9g =e,2, = 2,3

H[z,, x;](s;, z;.4), firn > 0
H[zlap](q’ zn—i—l) - sl...zs,:,=q zQ,‘.zneZ i=1 : ]( !

s; € W(Y)

0, sonst;

Hoola ) = S St otz (L =),

seW(Y) z€Z
.4 .
wobei Pl {w|sw=q} gesetzt ist, und

Vs, pl(q) = Hln, pl{q} < Z) .



6 Ann. Acad. Sci. Fennice A. 1. 491

Interpretation. In der Interpretation der Definition 1.1 haben wir
vermerkt, dass die Ausgabe von € kommafrei erfolgt, d.h. der Automat
€ setzt keine Trennzeichen zwischen die von ihm in aufeinanderfolgenden
Takten ausgegebenen Worter. Wenn € also zwei Takte gearbeitet hat
und danach das Wort w auf seinem Ausgabeband steht, dann kann
man im allgemeinen nicht mehr feststellen, wie das Wort w so in eine
Verkettung w = waw,w, zu zerlegen ist, dass w, das Wort ist, das bereits
bei Beginn der Arbeit von € auf dem Ausgabeband gestanden hat, dass
w; das im ersten und w, das im zweiten Takt dazugedruckte Wort ist.
Wenn man das beachtet, so ist unmittelbar klar, dass H[z, pl(q,?’) =
H[J, ., pl(q. %) (bzw. H[n, pl(q,2')) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
dass nach Eirgabe des Wortes p auf dem Ausgabzband von € das Wort
g steht und € im Zustand 2z’ ist, wenn € bei Boginn seiner Arbeit, d.h.
urmittelbar vor dem Eirgeben von p, in der Situation 4, , (bzw. ) war.
Damit ist V[n, p](g) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass € ausg>hend
von der Situation # nach Eingabe von p das Wort ¢ produziert hat.

Man zeigt nun (vgl. [1])
Satz 1.1. Es set € =[X,Y,Z, H] ein asynchroner stochastischer
Automat, 1 €y, p,7 € W(X),w€ W(Y),2 €Z. Dann gilt
1. H[n, e] =19
2. V[, el(w) = n({w}x 2)
. Hln, p] € HW(Y)XZ N Vin, pl € HW(Y)
4. H[% Z”"] = H[H[n? p]r 7']
5. Vil pr] = V[H[n, p],7].

w

2. Aquivalenz

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir die wichtigsten D-finitionen
und Ergebnisse aus [1], die die Aquivalenz und schwache Aquivalenz
von asynchronen stochastischen Automaten betreffen und losen ein dies-
beziigliches Problem aus [1].

Definition 2.1. Es seien € =[X, Y, Z, H], ¢’ = [X, Y, Z', H'] asyn-
chrone stochastische Automaten mit dem gleichen Eingabealphabet und
dem gleichen Ausgabealphabet.

1. Zufillige Situationen % bzw. n° von € bzw. €’ werden dquivalent
genannt (Bezeichnung: 1 ~5’), wenn fiir alle p € IW(X) die Gleichung

Viln, p1 = Viln', p] gilt.
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2. @ heisst schwach-dquivalent eingebettet in €' (Bezeichnung: € ce),
wenn zu jeder Situation 5 von € eine dquivalente Situation %’ von
¢’ existiert.

3. Die Automaten €, © heissen schwach dquivalent (€ ~ €’) wenn
€S C und & C ist

Durch die Definition 2.1 ist auch definiert, wann ein Zustand z von €
dquivalent zu einem Zustand 2z’ von @' ist, da z durch ¢,, und 2’
durch 6, beschrieben wird. Wie in [2] werden die Beziehungen »€ ist
dquivalent eingebettet in €' (€ £ €')» und »§ ist dquivalent zu €
(€ ~ ")y definiert.

In der synchronen Theorie (vgl. [2], Teil III, Def. 2.1) sind die Rela-
tionen <, ~ etwas anders definiert, dort heisst € schwach dquivalent
eingebettet in €' , wenn gilt

Va(z €I, —Ur'(zx' €11, \ 7 ~a’)).

Man zeigt aber, dass beide Definitionen gleichwertig sind:

Satz 21. CSCoVarell, —»Un'(x €1l N n~a')).

Daraus ergibt sich

Folgerung 2.2. Wenn € € €' (bzw. €~ C¢'), soist €S E (bzw.
C~C¢).

Es sei € =[X, Y, Z, H] ein asynchroner stochastischer Automat, »
eine zufillige Situation von €, p € W(X) und ¢ € W(Y) mit V[», p](q)
> 0. Dann ist der zuféllige Zustand €[n,p,q] fir z €Z definiert
durch

Hin, pl(g, 2)
Viln, pl(q)

Offenbar ist €[x, p, ¢](z) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass € im Zustand
z ist, wenn € ausgchend von der Situation » bei Eingabe von p das
Wort ¢ produziert hat. Es gilt nun:

@[775 P, q1(z) =

Folgerung 2.3. Viln, prlw) = > Vin, p)@)Vs[Cln. p, 4], 7] (%)

¢:V[n-pl(9)>0

Mit Hilfe von 2.3 kann man leicht zeigen:

Satz 2.4. Zu jedem asynchronen stochastischen Automaten € gibt
es einen observablen asynchronen stochastischen Automaten €%  mat
CSC* und € ~ C*.

Die Zustandsmerge Z* von €* ist im allgemeinen unendlich, auch
wenn @ endlich ist. Zum Beweis wdhlt man Z* als die kleinste Menge
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von zufilligen Zustdnden = von €, welche die determinierten zufélligen
Zustinde 0, enthilt und abgeschlossen ist in bezug auf die Bildung der
zufilligen Zustdnde €[z, x,s] fir x € X, s € W(Y) mit V[x, 2](s) > 0.

In der Arbeit [1]wurde folgendes Problem gestellt. Wenn € = [X, Y, Z, H]
ein asynchroner stochastischer Automat ist und % eine Situation von €,
ferner p, p' € W(X), ¢,¢' € W(Y) mit Ven, pllg) > 0 wnd Vlr, p'1(q)
> 0, sowie €[y, p,q] ~C€[n,p’, ¢'], gilt dann €[y, px, gs] ~ €[y, p'z, ¢'s]
fir alle « € X, s € W(Y) mit V[C[n, p, q], z](s) > 0?

Wenn € synchron ist, so ist das tatsédchlich der Fall, wie in [1] gezeigt
wurde. Im allgemeinen gilt das jedoch nicht, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Wir betrachten den autonomen asynchronen stochastischen Automaten
¢, = [{«},{a,0},{1,2, 4, B, C, D}, H,], dessen Graph in der Abbildung 1
dargestellt ist. Dabei ist « eine reelle Zahl mit 0 <« < 1. Offenbar
ist €; observabel und der Teilautomat €, von €, mit der Zustands-
menge {4, B, C, D} ist sogar Z-determiniert.

Wir wihlen nun % mit

L, fur [s, 2] €{[a, 2], [aa, 1]},
0, sonst,

7(s,2) = {
ferner p = p' =e¢, ¢ =a und ¢ = aa. Dabei ist
Viln. ella) = Viln, ellaa) = 3> 0
und
H,[n, el(a, 2) { 1, fir z = 2,

Ciln, e, al(z) = W = 2n(a, z) =

0, sonst

1, fiir z =

Cin, e, aa](z) = 2n(aa, z) = { 0, sonst

Wir zeigen nun, dass die Zustdnde 1 und 2 von €; dquivalent sind (d.h.
Cyi[n, e, a]l ~C\[n, e, aa]). Es ist offenbar

%, fiir s €{a, aa}

V(il[l"%‘](s) = { } - 1'61[2: x](s)

0, sonst
und fir » >0, ¢ €{1, 2}
Vi i, " (w) = Vi [Hy[i, 2], 2"])(w) .

Daher geniigt es zu zeigen, dass die Situationen #;, 1, sowohl in €; als
auch in @, dquivalent sind, wobei
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Abb. 1

{ L, fir [s, 2] € {[a, 4], [aa, B}
(s, 2) = 0, sonst

{ %, fir [s. 2] € {[a, D], [aa, C1} |
M(s: %) = 0, sonst

gesetzt ist. Wir beweisen das durch Induktion tiber p. Es ist klar, dass
V€2[771a e] = ch[nz’ e] ist.
Schluss von z auf ap fir p € ({z}):

w w
Ve, [, ap](w) = ¥ (’—"ch[oa P] (aTm) + (1—x)V,[C, p] ( >) +

aab

*-1<1 A (—w—> Ve [C. (10))
+ 3\ A=)V [C pI\ = ) + Ve [C. 2]\ s
-

_l C) 1y ! ﬂ>
=2 VelC p](aaa T3 VlC. Pl (‘aab

S m v (5)

se W(Y)

l

2€{4, B, C,D,}
1 w
+1 > HC s ) Ve[ Pl
sEW(Y)
z€{4, B,C, D}

= V@Mz, ap](w) .

Wir betrachten nun das Wort s = aa. Dabei ist
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V@][@l[?], e, aal, x](s) = V(Sl[27 z](s) = % >0

und (wie man leicht nachrechnet)

1 fi €{A,C
€7, z, aaa](z) { 2, fir 2 €{ ;

0, sonst
{ 1, fir z = B,
€[, x, aaaal(z) = 0, sonst,
jedoch gilt
Vcl[@ﬂ??, €, a’3]> zl(a) =0 =+ 1—x = V(gl[@q[?% Zz, a4]’ x](a) >
d.h. €y, z, a®], €[n, x, a®] sind nicht dquivalent.
Das die Aquivalenz betreffende Hauptresultat von [1] ist der
Satz 2.5. Es ses C=[X,Y,Z, H] ein endlicher asynchroner sto-

chastischer Automat mit genauw n Zustinden. Dann gilt fir zufillige Zu-
stinde m, 7" von € wund endliche Situationen n,7n" wvon C:

. 7 ~a" < VppeWX) A Up) <n—1—Vix, p]l = Vi, p))
2. n~n" o Vpp €WX) A llp) <n— Vil pl = Vly', p]) .

Die zweite Behauptung des Satzes wird mit Hilfe der ersten bewiesen. Dazu
wihlt man zwei Elemente z,,z,, die nicht in Z liegen und definiert
Z' = Z U {zy, z,}, sowie

H[2', x](s, 2"), falls 2’,2" € Z ,
7(s, "), falls 2" =z,,2" €Z

H'[2', x](s, 2") = ,
[ n'(s,2"), falls 2’ =z2,,2" €Z,

0, sonst.

Dabei ist € =[X,Y,Z, H'] ein endlicher asynchroner stochastischer
Automat mit
Viln, p1 = Vilzg, apl, Vo', pl = V@'[Zt’), ap]

fir alle x € X,p € W(X). Wendet man nun 2.5.1. auf G, 2,2, an, so
ergibt sich 2.5.2. ohne Schwierigkeiten.

Der Beweis fiir die erste Behauptung von Satz 2.5 wird analog zum
Beweis des entsprechenden Satzes in der synchronen Theorie (Satz von
CARLYLE [3]) gefiihrt. Man betrachtet die linearen Réaume

Li = L{Vs[., p)q) |p € W(X) A g € W(Y) A U(p) <3},

die von den auf Z definierten reellwertigen Funktionen V., p](g) mit
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I(p) < i aufgespannt werden, sowie das fir f€L({d |z € Z}) definierte
lineare Funktional ¢_ . mit

P (f) = ;Z(ﬂ(z) — @' @)fE) -

Dabei ist & ~n' genau dann, wenn ¢, - auf allen Réumen L; iden-
tisch verschwindet. Wegen L:;c L;;; und Dim (L) <n genligt es
zu zeigen, dass aus L; = L;, stets L, = L, folgt. Der Beweis
dafiir ist hier allerdings komplizierter als in der synchronen Theorie.

Der Satz 2.5 erscheint etwas iiberraschend unter dem Aspekt, dass
GRIFFITHS [4] gezeigt hat, dass die Aquivalenz von Zustdnden endlicher
asynchroner nicht-deterministischer Automaten eine unentscheidbare Re-
lation ist. Dies zeigt einmal mehr, dass die Theorie der nicht-deterministischen
Automaten keineswegs eine Simplifikation der Theorie der stochastischen
Automaten ist.

Bei der #dquivalenten bzw. schwach-dquivalenten Vereinfachung von
asynchronen stochastischen Automaten treten keine neuen Schwierigkeiten
auf. Insbesondere kann nachgewiesen werden, dass die Minimalitdt und
die starke Reduziertheit entscheidbare Eigenschaften endlicher asyn-
chroner stochastischer Automaten sind, wobei € minimal genannt wird,
wenn gilt

Ye¥a(z€Z N n€ll;, \ 2z ~n—>n=20),
und € stark redaziert heisst, wenn gilt
VaVa'(n,n' €ll; N 7 ~a' —na=a).
Wir wollen © sehr stark reduziert nennen, wenn € die Bedingung
VoV (0, n' € giyyz N 0 ~n—>n="1)

erfiillt ist. Synchrone Automaten sind genau dann stark reduziert wenn
sie sehr stark reduziert sind. In [1] wurde die Frage gestellt, ob das auch
fiir asynchrone stochastische Automaten gilt. Wir zeigen, dass das nicht
der Fall ist.

Als Beispiel betrachten wir den Teilautomaten €, von €, (mit der
Zustandsmenge Z, = {4, B, C, D}). Wir haben schon gesehen, dass die
Situationen 7,7, von G, dquivalent, aber verschieden sind. Es geniigt
also zu zeigen, dass @, stark reduziert ist. Nun beweist man auf dieselbe
Weise wie in der synchronen Theorie (vgl. [2]):

Satz 2.6. Ein asynchroner stochastischer Automat € = [X,Y,Z, H]
mit genauw n Zustinden ist genau dann stark reduziert, wenn



12 Ann. Acad. Sci. Fennice A.I. 491

Dim (L Vsl p)(@) |p €W(X) A g€ W(Y)})) =mn

ust.
Die Funktionenmenge { V[, z](a), Vil zl(aa), Vi [., x](ab) , Vi [., 2](b)}
ist linear unabhéngig, also ist @, stark reduziert.

Nennt man €' einen Sehr-Stark-Reduzierten von €, wenn G’ sehr
stark reduziert ist und schwach dquivalent zu € ist, so ergibt sich, dass
jeder Sehr-Stark-Reduzierte von § ein Minimaler von ¢ ist. Da alle
Minimalen desselben Automaten paarweise éiquivalent sind und aus der
Aquivalenz eines reduzierten Automaten ©” zu einem sehr stark reduzierten
Automaten €’ folgt, dass €” schon selbst sehr stark reduziert ist, besitzt
also ein asynchroner stochastischer Automat genau dann einen Sehr-
Stark-Reduzierten, wenn er einen Minimalen besitzt und alle seine Mini-
malen sehr stark reduziert sind.

3. Stochastische Operatoren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem externen Verhalten
von asynchronen stochastischen Automaten €, fiir die eine zufillige
Situation als Anfangssituation festgelegt ist. Die dadurch bestimmte Ein-
gabe-Ausgabe-Relation ist offenbar ein spezieller stochasticher Operator.

Definition 3.1. Es seien X und Y nichtleere Mengen.

1. Jede Funktion @:p— @, von W(X) in Il vy ist ein stochastischer
Operator iber [X, Y].

2. Ein stochastischer Operator @ heisst synchron, wenn aus Dy(q) > 0
stets I(p) = Il(q) folgt.

3. Wir nennen den stochastischen Operator @ iiber [X, Y] in dem
stochastischen Automaten € = [X,Y,Z, H] durch die zufdallige
Sttuation n erzeugt, wenn @, = V[n,p] fir alle p€ W (X) ist.

4. Essei @ ein stochastischer Operator iiber [X, ¥Y]. Eine Funktion ¥,
die jedem Paar [p, q] € W(X) x W(Y) mit D,(g)> 0 einen stochasti-
schen Operator Y[p, q] derart zuordnet, dass fiir alle p,r € W(X),
w € W(Y)

Dp(w) = > DBulg)* Plp, gl (%)

7:Pp(9)>0

ist, heisst eine Zustandsfamilie von @ .

Satz 3.1. Ein stochastischer Operator @ iber [X, Y] ist genau dann
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in einem asynchronen stochastischen Automaten (durch einen Zustand)
erzeugbar, wenn @ eine Zustandsfamilie besitzt (und @e(e) = 1 ust).

Die Existenz wenigstens einer Zustandsfamilie zu jedem erzeugbaren
stochastischen Operator ergibt sich sofort aus 2.3, man kann

T[./p’ ql(s) = V@[@[% P, 4] 7](s)

wihlen, wenn @ in € durch % erzeugt ist. Zum Beweis der Umkehrung
setzt man

Z={[p,qllp€WX) A qg€W(Y) A Dy(q) > 0}
und

Plp, ql.(s), falls ¥[p, ql.(s) > 0 und z = [pz, gs] ;
0, sonst,

H[[p7 Q]a x](‘g: Z) = {

und erhilt einen asynchronen stochastischen Automaten € = [X, Y, Z. H],
indem @ durch die Situation # mit

D.(s), falls D.(s) > 0 und z = [e, s] ;
0, sonst ,

77(8’ ) = {

erzeugt wird. Bei dieser Konstruktion ist die Menge Z stets unendlich,
man fragt sich daher, ob es nicht moglich ist, die Abbildungen ¥[p, ¢]
selbst als Zustinde von € zu verwenden. Das ist ohne weiteres nur mog-
lich, wenn aus ¥[p, q] = ¥Y[p’, ¢'] und ¥[p, ql(s) > 0 stets ¥Y[px, ¢gs] =
= Y[p'z, q's] folgt.

Wir werden unten sehen, dass es erzeugbare stochastische Operatoren
gibt (ndmlich die erzeugbaren separablen stochastischen Operatoren), bei
denen jede Zustandsfamilie diese Eigenschaft hat. Andererseits hat die
Zustandsfamilie ¥° des in dem oben betrachteten stochastischen Auto-
maten €, durch # erzeugten stochastischen Operators @ mit

Pep. q1(s) = Vi [Gin. p. q). 7](as)
diese Eigenschaft nicht, denn es ist
Ci[n, e, a]l ~Cyn, e, aa], also P°[e ,a] = ¥°[e, aa],

aber Gy, z, aaa] ~~ G[n, x, aaaa] , also ¥°[x, aaa] + ¥Y°[z, asaa] , ob-
wohl YO, al.(aa) = 1 > 0 ist. Indessen ist auch ¥! mit

PUp, ql(s) = V. [Ci[n, p, gl r](s), fir p e

{ 1, falls w =ce,
Ve, al(w) = P'le, aal(w) =

0, sonst
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1, falls w = aa,

Plle, al(w) = {

0, sonst

- { 3, falls w €{e, aa}
[e, aali(w) = 0, sonst
%, fir w €{a’", a’0"*'}

Plle, alniz(w) = Ple, aalnr(w) = { 0, sonst

eine Zustandsfamilie fir @. Ist nun ¥p, q] = Pp’,¢'] und [p,q] +
= [p,¢'], so ist nicht p=p"=e oder p=p =z. Ist p=2",
p=a"nm=>2, so ist Gy p,ql=Cnp,¢]=0; und einzig
fir s =0 ist ¥p, gli(s) > 0. Dabeiist G[y, px, ¢b] = Gy, p'x, ¢'b] =
= 0c, also Wpz, qs] = PYp'z,q¢'s]. Der Fall p =e, p’ = 2> (n > 0)
kann nicht eintreten wegen Y1, ¢l.(b) =0 == 1 = P2"** ¢'L(b). Es
bleibt also nur noch der Fall p = e, p’ = 2 zu untersuchen. Dabei ist
q €{a, aa}, ¢’ €{aa, aaa, aaaa}. Bei Pe q] = ¥z, q'] ergibe sich ,

3 = Ve, qlu(ana) = [z, ¢'lu(aaa)
Pusa(q'a00) = Du(q) P, ¢'Jex(a0i0) = 3 Pa(g') > 0,

im Widerspruch zu @..(wa) = 0 fir alle w € W(Y). Der stochastische
Operator @ bildet also kein Gegenbeispiel fiir die Vermutung, dass jeder
erzeugbare stochastische Operator eine Zustandsfamilie ¥ besitzt, bei
der aus Y[p,q] = ¥[p’,q'] und P[p,ql(s)> 0 stets ¥[pz,qs] =
= Y[p'x, ¢'s] folgt.

Ist @ ein erzeugbarer stochastischer Operator, so besitzt @ eine
Zustandsfamilie ¥, deren Elemente ¥[p,q] sdmtlich erzeugbare sto-
chastische Operatoren sind. In [1] wurde die Frage gestellt, ob das sogar
bei jeder Zustandsfamilie von @ der Fall ist. Die Antwort auf diese Frage
ist negativ.

Als Beispiel betrachten wir den im Automaten €, = [{z},{a}, {I, II,
[I1}, H;], dessen Graph die Abbildung 2 zeigt, durch den Zustand I er-
zeugten stochastischen Operator @' iiber [{z},{a}]. Dabei ist

1, falls p=¢=e,
Dylg) = | %, fir (p=a A g€{e,a}) V (Up) =2 A g €{a,aa}),
0, sonst .

1
X,8,3 m X,8,1
I II IIT
Q x,a,g w X,e,1
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Wie betrachten die Funktion ¥’ mit
Yle,e] = D'
1, fir n =0, w =,

1 e _
o firn=1 w=a,

Vla, eln (w) = 3 3, fir n =1, w=aa,
1, fir n > 2, w €{a, aa},
0, sonst;

1, fir n=0, w=e,

3 .
s, firn=1 w=e,

Yz, aln(w) =3 4, firn=1 w=a,
1, fir n > 2, w€{e, a}
0, sonst;
Pt 1, fir w=e¢e Pt
"7, alm (w) = 0, sonst = Y'[2"", aalm (w) .

Offensichtlich ist ¥’ eine eindeutige Abbildung, die jedem [p,q] mit
@;(q) > 0 einen stochastischen Operator iiber [{z},{a}] zuordnet. Wir
behaupten, dass ¥’ sogar eine Zustandsfamilie von &’ ist, d.h.

’ IFon w
@x"x’"(w) = z @x"(Q) b4 [CL ’ QLM <—>
q:¢;n(‘1)>0 q
gilt fiir alle n,m >0, w € W(Y). Diese Gleichung ist trivial fir #n =0
(wegen ®@.(e) =1) und n >2. Bei n =1 ist

2 PO¥ [ e (?0) =3 <T’[x> elam(w) + V'[x, alm (g))

D4 (9)>0

- { L fir m=0Aw€fe,a}l)V(m=>=1Aw€{a,aa})
~ 10, sonst,

= (p::'"'*‘l (w)’

was wir zeigen wollten. Der stochastische Operator ¥’[z, e] ist aber nicht
erzeugbar, denn es gilt
2 = Yz, el(an) > > P'[x, elu(aas) = 1
sEW(Y)
im Widerspruch zur vierten Behauptung des unten angegebenen Satzes
3.2, der in [1] bewiesen ist. Der auf der Basis von ¥’ nach Satz 3.1 kon-
struierte Automat zur Erzeugung von @ hat den in der Abbildung 3
angedeuteten Graphen.
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1
Xy 8y

x,aa,g

Abb. 3

Satz 3.2. Ist ¥ eine Zustandsfamilie des stochastischen Operators @
iber [X, Y], so gilt
1. Dfe)=1— Ve, e]= .

2. VpValp € W(X) N g € W(Y) N Dplq) > 0 — ¥[p, ql(e) = 1)
3. VpViVu(p,r € W(X) N w € W(Y)— Dp(w) <> Dylg) )
ng—v;ﬁﬂ
4. VpVqVr(p,r € W(X) N g € W(Y) = D,(q) < > Dp(gs))
seW(Y)

Wir bemerken noch, dass in [1] durch ein Beispiel belegt ist, dass die
Bedingungen 3.2.3 und 3.2.4 nicht hinreichend fiir die Erzeugbarkeit
von @ sind.

Wir haben schon gesehen, dass ein erzeugbarer stochastischer Operator
im allgemeinen mehr als eine Zustandsfamilie besitzt. Es gilt sogar

Satz 3.3. Ist M eine (nichtleere) hichstens abzihlbar unendliche Menge
von Zustandsfamilien von @ und ¢ eine Funktion von M in das reelle
Interval [0, 1] mit 3 @(¥) =1, so ist ¥* mit

vem
P[p, ql(s) = WZW ¢(F)p, ql(s) (fir p,r € W(X), ¢, 5 € W(Y)
€
mit D, (q) > 0)

eine Zustandsfamilie von @ .

Beweis. Bs ist klar, dass ¥?[p, q] stets ein stochastischer Operator
iiber [X, Y] ist und dass gilt
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S aormall)= S 0 3 dnr a(%)

9:Pp(9)>0 4:Pp(9)>0 ve

= s e s aveal))

yem q: (I)P (9)>0
= Z P(P)Dpr(w) = Dpr(w) -
venm

Aus dem Satz 2.3 ergibt sich, dass jeder stochastische Operator, der
wenigstens zwei (verschiedene) Zustandsfamilien besitzt, sogar kontinuier-
lich viele Zustandsfamilien hat. Wir suchen daher nach einer hinreichenden
Bedingung dafiir, dass ein erzeugbarer stochastischer Operator genau eine
Zustandsfamilie besitzt (wobei dann jedes Element ¥[p, q] dieser Zustands-
familie notwendig ein erzeugbarer stochastischer Operator ist und zwar
wird ¥[p, q] in dem beim Beweis von 3.1 konstruierten Automaten vom
Zustand [p, q] erzeugt).

Definition 8.2. Ein stochastischer Operator @ iiber [X, Y] heisst
separabel, wenn zu jedem p,r € W(X) und w € W(Y) mit @Dy (w) > 0
genau ein Anfangsstiick ¢ von w mit @,(q) > 0 existiert.

Natiirlich ist jeder synchrone sequentielle stochastische Operator sepa-
rabel. Man zeigt nun

Satz 3.4. Jeder separabel stochastische Operator besitzt hichstens eine
Zustandsfamilie. Ist @ separabel und ¥ eine Zustandsfamilie von @,
D, so st (fir p,r € W(X),q,s € W(Y) mit Dp(q) > 0)

P[p, ql(s) =

Selbstverstindlich existieren separable stochastische Operatoren, die
keine Zustandsfamilie besitzen, die also nicht erzeugbar sind.

Folgerung 3.5. Wenn @ ein separabler stochastischer Operator ist, der
eine Zustandsfamilie besitzt, so gilt

VpVqVr(p,r € W(X) A g € W(Y) A Bplq) > O %Eg(y)fppr(qe?) = D(9))

Satz 3.6. Es sei @ ein beliebiger stochastischer Operator iber [X, Y].
1. Wenn @ erzeugbar ist, so ist @ genau dann separabel, wenn @ die
Behauptung von 3.5. erfillt.
Wenn @ separabel ist, so ist @ genau dann erzeugbar, wenn @ die
Behauptung von 3.5. erfillt.
3. Wenn @ die Behauptung von 3.5 erfullt, so ist @ genau dann erzeugbar,

wenn D separabel ist.

[\

&)
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Man iiberlegt sich auch ohne Schwierigkeiten, dass alle Elemente
P[p,q] der Zustandsfamilie ¥ eines separablen und erzeugbaren sto-
chastischen Operators selbst separabel sind.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung iiber die Reali-
sierbarkeit von stochastischen Operatoren. In [2] wird eine Wortfunktion
@ e-realisierbar (realisierbar mit der Endmarkierung &) genannt, wenn
es einen determinierten (asynchronen) Automaten [X,Y,Z,4,2] und
einen Zustand z € Z derart gibt, dass ¢(p) = A(z, pe) fir alle p € W(X)
gilt. In Analogie dazu definieren wir (fiir ein beliebig fixiertes Element
e ¢ X):

Definition 3.8. Der stochastische Operator @ iiber [X, Y] heisst
durch die Situation # in den asynchronen stochastischen Automaten
C=[XU{e}, Y, Z H] realisiert, wenn @, = V([n, pe] fiir alle p € W(X)
ist.

Satz 3.7. Jeder stochastische Operator kann in einem Z-determinierten
asynchronen stochastischen Automaten durch einen Zustand realisiert werden.

Zam Beweis setzt man Z = W(X) und fir p,2z’ €Z,x € X,s € W(Y)

- ) {1, falls s = ¢ und 2’ = px,
[p: .'L'](S, Z ) - O, sonst
I , { Dy(s), falls 2"’ = e,
[p, el(s. ) = 0, sonst .
Offensichtlich ist hierbei € = [XU{e}, Y, W(X), H] ein Z-determinierter
asynchroner stochastischer Automat, in dem @ vom Zustand e realisiert
wird.
Das Problem, welche stochastischen Operatoren in endlichen asynchro-
nen stochastischen Automaten realisiert werden kénnen, bleibt offen.

4, Homomorphie

Wir definieren hier einen Homomorphiebegriff fiir asynchrone stocha-
stische Automaten, der etwas allgemeiner ist, als der fiir synchrone Auto-
maten bckannte Homomorphiebegriff. Diese Verallgemeinerung betrifft
die Abbildurg », die den Ausgabewortern des betrachteten Automaten
jene seines homomorphen Bildes zuordnet. Bei dem hier argrgebenen Homo-
morphicbegriff ist das homomorphe Bild eines synchronen Automaten
nicht notwendig ein synchroner Automat.

Definition 4.1. Es seien C€=[X,Y,Z H], ¢ =[X',Y',Z' H'
asynchrone stochastische Automaten. Ein Tripel y = [£, v, {] von ein-
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deutigen Abbildungen & von X auf X', » von Y in W(Y’) und ¢
von Z auf Z’ heisst Homomorphismus von € auf €', wenn fiir alle
2€Z, x€X,s EWY'), 2 €Z' gilt

HEQ, 6@6,2) = 3 3 Hiale ),
wobei » durch die induktive Definition w»(e) = e, »(qy) = »(¢)v(y) auf
die Menge W(Y) ausgedehnt ist. Wir sprechen von einem Z-Homomor-
phismus y von € auf G, wenn X =X', Y =71, &= 1Ix (die iden-
tische Abbildurg von X auf sich) und v = Iy ist.
Satz 4.1. Ist [& 1w, ] ein Homomorphismus von € =[X,Y,Z, H]
auf € =[X',Y',Z' H'), so gilt fur alle z€Z, p € W(X), w' € W(Y')

Vell(2), é(p)(w) = (; Vlz pl(w) -

Wir fiithren den Beweis durch Induktion iiber p. Im Anfangsschritt
sei p = e. Dannist &(p) = e und die linke Szite der behaupteten Gleichung
verschwindet genau dann nicht, wenn w’ = e ist. Anderseits ist auch
Vilz, €](w) > 0 genau dann, wenn w = e ist. Wegen »(e) = ¢ ist die
Behauptung also fiir p = e erfiillt. Wir schliessen nun von p auf xp fur
x€X. Bs ist

Vell@), Eaplw) = S S H[ZE) @) 2) - Vels E0)] (f”—)

s'eEW(Y) €z’ \ s’
= A 2 2 > Hiz (s, 2%) - V%), £(p)] (%)

SEW(Y') z*€Z *:l(z*)=7% si(s)=¢

= 3 3 3 Hgals ) > Vel pl)

s eW(Y) 2*€Z su(s)=¢ q:5"v(g) =’

= 2 2, > 2 Hiz (s 2¥) - Vel pllg)

shqisq =w su(s)=s" qirq)=q 2*€Z

w
- S S S Hmaesren )

wiv(w)=w’ sEW(Y) z*€Z v

= > Vzaplw),

wip(w) = w’
was zu beweisen war.
Auf dieselbe Weise wie 4.1 beweist man unter Benutzung von 4.1 den

Satz 4.2. Es sei y=[& v ] ein Homomorphismus von € auf (O
und fur 1 € Iy, set

s ) = > 2 s ).
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Dann gilé far alle 1 € Iy, , p € W(X), w' € W(Y’)
Velxn), é@Nw) = > Vil plw) .

w: p(w) =w’
Folgerung 4.3. Ist y =[Ix,Ix,,] ein Z-Homomorphismus von
C=[X,Y,Z H] auf ¢ =[X,Y,Z, H], so ist 5~ y(n fir alle
N € lyyyz 2 ~{() firalle z€Z und € ~C¢'.

Satz 4.4. Jeder asynchrone stochastische Automat ist homomorphes Bild
eines synchronen stochastischen Automaten bei einem Homomorphismus, der
nur aus eineindeutigen Abbildungen besteht.

Zum Beweis betrachtet man zu gegebenem asynchronen stochastischen
Automaten € = [X, Y, Z, H] den Automaten C* = [X, W, Z, H] und
den Homomorphismus [y, I W I,] (man beachte, dass z.B. das leere
Wort e, wenn es in Wy liegt, ein Ausgabebuchstabe von C* ist).

Wenn der Satz 4.4. auch trivial ist, so hat er doch die interessante
Folgerung, dass ein stochastischer Operator genau dann in einem Z-end-
lichen asynchronen stochastischen Automaten durch einen Zustand er-
zeugt werden kann, wenn er das ¥Y-homomorphe Bild eines regulidren (syn-
chronen sequentiellen) stochastischen Operators ist.

Sektion Mathematik
der Humboldt-Universitidt zu Berlin
DDR-108 Berlin, Unter den Linden 6
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