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1. Der Fall c(z) ) 0

l. Es sei -E eine Riemannsche Fläche und c(z) eine Dichte auf X ,

d.h. eine nebst ihren ersten Ableitungen stetige reelle Grösse, die sich
bei einer Vertauschung des lokalen Parameters so transformiert, dass

der Ausdruck c(z)ld,zlz invariant ist. Dann hat die Differentialgleichung

(1) lu: c(z)u

eine invariante Bedeutung. Gervöhnlich nimmt man an, dass o(z) ) 0 ist.
In der vorliegenden Arbeit u-erden u'ir auf diese Annahme verzichten und
sie durch eine schu'ächere Bedinguug ersetzen.

2. Es sei K c X ein kompaktes Gebiet, AK sein Rand und .K :
K U AK. Die Funktion å sei in .K stetig und in 1( harmonisch. Die
X'unktion z sei in -E stetig und eine Lösung von (f) in K .

Im Falle c(z)2 0 sind dann die folgenden Resultate bekannt:
1o Ist u(z) 2 0 auf 0K , so ist u(z) 2 0 itr K .

2o Ist h(z) >- u(z) 2 0 auf äK , so ist h(z) > w(z) in K .

3o Ist u(z) : 0 afi 0K , so ist nr,(z) : 0 iir K .

4" Wenn das G:biet 1{ in bezug truf die R'andwertaufgabe der har-
monischen Funktionen regulär ist. so ist auch die Randwertaufgabe der
Gleichung (1) (fiir jede stetige Randfunktion) in K lösbar.

5o Fiir dieselben Gebiete ist aueh clie Existenz der Greenschen Funk-
tion der Gleichung (l) garantiert.

6o Es gelten die Harnackschen tlngleichungeu: Ist u eir.e nichtnega-
tive Lösung von (1) in einem Gebiet G und 1( ein kompaktes Teilgebiet
von G , so existiert eine von der Funktion z und von den Punkten z, , z,
unabhängige Konstante k > 0 , so dass die Ungleichungen

It-Lu(zr) ! u(zr) < k u(zr)

fiir alle Punktpaare 22,z1e 1( gelten.
7o Ist B eine X'amilie von Lösungen der Gleichung (1), die in jeder

kompakten Menge von -P, gleichmässig beschränkt sind, so ist B normal.
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2. Eine allgemeinere Beilingung fiir c(z)

3. Wir verzichten nun auf die Bedingung c(z) ) 0 . Es sei K ein
kompaktes Gebiet von -8 , wo die ll,andlrertaufgabe der harmonischen
X'unktionen fiir jede stetige Randftrnktiorr / lösbar ist. Die Lösbarkeit
der entsprechenden Rand'wertaufgabe der Gleichung (1) reduziert sich
auf die Lösbarkeit der fntegralgleichutrg

(2) i* J j s(z't)c(a)u(z)do"

wo g@ , e) die harmonische Greensche Funktion des Gebietes K mit
dem Pol 4 und ä die harmonische X'unktion mit, den Randwerten / ist.

Nach der Theorie der Integralgleichungen besitzt entweder die In-
tegralgleichung (2) (mit ä(6) + 0) eitre Lösung. oder die entsprechende
homogene Gleichung

(3)

hat eine Lösung 'u , die nicht identisch r-erschrvindet. Im erstetr Falle
ist u die gesuchte Lösung der Ratrdt'ertaufgabe. im zr'r'eiten Falle ist
o eine Lösung von (1), die auf dem Ratrd D-lf versch'w,indet, ohne in K
identisch zu verschwinden.

4. Die Greensche X'unktion G(z , i) der Gleichung (l) in dem kom-
pakten Gebiet K ist eine X'unktiorr mit den folgenden Eigenschaften:

L" ÅG(2, () : c(z)G(2, C) i, 1; - {4}.
2" G(z , q - g@ , e) ist in 1{ - { (} beschränkt.
3' Die Ableitutrgen

(G(r, () - g(z , ;)) urld

sind in U - {å}
4o G(z,q ist
Wenn ma,n

setzt, geniigt n

e

0̂y

a

d̂r

I rr
2*JJs\a'

beschränkt: \\-o L- eine LTrngebung r-orl ; ist.

der Integralgleichung

(4) z)c(w)u(w , ()do* ,
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Leunr Mvnnrcnc, tlber die fntogration der Gleichung Åa - c(z)u

z)g(w , C)c(w)do*

ist. Die at (4) gehörige hornogene Gleichung ist dieselbe rvie (3), woraus
folgt, dass die Gleichungen (2) und (4) gleichzeitig lösbar sind. Die X'unk-
Lion G(z , C) : g(z , C) * u(z , C) ist clann die gesuchte Greensche Funk-
tion.

5. Auf Grund der vorigen Betrar:htungen stellen wir fiir die Dichte
c(z) die folgende Bedingung auf:

Beilingung A. Ist K ein komyto,ktes Gebi,et und, u e,ine in R. stetige

Lösung aom (1) i,n K , di,e auf 0K t:erschwi,ndet, so aerschw,i,nd,et u ,id,en-

ti,sch i,n K.
Diese Badingung ist immer irn Falle c(z) >- 0 erfiillt.
Wir u'erdetr truu untelsuchen. u'elche von den Eigenschaften lo-7o

in Nummer I noch giiltig sind.
lo Es sei u eine Lösung von 1l). die auf äK nichtnegativ ist. Be-

hauptung: u(z)Z 0 in K. Antithese: Die ller:ge {ze K iu(z) <0} ist
nicht leer; es sei Ko eine votr ihren Kornponenten. /1, ist ein kompaktes
Gebiet, und auf ?Ko ist u(z) : 11 . rvoraus u(z) :0 irr 1{o folgt (Be-
dingung A). Dies ist eirr llriderspruch, und die Antithese ist falsch.

2" gilt nicht.
3o-5o sind trivialerweise giittig.
6o Es sei U(O , n) ein Parameterkreis und G(z , C) die Greensche

X'unktion von (1) in U(0 , R). Die (innere) normale Ableitung '*?:')"dn
existiert in jedem Punkt ; € [r(0 " ,E) und ist stetig il ?U(0 , R\XU(O , R) .

Dies folgt daraus, dass die harmorrische Greensche Funktion diese Eigen-
schaften besitzt und die zu'ei Greenschen Funktionen dulch die Gleichung

I rr
* J J17(u'

)G(z ,tst *-^
0?2.

inf YV')

in AU Q , R) X U(0 , R') , wenn R' fleniigend klein ist.
Es sei in U(0 , R)

{ls(w'
u{0, R)

;)

z)c(ru)G(u: , ()do*

AUQ , R) x LI(0 , -B) WirYerkntipft sind. Ferner
wollen zeigen, dass
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c(z) {.i, : Konstante (,1 > 0) .

Die Gleichung Aa: la },at in I-r(L|,.R) dieGreensche n'unktion G,.(2,0) ,

die nur vorr r : lzl abhängt, unrl somit der geu,öhnlichen Differential-
gleichung

1

a'+;t:'-7u:fi

geniigt. Sie kann nicht die Anfangsbedingungeu u(R1 :O,a'(R)-g
erfiillen, woraus folgt, dass auf ätI(O . J?) die normale Ableitung

(5)
7G^(e , 0)

ist. Andererseits ist die Differerrz

v(z): G,.(z,o) - G1z,ts1

in U(0 , R) - {0} beschränkt: :y(z)l ! M , unrl

/y(z): 1G^(2,0) - c(z)G(2.0) > )'(Gr(.2, ()) - G(2.0)): iy(") .

Esist somit Åy(z)> 1y(") in [:1tt.fi) -- {0j rud y(z):0 auf 0Li(0,R);
wir behaupten, dass 7(z) <0 in I-(lJ.,E) -i0). Es sei 0(q(A
und an eine Lösung von la : ir: it"t L'(0 . /?) -- tr(0 , g) mit den Rand-
rverten an@):0 auf aLr(0.1?) .t,,,(a) :l auf ati(O,S) . Dann ist,

Å(y(z)-ar(z))>),(y(z)-uo@)) in t.r(O.A) - a'(0,a) , y(z)-Man@)
: 0 auf aU$ , R) und y(z) - -11a,,(z)'< t) auf 0D(0 , g) . woraus

folgt, d.ass y(z) < Man@) in t/(0.1?) - Atn -si. Nurr. ist aber ftr alle

z e UQ, A) - {0} lim zo(z) : 0 . und hieraus folgt die Behauptung

v(z)-O. (

Es gilt somit in U(0 , R) - {0}

G(2, (|) 
=

und ferner

0G(2. u) 0(i,12. u)
I '_:_ *>
^._-0t? 0 tt

?, eAll(o , R). Wegen cler -§tetigkeit \-orl 
y*I in at-(0 , R)

ä) folgt aus (5) und (6),dass fiir geniigelrd kleines R' in AL-|(O, R)

R')
0G(2, i) t?L

7tt == 2

(I)

(6)

fiir alle

x u(0,
xu(0,



Leunr Mvnsnnc, llber die Integration tl"':r (iielrltltrtg ,-lu :::-r c(.2\tt

1G(z , C\
gilt, d.h. i* ff >0 in au(o ,-B)x tl(o, -B') . *-ie behauptet wurde.

Es sei nun u eine nichtnegative Lösung von (l) in einem Gebiet G

und U(0 , R) ein Parameterkreis mit U(O , Rl g G ' Dann hat u in
U(0 , R) die Integraldarstellung

(7)
I r AG@, ()

0u(0, R)

und die Harnackschen Ungleichungen in 6o in l{umrner I folgen daraus

auf die gewöhnliche Weise.
Bemerlcung. Aus den Harnackschen Ungleichungen folgt speziell, dass

eine nichtnegative Lösung von (l) entweder iiberall positiv ist oder iden-

tisch verschwindet.
7' gilt auch unter der Bedingung A. Ist nämlich B eine I'amilie von

Lösungen der Gleichung (1), die in jeder kompakten Menge von "ä'gleich-
mässig beschränkt, sind, so folgt aus (7) die gleichgradige Stetigkeit der

X'unktionen von B in jeder kompakten Nlenge r.on F. Dies impliziert aber

die Normalität, der X'amilie B.

3. Uber ilie Existenz einer po§itiven Lösung auf der ganzen Fläehe

6. Die X'läche -F'sei nun speziell nichtkompakt. Wir können (unter der

Bedingung /.) eine auf der ga,nzen X'läche .F' positive Lösung von (1) auf
folgende Weise konstruieren:

Es sei (8,),n: !,2,... eine Ausschöpfullg YoIl .F' mit den kom-
pakten Gebieten -t'o , so dass in 1^ die Rands-ertaufgabe von (1) lösbar

ist. Es sei wo das ellipti,sche trIass von (1) in .F, , d'h. diejenige Lösung

von (1), die auf .E', die konstanteu Rand'rerte ,/(z) : I besitzt. Dann
ist w,(zl > 0 in -F', , und fiir einen festen Punkt zo € Ir bilden die X'unk-
tionen u,:

w"(z\
ao(z): _"@d.n:r.2..

eine X'amilie rron Lösungen von (1), die u-egen 'c"\zo) : 1 und der lfar-
nackschen Ungleichungen in jeder kompakten ]Ieuge Yon X gleich-

mässig beschränkt sind und somit eine normale I'amilie B bilden. Aus
B kann eine Teilfolge gewählt werden, die gleichmässig in jeder kompak-
ten Menge von .E' gegen eine Grenzfunktion c konvergiert, die in I
der Gleichung (1) geniigt und wegen a(z) : I iiberall positiv ist. Ist
c(z) # 0 , so ist o nicht konstant. - Wir haben somit, den
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Satz 1. Es sei c(z) e,ine auf d,er nichtbomgtaltten Riemannschen Xlciche I
d,etini,erte Di,chte, d,ie d,ie Bed,ingung A erfhllt. Dann eristiert auf I eine
ytositiae Lösung uon (l), rli,e im ?alle c(z) fr 0 ni,cht konstant ,i,st.

Umgekehrt kann man zeigen: Hat die Gleichung (1) eine auf der gar:rzer,
n'läche .lI positive Lösung, so erfiillt die Dichte c(z) die Bedingung ,4. .

7. Betreffs der Giiltigkeit von Befingung ,4 geben wir das folgende
Beispiel:

Beispiel 1. Es sei E eine hyperbolische Riemannsche n'läche, a(z)
eine Dichte auf .P und g(z , C) die harmonische Greensche X'unktion
von -X'. Wenn das fntegral

(8) [ I I I r,@,c)tc(z)tbG)td,o.do,14nz
.Fxf

ist, gilt die Bedingung A.
Bewe'is. Es sei K ein kompaktes

tegralgleichung
Gebiet, so dass die homogene In-

wo g*(2, f) die harmonische Greensche X'unktion von K ist, eine nicht
identisch verschwindende Lösung hat. Dann ist nach der Schwarzschen
Ungleichung

* IJ ex.* , c)c(z)u(z)d,o,,

lf u@)z

U*@)z
utegration

If

I nn
:*ntK

--- l#,r(

Multiplikation mit icG)l und I

U 
LcG)z lc(() ldoe

f f { { n'n, r) v@)t Ic( c)t d6do,
I(x I( Uu@)'

lc(")l do,

lc(z)l do, ,

iiber K

,.c(C)z= *U t ,,xr, C) tc(z)t tu(z)tdr,)

woraus durch

I
5 "r*,

folgt. \Megen

lc(z)l do,



Leunr Mvnsnnc, Uber dre Integration d3r Gtreicilung Au - c(z)u, I

U 
u@)2 lc(r)l,r1o,7 {r

ergibt sich hieraus

(e) , 
=-h I I { [ r@, t) tc(z)] rc(oi doucto,

I<xI<

= fi I I I I r,(2, e)lc(z)i lc(() r, rtod,o,.

Ist nun die Bedingun* ,r, "rår,r, 
enthält (9) einen \\riderspruch, und die

Bedingung .4 ist erfiillt.

4. Uber die Existenz der Greenschen Funktion der Gleichung Äu : c(z)u
aut der ganzen Fläche

8. fm X'alle c(z) >- 0 , c(z) 7 O existiert auf' jeder, Riemannschen
tr'läche X die Greensche Funktion

G@ , e)::åp Gu@ , e) (K kompakt)

(vgl. [a]). Wenn die Dichte c(z) nur die schwächere Bedingung -4 erfiillt,
ist dies nicht mehr immer der I'all. Aus clem Beispiel 2 geht hervor, d"ass

sogar die folgende Situation möglich ist:
Es gibt eine kompakte Riemannsche Fläche .t' und auf -F eine Dichte

a(z) (g 0) derart, dass atf I eine positive besehränkte Lösung von (l)
existiert,, aber die punktierte I'läclie I - {ro} nicht die Greensche X'unk-
tion besitzt.

Beispiel 2. Die Riemannsche Fläche F sei die eru'eiterte komplexe
Ebene d, und die Dichte c(a) sei fift z * ce durch den Ausdruck

,zz - |
a(z) : a 

1=;, a 4( ;i _: tf
gegeben. Dann hat o in der Umgeburrg des Punktes z: o als X'unk-
tion des lokalen Parameters w : Llz den Ausdruck

| - iwlzc(w): a 
1zt*7- rx rr + rr

und ist somit auf der ganzen tr'läche C definiert,. Diejenige Teilfamilie
der Lösungen .rron (I), die nur von r : lzi abhängen, hat die X'orm
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fi+zl I 2 \ ^l(I0) u(zl :'T;lr,V* f 3ln(r2 + 2) + zrnr) + C4 
'

wo CL und Cz reelle Konstanten sind. X'iir C, : 0 , Cz: I erhält
man aus (10) die partikuläre Lösung

12+2
uo@): r+ t,

die in der Umgebung des Punktes z: Q in dem lokalen Parameter

ry: llz den Ausdruck

2lwl2 { L

ur(w): 
lwl;.r I

hat. Die Lösung zo ist somit auf der ganze\t x'läche d definiert und geniigt
den Ungleichungen

r{uo@)<2.
Aus der X'amilie (10) erhält man auch die zu dem Kreis U(0 , -B) gehörige

Greensche Funktion von (l),

r12i_21 fr-R\ 3. tr+2 ,Bl
G^(2,0): z tr+rl1waz11r44 *;lu r+, +t"71

X'iir -B-> co wächst Go@,0) unbegrenzt, und in C gibt es somit keine

Greensche Funktion von (1).
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