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Einleitung

F. und R. Nevanlinna fihren in [4], II1.2.6, eine Verallgemeinomng
der alternierenden (Cartanschen) Ableitung von Differentialformen (dort
Rotor genannt) ein und beweisen damit den Satz von Stokes fiir Simplexe
([4], IIL.2.7). Daran anschlieBend ([4], IT1.2.8) beginnen sie einen zweiten
Beweis des Stokesschen Satzes, dessen Ansatz im Grunde genommen
niherliegt als die Idee ihres zuerst zitierten Beweises. Dieser zweite Beweis
wird jedoch nicht zu Ende gefiihrt, weil das dabei henétigte gleichmiiBige
Verschwinden eines gewissen Restgliedes »im allgemeinen nicht direkt zu
ersehen ist«.

Ziel dieser Note ist die Fortfithrung jenes Beweises durch eingehendere
Untersuchung des fraglichen Restgliedes.

Genau diese Aufgabe hat sich bereits T. Klemola in [2] gestellt. Aller-
dings dndert er die Nevanlinnasche Definition des Rotors ab?l), wodurch
der Beweis des Satzes von Stokes erheblich erleichtert wird. Zwar impli-
ziert die Voraussetzung bei Nevanlinna (Stetigkeit des Nevanlinnaschen
Rotors) die Existenz und Stetigkeit des Rotors im Sinne von Klemola,
doch ergibt sich dies erst als Folgerung des zu beweisenden Stokesschen
Natzes.

Wir fiihren die nachstehende Untersuchung mit einer in [1] behan-
delten, dem Nevanlinnaschen Rotor entsprechenden Verallgemeinerung
der alternierenden Ableitung durch. Auf diese Weise vermeiden wir zu-
sitzliche Uberlegungen im Zusammenhang mit den bei Nevanlinna er-
forderlichen Zerlegungen eines Simplex in Teilsimplexe mit gleichmiiBig
beschrinktem Regularititsindex, da jetzt Wiirfel an die Stelle der Sim-
plexe treten. Der hier dargestellte Beweis ldBt sich jedoch ohne weiteres,
etwa mit Hilfe der von H. Whitney ([5]. Appendix II.4) angegebenen
»Normalunterteilung« (»standard subdivision«) eines Simplex, auf die
Nevanlinnasche Theorie iibertragen.

Zur Vereinfachung der formalen Darstellung beschrinken wir uns auf
(n—1)-Differentialformen im n-dimensionalen reellen Zahlenraum R":
zur Herleitung des Stokesschen Satzes fiir Differentialformen in einem

1) Man vergleiche?). Die Definition von Klemola ist nicht mit der Nevanlinna-
schen édquivalent, vielmehr folgt aus der Existenz des Rotors in seinem Sinn, daB
der Nevanlinnasche Rotor existiert und stetig ist.
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beliebigen reellen linearen Raum mit Skalarprodukt kann die hier ver-
folgte Idee aber auch ausgenutzt werden.

In dem Fall, daB die vorgelegte Differentialform Koeffizientenfunk-
tionen mit Werten in einem reellen oder komplexen linearen Raum endlicher
Dimension besitzt, folgt das gleichméBige Verschwinden des in Rede
stehenden Restgliedes (oder gleich der Stokessche Satz) auch aus einer
von Cl. Miiller [3] gefundenen Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes
der Differentialiechnung (man vgl. [1], 5.1, oder [1a], 4.1).

1. Definitionen und Bezeichnungen

Wenn wir im folgenden von n-dimensionalen Wiirfeln sprechen, ver-
stehen wir darunter stets kompakte n-dimensionale (nicht notwendiger-
weise achsenparallele) Wiirfel des R* (n = 1). Den euklidischen Inhalt
eines solchen Wiirfels W c R™ bezeichnen wir mit I(TV). Von den vor-
kommenden (n—1)-Differentialformen nehmen wir an, daf} ihre Koef-
fizientenfunktionen Werte in einem reellen oder komplexen Banachraum
(B, 1) besitzen.

Definition 1.1. Es sei o eine in einer Umgebung U(x*) von «* € R"
stetige (n—1)-Differentialform. Falls dann ein solches f(x*) € B cuvistiert.
daf fur alle n-dimensionalen Winfel W mit W c U(x®) cine Zerlegung

f o = f F@*) day A+ A daw + IOV 125,
ow w

besteht, wobei es zu jedem € >0 ein O(e, %) > 0 so gibt, dafp r(@*, W),
< ¢ fir alle W {z€R"| [x—a* < 0(e,a*)} mit a*€W?) gilt, so
heifft © n a* elementar derivierbar.
Ist @ in 2* elementar derivierbar, so ist f(a*) eindeutig bestimmt.
Hinreichend, aber nicht notwendig zur elementaren Derivierbarkeit
der stetigen Differentialform o ist die Differenzierbarkeit von o in a*.
Wenn o in allen Punkten einer Menge M S R™ elementar derivier-
bar ist, setzen wir f: M 3 x> f(x) € B und definieren

do := fdx;N\... \Ndva.

Die n-Differentialform do stimmt mit der iiblicherweise erklirten Cartan-
schen Ableitung von o iiberein, falls o differenzierbar ist.

2) Die der Eigenschaft a* € W in der Nevanlinnaschen Theorie entsprechendc
Bedingung 1iBt Klemola bei seiner Definition ([2], 10) weg.
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2. Der Satz von Stokes

Zundchst wollen wir die gleich benstigten Eigenschaften des Rest-
gliedes r(x*, W) aus Dofinition 1.1 beweisen. Dazu bemerken wir, daB
wegen

I(w) = /dxlA.../\dxn

w

die Identitat

1
(2’1) ’I‘(."C*, Wr) = m/w — f('l?’)

ow

besteht.

Lemma 2.1. Die (n—1)-Differentialform o sei in allen Punkten des
n-dimensionalen Wiirfels W, elementar derivierbar. Wird Wy in N in-
haltsgleiche Teilwirfel W; (i =1,...,N) zerlegt und dann je ein Punkt
€W, (i=0,1,...,N) gewdhlt, so gilt

1 X 1 X
r(xy, W) = - v % (i, Wi) + :—*Zl (f(x:) — flxo)) -

Beweis. Lrsetzen wir in (2.1) jeweils a* durch @ und W durch
Wi (¢=0,1,...,N), so laBt sich die Behauptung durch einfaches
Nachrechnen verifizieren, wenn wir noch die Additivitit des Randintegrals
und des Inhalts

f sz bzw. I(W,) = NI(Wy) (i=1,...,N)

berticksichtigen.
Lemma 2.2. Die Voraussetzungen von Lemma 2.1 seien erfullt. Gilt dann

(@, W)l = €,
so besteht fur mindestens ein i €{1,..., N} die Abschitzung

(e, IV@)?{ = (' — max ’f(%) — flag) .

j=1ee, N

Beweis. Wire die Behauptung falsch, dann hitten wir fiir alle ¢ =1,
.., N
b

(e, Wo)| < C — ma‘( ) — flag)

J=1s0

und damit nach Lemma 2.1
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lr(xy, Wo)ll = max [ir(ri, Wi)| + max [f(x:) — f(x)]
i=1,., N L N

< € — max [f(aj) — flx) + max [f(xi) — flx,) = C

N

j=1,...N i

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Mit Hilfe von Lemma 2.2 beweisen wir den Satz von Stokes:

Satz 2.3. Die (n—1)-Differentialform o sev in allen Punkten des n-
dimensionalen Wiirfels W elementar derivierbar; daritberhinaus sei  do

in W stetig. Dann gilt
A/\(u = f{l(').
ow W

Beweis. Wir zerlegen W durch Halbieren der Kanten in 2" inhalts-
gleiche Teilwiirfel W, (¢ =1,...,2"). Dann halbieren wir die Kanten
jedes Teilwiirfels, wodurch eine Zerlegung von 1" in (2")* inhaltsgleiche
Teilwiirfel W, (i =1,...,(2"?2) entsteht. TIterieren wir diesen Vor-
gang, so gewinnen wir eine Zerlegung von 1" in 2" (»==1.2....) Teil-
wirfel W, (i=1,...,2"), wobei

1
I(w,) = S5 1an)

YUl

fiir » — oo gegen Null strebt.
Wir wihlen je ein z, € W, beliebig. Insbesondere in den Punkten
a,; ist o elementar derivierbar, so dall wir nach Definition 1.1

¥
2"" 2"1' anr
fm => [o=> ff(r”) dey /oo ode, = > TOW ) e, )
i1 i1

i=1
oW oW Wi

fiir jedes » € N:={1,2,...} erhalten. Auf Grund der Stetigkeit von
do = fdae, A... Ndx, in W konvergiert die vorletzte Summe fiir » — =«
gegen das Integral von do iiber TI". Die letzte Summe schitzen wir
durch

ZII(W,,i) (e, W) = max r(r,. 1) Zl I,
L i i=1...21" i
ab, wobei

LV,) = 1)

i

[=

¢ilt. Daher bleibt zu zeigen, daf} es zu jedem e > 0 ein solches N(¢) gibt,
dal3
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max (v, ,

ri
P20

”'ri» < €

fir alle » > N(¢) ist.

Die Annahme, dafl diese Behauptung falsch sei, soll zum Widerspruch
gefiithrt werden. s gebe also ein ¢, > 0 und eine Folge natiirlicher Zahlen
¥ — oo mit

v

max |, . W)

ies1,...,20

€o

fiir alle »" . Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von
do = fdr, ... Ndwa

in W liBt sich ein », aus der Menge der Zahlen » so wilhlen, dal}

1
sup If(@e) — fly) = 3 %o

xYEW,;

fir alle ¢ = 1.....2" gilt. Zu », gibt ex ein ;€ {1, ....2" } mit

v

W) = max r.;. 1T.)

Poly

& -

—
(89
[

~—
=

—
=

i=1,..,2000

Wir bestimmen zu jedem » €N ein k €N mit & >k, kb =
derart, dafB} fiir alle ¢ =1,...,2"™

1
(23) s Ufe) = fy) = g

oy €Wy

ist. Diejenicen Wirfel W, (i=1,....2"), welche in I, ent-
halten sind, bilden eine Zerlegung von V., . Daher ldit sich Lemma
2.2 anwenden, und wir erhalten auf Grund von (2.2) einen solchen Teil-

wiirfel 11, ; < 1", . dall nach Berticksichtigung von

1
max  ftn) — flg) = s f@) =) = e
i=1...,2k RENLS
Wy, i C W

;"(;'.u
die Ungleichung
1

(2.4) (X W) = & — 5 €

besteht. Die Anwendung von Lemma 2.2 auf die Zerlegung von 1V,
in die Teilwiirfel W, (i=1...., 2" G, Wy, ) liefert einen
Teilwiirfel 11, < W, mit
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1 1
ZaTge T m
wenn wir jetzt von (2.4) ausgehen und (2.3) fiir » = 1 beachten. Durch
Iteration dieser SchluBweise entsteht eine Folge von ineinandergeschach-

telten Wirfeln W, , D W, . D...D Wy D..., deren Inhalt
1
1(Wsyi) = gy 1)

gegen Null strebt, wobei nach (2.3) fiir alle » = 1, 2, ... die Abschéitzung

: v 1 €o
(2.5) @i, W)l = 2 (1 -2 ;) =5 >0
gilt. Die Punkte x,, konvergieren gegen einen Punkt & € IV, Damit
wird

@iy, Wiyl = lr(eni,, Wei) — r(@, Wiga) !+ r(E, W)l
= @) — flaw)! 4 1r(@ 5 Wi

Der vorletzte Term dieser Ungleichung strebt gegen Null wegen der Ste-
tigkeit von f insbesondere in & . Die Zahlen |[r(Z, Wy,;,)! Dbilden eine
Nullfolge auf Grund der elementaren Derivierbarkeit von « insbesondere
in &, weil die Wiirfel W,,;, im Sinne von Definition 1.1 gegen & kon-

vergieren und & € Wy,;, fir alle » gilt. Daher strebt auch
lIr (@i s Wiy

gegen Null im Widerspruch zu (2.5), und der Satz von Stokes ist bewiesen.

Rheinisch-Westfélische Technische Hochschulz Aachen
Institut fir Reine und Angewandte Mathematik
D-5100 Aachen

Deutschland
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