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EINE ERWEITERUNG DES
HARTOGSSCHEN STETIGKEITSSATZES

WOLFGANG TUTSCHKE

Der bekannte Hartogssche Satz, nach dem eine Funktion von n kom-
plexen Variablen stetig ist, wenn sie von jeder einzelnen komplexen
Variablen holomorph abhéngt, 14t sich in der Sprechweise der Theorie
partieller komplexer Differentialgleichungen wie folgt formulieren:

Ist f (fast tiberall in jeder z;-Ebene) Lésung (im Sobolevschen Sinn)

des Differentialgleichungssystems (z; = «; + i y;)
9 ;
__f;=£<a_f+i_€f_>=0, ) =1 ..,n,
025 2 \ox; oy;

und ist f eine stetige Funktion jeder einzelnen komplexen Variablen z;,
so ist f auch als Funktion aller Variablen stetig ).

Bei einer solchen Betrachtungsweise kann man die Stetigkeit von f
als Folgerung des identischen Verschwindens der partiellen Ableitungen
beziiglich 2% ansehen. In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, daB die
Stetigkeit bereits aus einer schwicheren Eigenschaft dieser partiellen
Ableitungen folgt.

Von der komplexwertigen Funktion f werde vorausgesetzt, da} alle
partiellen komplexen Ableitungen of / 92% (im Sobolevschen Sinn) existie-
ren. Dann sei 2)

I 1A s f o,

oz
g; = f ’

0, falls f= 0.

1 Auf die zweite Voraussetzung kann nicht verzichtet werden, wie das folgende
Beispiel zeigt: Ist f(2) = 0 fiir z = 0 und f(z) = 1 fiir 24 0, s0ist gf | 92%* = 0
fast iiberall, jedoch ist f nicht eine stetige Funktion von z.

2 Dieser Ansatz verallgemeinert die Definition der Hilfsfunktion ¢ = A4 + Bf* | f
fir f4 0 im Fall von Lésungen w = f der Vekuaschen Differentialgleichung
ow | 0z* = Aw -+ Bw* (vgl. I.N.Vekua [9]—[10]). Die hier verwendete n-di-
mensionale Variante dieses Ansatzes wurde auch schon in [7]—[8] verwendet,
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Hierbei sei bemerkt, daf (auch wenn im folgenden mit dem Lebesgue-
Integral gearbeitet wird) eine Abdnderung der g, auf einer Menge vom
MaBl Null nicht zuldssig sein soll). Die (Sobolev-)Ableitungen von g;

beziiglich  z;,, ..., 7, werden (im Fall ihrer Existenz) mit g, ;...
bezeichnet. Sind alle j,,...,j; voneinander verschieden, so werden die
von ihnen verschiedenen natiirlichen Zahlen zwischen 1 und n mit
ky,..,k,_, bezeichnet. Dann gilt fiir (in offenen Mengen definierte)
Funktionen f von n komplexen Variablen der folgende

Satz Die Funktion f ist stetig als Funktion aller Variablen, falls sie
den folgenden Voraussetzungen geniigt:

19, Als Funktion jeder einzelnen komplexen Variablen ist f stetig.

20 Fir alle A, 1 <1 <n, und fir alle voneinander verschiedenen
ganzen Zahlen §y, ...,j, zwischen 1 und n evistieren die g; .. , wobei
die [ 95,

integrierbare  Funktionen wvon  z , ..., 2, und fir jedes k auch wvon

lokal beschrinkt seien *) und auferdem im Lebesgueschen Sinn

Ziy s e %y % sind.

30 Ist i,,..,i, eine Permutation von j,...,7J,, so sei Giyoriy =
L
Djyeeiy °)-

49, Die 9y seien fir 1 <1 <n—1 stetige Funktionen wvon

i
:kl T T
. In allen Punkten, in denen f = 0 ist, sind auch alle of | ez = 0°).

3Dao entspricht der Tatsache, dafl bei einer solchen Abédnderung die stetige
Abhéangigkeit auch von einzelnen Variablen verlorengeht. Ubrigens erreicht man im
folgenden groBere Allgemeinheit, wenn die g; im Fall f = 0 auf andere geeignete
Weise definiert werden (vgl. Bemerkung 5)).

4Die Beschrinktheit wird nur vorausgesetzt, um Abschitzungen der Form

(C=¢&+1n)
JJ ] v [ ] o

zu ermoglichen. Anstelle der Beschrianktheit kann aber auch L?-Zugehorigkeit mit
p > 2 vorausgesetzt werden, da (1/p + 1/g = 1)

[ e < (f freviean)” (][ )

ist ( vg,l I. N. Vekua [10]).

5 Falls die hoheren Ableitungen von f selbst existieren, kann man diese Aussage
durch Verwendung der Quotientenregel herleiten (dazu mull aullerdem verwendet
werden, daf3 Ableitungen hoherer Ordnung von der Reihenfolge der Differentiationen
unabhéngig sind).

6 Funktionen mit dieser Eigenschaft kénnte man in Verallgemeinerung eines von
L. Bers [2] geprigten Begriffes approximativ analytisch nennen (beziiglich anderer
Definitionen dieses Begriffes bei mehreren komplexen Variablen vgl. [8] und H. Begehr

(1.
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Im klassischen Fall, wo f eine holomorphe Funktion jeder einzelnen
komplexen Variablen z; ist, verschwinden alle of / oz’ identisch (nach den
Cauchy — Riemannschen Differentialgleichungen), so dafl insbesondere
zunichst 5° erfillt ist. Aber auch die g, und alle iibrigen g, ...;

verschwinden identisch, so daB die Voraussetzungen 2°—4° trivialerweise
erfilllt sind. Da die gewchnliche komplexe Differenzierbarkeit nach z;
die stetige Abhdngigkeit von z; impliziert, ist auch 19 erfiillt. Damit
zeigt sich, daB der klassische Hartogssche Stetigkeitssatz als Spezialfall in
dem behaupteten Satz enthalten ist.

Die behauptete Verallgemeinerung des Hartogsschen Satzes wird durch
Zuriickfithrung auf den klassischen Fall bewiesen. Diese Zuriickfithrung
wird durch Lésung der inhomogenen Cauchy — Riemannschen Differential-
gleichung in » komplexen Variablen realisiert. Dadurch kann man aus
der gegebenen Funktion f einen in allen n komplexen Variablen ho-
lomorphen Faktor herausziehen. Dieser ist nach dem klassischen Hartogs-
schen Satz stetig. Vom zweiten Faktor der beabsichtigten Produkt-
darstellung von f wird die Stetigkeit (in allen Variablen) direkt gezeigt,
so daB damit f als stetig erkannt wird 7).

Die Durchfithrung des Beweises erfolgt im einzelnen so:

Da die Behauptung des Satzes lokaler Natur ist, geniigt es, poly-
zylindrische Umgebungen U, x ...x U, eines willkiirlich gewéhlten Punktes
(201 s - » %0,) der (offenen) Definitionsmenge der gegebenen komplex-
wertigen Funktion f zu betrachten. Die U; seien dabei etwa kreisférmige
Dmgebungen des Punktes z, in der z —Ebene sie werden so gewdhlt,
daB U,x...x U, noch ganz in der Definitionsmenge von f liegt, und daB
ferner lgll_“]
in allen U; x..xU;x U,{ im Lebesgueschen Sinn mtegrierbar sind.

Mit den Diyoees bilde man die Funktion

JA

in U X .o X U beschrankt und in U X o X U sowie

(1) o =

>,
L=

(-1 Z" T, - T, Gy >

wobei 7', den durch

T,9(z, s 2,) f f LA AL ——) dg, dn,

definierten Operator (&, = & + 47,) und >* Summation iiber von-
elnander verschiedene Indexkombinationen bedeuten. Die Funktion o

7 Beziiglich des Herausziehens holomorpher Faktoren aus Losungen komplexer
Differentialgleichungen bzw. komplexer Differentialungleichungen in jeweils mehreren
komplexen Variablen vgl. [7]—[8].
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16st dann das inhomogene Cauchy —Riemannsche Differentialgleichungs-
system 8)
ow

%k
oz;

(vgl. A. Newlander und L. Nirenberg [4] und auch [6]—[8]).

Zunéchst wird gezeigt, dall « eine stetige Funktion von allen Variablen
ist. Dazu seien (z;,..,2,) und (2,..,2) zwei fixierte Punkte des
Polyzylinders (71 X o X (7" . Dann betrachte man die Differenz der
Integranden irgendeines Summandes in (1) in den betreffenden Punkten:

g( s Gjy s e ,z',fﬂ s ) Gl s &j s ons z;” y o)

(C] ——2;1) see (le——-z/];) (Cj —z] ) aee (C”—z],;.)

In diese Differenz werden nun so Summanden zwischengeschaltet, daf sich
bei den zwischengeschalteten Summanden jeweils nur eine Variable z,

andert. Je nachdem, ob z, gleich einem z, (» =1,..,4) oder gleich
einem %, (p=1,..,n—2) ist, haben die neuen Differenzen das Aussehen
g( ... 2y =2,
(2) (g —2) (C—2)(C—2)
dy#x
bzw
(g ) = g2 )
3 — cee g Ry ees - vee g Ky e o
) (&, =)

v

Fiir alle z, mit k £ x% sind dabei entweder z, oder z, eingesetzt zu
denken. Bei festgehaltenem z; konvergiere 2/ fiir /— co nach z .
Benutzt man bekannte Abschatzungen von Integralen iiber U, , wobei der
Integrand die Singularitit

1
hat (vgl. I. N. Vekua [10]), so sieht man, dall das Integral iiber (2) bei
[ — oo nach Null konvergiert (hierbei wird die gleichmaBige Beschriankt-
heit von |g| beriicksichtigt).

Da ¢ entsprechend Voraussetzung 4° insbesondere von z, stetig
abhangt, konvergiert (3) bei /- oo gegen Null in jedem Punkt des

8 Anstelle von (1) kann man auch andere explizite Darstellungen der Losung des
inhomogenen Cauchy —Riemannschen Differentialgleichungssystems verwenden, falls
die darin auftretenden Kerne die nachfolgenden SchluBweisen zulassen,
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Integrationsgebietes (da g auller von z, auch von den iibrigen %, abhangt,

ist hierbei zu beriicksichticen, dall ¢ eine stetige Funktion aller
Zky s s %,_, ist). Durch Anwendung des Lebesgueschen Konvergenz-
satzes folgt dann aber auch, dall das Integral bei /— oo gegen Null
konvergiert. Insgesamt ist damit gezeigt, dafi jeder Summand in (1) und
damit o selbst eine stetige Funktion ist °).

Nun betrachte man die Funktion

D = wexp (—w).

Unter Beachtung von Voraussetzung 1° folgt, daBl @ eine stetige Funktion
jeder einzelnen Variablen ist. Bei festgehaltenen iibrigen Variablen ergibt
sich aus Produkt- und Kettenregel (vgl. I. N. Vekua [10], Kap. I, § 10), daB3

o of -
(4) s <—32—?—fgj) exp (~) = 0

ist (fir f =4 0 folgt dies unter Beriicksichtigung der Definition von g;,
fir f = 0 hat man Voraussetzung 5° zu beriicksichtigen 1°)). Aus (4) folgt
nach dem Weylschen Lemma, dall @ eine im klassischen Sinn holomorphe
Funktion von jeder einzelnen Variablen z; ist (bei diesem Schluf ist die
stetige Abhéngigkeit der Funktion @ von z; zu beriicksichtigen 1)).
Wendet man nun den Hartogsschen Satz an, so ergibt sich die Stetigkeit
von @ als Funktion aller Variablen. Damit ist auch

[ = Pexpw

als Funktion aller Variablen stetig, womit der Satz bewiesen ist.
SchluBlbemerkungen :
1) Man beachte, dafi die Forderung der Existenz der g, .., fir 1>1

nur die Differenzierbarkeit von (1 /w) éw | 2%, nicht die von ow | oz*
selbst erfordert.
2) Im Fall n = 2 wird durch Voraussetzung 4° des Satzes die Stetigkeit

9 Die Ableitungen dw | 0z} sind als Funktionen aller » Variablen im allgemeinen
nicht stetig.

10 Um die genannten Differentiationsregeln aus [10], Kap. I, § 10, anwenden zu
konnen, miissen ow | az’; und 8w [ 8z} (als Funktionen jeweils einer komplexen
Variablen) zum L? gehéren. Da d¢ | az’]'? = g; ist, folgt dies fiir @ aus der MeBbarkeit
von g;. Da andererseits af | 9zf = fg; gilt (letzteres ist wegen 5° auch in Punkten
mit f = 0 richtig) und da f (als Funktion einer Variablen) stetig ist, gehért auch
of | 82 zum L?.

HIn dem in [7]—[8] betrachteten Fillen kann o in beziiglich der z;-Ebene
isolierten Punkten unstetig sein. Da @ (und auch w ) beschriankt ist, mul @ dann
aber nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz auch in diesen Punkten holomorph
und folglich stetig sein.
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der g; ..., (in diesem Fall von ¢; und g, ) von jeweils nur einer Variablen

gefordert.
3) Man betrachte Losungen (w,, ..., w,) des Systems
ow;
(5) 5_: = W hi(2y 5 e s By s Wy s ee s W)
?j
(j=1,...,m, i=1,..,n), wobei die #%; holomorph von den w,

abhingen sollen (sind fiir gewisse w, -Werte die A; betraglich durch L
beschrinkt, so lassen sich also die rechten Seiten betraglich durch I |w;]|
abschatzen, vgl. [7]). Wegen der Holomorphie der £, in den w, lassen
sich (wie unmittelbar aus (5) folgt) auch die héheren Ableitungen der w);
durch die w, selbst ausdriicken. Fordert man h; = 0, falls w; = 0 ist,
so ist

. 1 ow;

g(;_) _ ;07;;;!‘ = hij
auch in Punkten mit w, = 0 (als Funktion jeweils einer komplexen
Variablen) stetig.

Setzt man die %; (beziiglich der z,) geniigend oft differenzierbar
voraus, so geniigt iiberhaupt die Voraussetzung, dafl die w; von jeder
einzelnen Variablen z, stetig abhingen sollen. Nach dem bewiesenen Satz,
angewandt mit » = 2, folgt dann, dafl die w; und alle Ableitungen der
w; von jeweils zwei Variablen stetig abhingen. Durch Wiederholung
des Schlusses folgt schlieBlich, daBl die w; von allen Variablen stetig
abhéingen. Das bedeutet, dal im Fall von Losungen von Systemen der
Form (5) mit in den w, holomorphen rechten Seiten der Satz unter der
alleinigen Voraussetzung 1° gilt.

4) Will man (zum Zweck des Holomorphiebeweises von @ ) nur
beweisen, dal o von jeweils einer Variablen z; stetig abhingt, so geniigt
es (in Abschwichung von 4%) zu wissen, daB die Gjye, YOI jeder einzelnen
_, stetig abhingen. Falls bekannt ist, daBl die Ab-
leitungen von f selbst existieren und stetige Funktionen jeder einzelnen
Variablen sind, geniigt es dazu vorauszusetzen, dal} f als Funktion jeweils
einer komplexen Variablen nur isolierte Nullstellen besitzt oder identisch
verschwindet.

5) Bei dem in [5] betrachteten System

Variablen z, , ..., 2,

ow

- = Ajw
az*

wird g; = A4, (auch fiir w = 0) gesetzt. Entsprechend kann fiir Losungen
des Systems
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ow
— = whi(zy, . s 2, , W)
o2

im Fall w = 0

91y e 52,) = Ryzg, ..., 2,,0)

gesetzt werden, so daf also allgemein

9iZ1s e s2,) = Pz, 2, , w(2y 5 5 2,))

ist. Ist h; holomorph in w , so gilt dann dieselbe Aussage wie in Bemerkung
3) auch ohne die Voraussetzung hj(z,, ...,2,,0) = 0.

Ry
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