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EII\E ERWEITERUI\G DES
HARTOGSSCHEI\ STETIGKEITSSAT ZES

WOLFCANG TUTSCHKE

Der bekannte Hartogssche Satz, nach dem eine X'unktion von n kom-
plexen Variablen stetig ist, wenn sie von jeder einzelnen komplexen
Variablen holomorph abhängt, låBt sich in der Sprechweise der Theorie
partieller komplexer Differentialgleichungen wie folgt formulieren:

Ist / (fast iiberall in jeder z, -Ebene) Lösung (im Sobolevschen Sinn)
des Differentialgleichungssystems (zi : r, + i,y1)

und ist / eine stetige X'unktion jeder einzelnen komplexen Variablen zg,
so ist / auch als X'unktion aller Variablen stetig 1).

Bei einer solchen Betrachtungsweise kann man die Stetigkeit von /
als T'olgerung des identischen Verschwindens der partiellen Ableitungen
beziiglich zf ansehon. fn dieser Arbeit soll nun gezetgb werden, daB die
Stetigkeit bereits aus einer schwächeren Eigenschaft dieser partiellen
Ableitungen folgt.

Von der komplexwertigen T'unktion / werde vorausgesetzt, daB alle
partiellen komplexen Ableitungen af I azt (im Sobolevschen Sinn) existie-
ren. Dann sei 2)

falls f + 0,

falls f - 0.

l Auf die zwoito Voraussotzung kann nicht verzichtet werden, wie das folgendo
Beispielzeigt: Ist l@):O fiir z:0 und f(z):L fiirr zf 0,soist AllAz*:0
fast iiberall, jedoch ist / nicht oine stetige Funktion vorr z.

2 Dieser Ansatz verallgomeinert die Dofinition der Hilfsfunktion g : A + B f* t f
fiir 

"f + 0 im Fall von Lösunge'n ID : / der Vokuaschon Difforentialgleichung
0wl0z* : Aw*Bw* (vgl. I.N.Vokua tgl-tlOl). Die hier verwendote ra-di-
monsionale Yariante dieses Ansatzes wurclo auoh sohon in [7]-[8] verwendet.
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Hierbei sei bemerkt, daB (auch wenn im folgenden mit dem Lebesgue-
fntegral gearbeitet wird) eine Abånderung der g, auf einer Menge vom
MafJ NulI nicht zulässig sein soll s). Die (Sobolev-)Ableitungen von git

beziiglich 2j2,...,?i^ werden (i- X'all ihrer Existenz) mit giiz...jt

bezeichnet. Sind alle jr,..., jx voneinander verschieden, so werden die
von ihnen verschiedenen natiirlichen Zahlen zwischen I und n mit
1c1,...,k*-x bezeichnet. Dann gilt fiir (in offenen Mengen definierte)
X'unktionen / von z komplexen Variablen der folgende

S a t z. Di,e Tunlction f i,st stetig atrs Xunktion aller Variabtren, fall's si'e

d,en folgend,en Voraussetzungen geniigt :
lo. Als Xunlcti,on jeiler ei,nzel,nen lcomptreren Variabl,en ist f steti,g,

20. Iiir al,Ie ). , I < J, { n , unil, fur alle aqneinand,er uersch'ieilenen

ganzem Zahl'en jr.,..., j^ zwischen I und, n eri,sti,eren il'i,e 9,r...,^, wobe'i,

d,ie I g1..i^l hltal beschrd,nlct seien a) unil, autJerd'em 'tm Lebesgueschen S'i,nn

'integrierbare Funld'i,onen aon ?jr,... , ?jt, und fU, iedes k a,uch l)on

2i! , ... , Zi^, zp I'i,nd.

30. .Is, d, , ... , i^ eine Permutati,on aon jr, ... , j^ , so sei' {14...17 :
giL.-4^5).

40. Die gjt...jt sei,en fiir | < 1 !n-I stetige lunktionen aon

"0, 
, , Zk*-''
50. In allen Punlcten,'i,n d,enen f : 0 i,st, sind, au,ch al'le af I az| : 06).

3 Das entspricht der Tatsacho, daB bei einer solchen Abändorung dio stetige
Abhängigkeit auch von einzelnen Variablon verlorengeht, Ub"igens erreicht man im
folgenden gröBore Allgemeinheit, wenn die gi im Fall "f : 0 auf andero geeigneto
Woise definiert werdsn (vgl. Bemerkung 5)).

a Dio Boschränktheit wird nur vorausgesetzt, um Abschätzungon dor Form
(c:E+d4)

ll I fl,e,,1 
( sup v I I fiouo,

zu ermöglichen. Anstello der Bosclrränktheit kann aber auch Lp-Zugehörigkeit mit
p ) 2 vorausgosetzt werdon, da (Ilp * f/q : I )

lf I flre ,,1 = (l I too\o as o,) (l I #rd€d,t)
ist (vgl. I. N. Vekua [r0]).

5 Falls öe höheren Ableitungon von / selbst existieren, kann man dieso Aussago
clurch Verwendung dor Quotientenrogel herloiten (dazu mu6 auBerdom verwondet
worden, daB Ableitungen höherer Ordnung von der Reihenfolgo der Differontiationon
unabhångig sind).

6 t'unktionen mit dieser Eigenschaft könnte man in. Verallgemeinerung einos von
L, Bers [2] geprägten Begriffes approximativ analytisch nennen (beziiglich anderer
Definitionen dieses Bogriffes bei mohreren komplexen Variablen vgl. [B] und H. Begehr

trl).
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rm khssischen x'all, *o "f eino holomorphe Funktion jeder einzelnen

komplexen Variablen z, iat,verschwinden alle af I azt identisch (nach den

cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen), so daB insbesondere

zunåchst 50 erfiilt ist. Aber auch die 9i und alle iibrigen 7it.'i,,
verschwinden identisch, so daB die Voraussetzungen 2o-4o trivialerweise

erfiillt sind. Da die gewöhnliche komplexe Differenzierbarkeit nach zi

die stetige Abhängigkeit von zj impliziert, ist auch lo erfiillt. Damit
zeigt sich, daB der klassische Hartogssche Stetigkeitssatz als Spezialfall in
dem behaupteten Satz enthalten ist.

Die behauptete verallgemeinerung des Hartogsschen satzes wird durch

Zuriickfii-hrung auf den klassischen X'all bewiesen. Diese Zuriickfiihrung
wird durch Lösung der inhomogenen Cauchy- Riemannschen Differential-
gleichung in n, komplexen variablen realisiert. Dadurch kann marl &us

der gegebenen Funktion / einen in allen n komplexen variablen ho-

lomorphen X'aktor herausziehen. Dieser ist nach dem klassischen Hartogs-

schen Satz stetig. Vom zweiten X'aktor der beabsichtigten Produkt-
darstellung von / wird die stetigkeit (in allen variablen) direkt gezeigt,

so da8 damit / als stetig erkannt wird ?) .

Die Durchfiihrung des Beweises erfolgt im einzelnen so:

Da die Behauptung des Satzes lokaler Natur ist, geniigt es, poly-
zylindrische umgebungen u, x .. . x u * eines willktirlich gewåhlten Punktes
(zor , ... , ?on) der (offenen) Definitionsmenge der gegebenen komplex-

wertigen X'unktion f zubetrachten. Die {. seien dabei etwakreisförmige
Umgebungen des Punktes zo, in der z, -Ebene; sie werden so gewåhlt,

da8 Ur r...r0* noch ganz rlder Definitionsmenge von / liegt, und daB

ferner lgir...il in Urx...xU* beschrän"kt und in Uhx.'.x Ur, sowie

in allen Orrr...*0,^r0o im Lebesgueschen Sirur integrierbar sind'

Mit den gq.., bilde man die X'unktion

(1)
n

OJ:
A:L

wobei T, den durch

r,s(2,,...,2n) : - + I I LT* d,€,dq,

(1,

definierten Operator ( C, : €, * i n, ) und )x Summation öber von-
einander verschiedene fndexkombinationen bedeuten. Die X'unktion a)

7 Beziiglich des llerausziehons holomorphor Faktoren aus Lösungon komplexer
Differentialgleichungon bzw. komplexer Difforentialungleichungen in jeweils mehreren
komplexen Yariablen vgl. [7]-[8].
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löst dann das inhomogene Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungs-
system 8)

Aa)

-:O.a"f '1

(vgl. A.Newlander und L.Nirenberg [a] und auch [6]-18l).
Zunåchst wird gezeigt, daB ar eine stetige X'unktion von ållen Variablen

ist. Dazu seien_ (21 ,..,,2r) und ("'r,...,"'*) zwei fixierte Punkte des

Polyzylinders dr*...*0,. Dann betrachte m&n die Differenz d.er

fntegranden irgendeines Summandes in (l) in den betreffenden Punkten:

(Cir- r' lr) ... Gi^- r'i^) (Cir-4r)... Gi^-%^)

In diese Differenz werden nun so Summanden zwischengeschaltet, daB sich
bei den zwischengeschalteten Summanden jeweils nur eine Variable zx

åndert. Je nachdem, ob z, gleich einem zi, (u - 1,...,.1 ) oder gleich
einem zn, ( F - l, ... , h- 1) ist, haben die neuen Differenzen das Aussehen

g( .., )w
1e* x

(2)

bzw.

(3)
I

n G,,-",,) 
(g( "' ' z'' ' "'

t, ,

-N -N

(c*- z;)(c*- z'*)

) - g(... ,z;, ... ))

X'iir alle zo mit k t' x sind dabei entweder zo oder zli eingesetzt zu
denken. Bei festgehaltenem ;j konvergiere ;\D fiir I -+_oo nach z, .

Benutzt man bekannte Abschåtzungen von Integralen iiber U" , wobei der
fntegrand die Singularität

(€,-z'*) (€--"'-)

hat (vgl. f. N. Vekua [f 0]), so sieht man, daB das Integral iiber (2) bei
I --> a nach NulI konvergiert (hierbei wird die gleichmäBige Beschrånkt-
heit von lgl beriicksichtigt).

Da g entsprechend Voraussetzung 40 insbesondere von a, stetig
abhångt, konvergiert (3) bei I ^-> a gegen Null in jedem Punkt des

SAnstollo von (l) kann man auch andere explizite Darstollungen d.er Lösung d.os
inhomogonen Cauchy--Riemannschen Differontialgleichungssystems verwendon, falls
elie darin auftretondon Kerne die nachfolgenden Schlul3weisen zulassen.
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fnfugrationsgebietes (da g auBer vorr zx auch von den iibrigen zu, abhängt,,

ist hierbei zu beriicksichtigen, da8 g eine stetige X'unktion aller
?ur, , ?kn_^ ist). Durch Anwendung des Lebesgueschen Konvergenz-

satzes folgt dann aber auch, daB das fnfugral bei l ---> q gegen Null
konvergiert. Insgesamt ist damit gezeigl, daB jeder Summand in (f ) und
damit ar selbst eine stetige X'unktion ist e).

Nun betrachte man die X'unktion

Q : w exp (-ar) .

Unter Beachtung von Voraussetzung Io folgt, daB @ eine stetige n'unktion
jeder einzelnen Variablen ist. Bei festgehaltenen iibrigen Variablen ergibt
sich aus Produkt- und Kettenregel (vgl. I. N. Vekua [0], Kap. I, $ l0), daB

(4)
a(D

,4 : (*r- ru')'*P(-ar) : o

ist (fiir f + O folgt dies unter Beriicksichtigung der Definition von g, ,

fiir / : 0 hat man Voraussetzung 50 zu beriicksichtigen 1o)). Aus (a) folgt
nach dem Weylschen Lemma, daB @ eine im klassischen Sinn holomorphe
Funktion von jeder einzelnen Variablen z, ist (bei diesem Schlu$ ist die
stetige Abhångigkeit der X'unktion O von zi zu beriicksichtigen r1)).

Wendet m&n nun den Harbogsschen Satz an, so ergibt sich die Stetigkeit
von @ als X'unktion aller Variablen. Damit ist auch

f : @exPro

als X'unktion aller Variablen stetig, womit der Satz bewiesen ist.
Schlu8bemerkungen:
l) Man beachte, daB die tr'orderung der Existenz der g,r...o^ fiil ,X > f

nur die Differenzierbarkeit von (l I w) ow I azI, nicht die von aw I azl
selbst erfordert.

2) Im tr'all za : 2 wird durch Voraussetzung 40 des Satzes die Stetigkeit

e Dio Ableitungen 0a | \zj sind als Funktionon allor ra Variablenimallgemeinon
nicht stotig.

10 Um dio genannten Differentiationsregeln aus [0], I(ap. I, $ 10, anwenden zu
können, miissen 0w | 7z'j und 0a | iz'f (als Funktionen jeweils einer komplexen
Variablen) ztrrn Lf gehören.Da 0a lA"tr : 97 ist,folgtdiesfii,r crr ausderMeBbarkeit
:rora gi. Da andererseits 3/ 1 A"tr : f Oi g;lt (letzteros ist wegen So auch in Punkten
mit /: 0 richtig) und da / (als Funktion oiner Variablen) stetig ist, gehört aueh
aJ I Az| z.urn Le .

11 In dom in [7]-[8] betrachteton Fällon kann ar in beziiglich der z7-Ebeno
isolierten Punkten unstotig sein. Da ro (und a:uclt w ) beschränkt ist, mu6 @ dann
aber nach dem R,iomannschen Ilobbarkeitssatz auch in diesen Punkten holomorph
und folglich stetig sein.



578 \Ä/or-,FcaNG TutscrrrE

der gnr...o^ (in diesem Fall von g, und gr) vonjeweils nur einer Variablen

gefordert.
3) Man betrachte Lösungen (wt , ... , w*) des Systems

jtil,- -- 1' : w, hij(zl , ... , ?* , wt ) ... , w*)
arT t'

(5)

(j:1,,..,n1,, 'i,:1,,..,n), wobei die hai holomorph von den u\
abhången sollen (sind fiir gewisse w, -Werte die hnt betraglich durch -L
beschrånkt, so lassen sich also die rechten Seiten betraglich durch L l*nl
abschåtzen, vgl. [7]). Wegen der Holomorphie der hn, in dert w, laSsen

sich (wie unmittelbar aus (5) folgt) auch die höheren Ableitungen der w,
durch die w, selbst ausdriicken. X'ordert man hno: 0 , falls w;, : 0 ist,
so ist

n(i.) - 
Iow' 

h,..vj _ 
*r11 

_ .-tl

auch in Punkten mit ui.: 0 (als Funktion jeweils einer komplexen
Variablen) stetig.

Setzt man die hij (beziiglich der z, ) geniigend oft differenzierbar
vor&us, so geniigt iiberhaupt die Voraussetzung, daB die ui von jeder

einzelnen Variablen a, stetig abhängen sollen. Nach dem bewiesenen Satz,
angewandt mit n : 2 , folgt dann, daB die w, und alle Ableitungen der
1t)i von jeweils zwei Variablen stetig abhången. Durch Wiederholung
des Schlusses folgt schlieBlich, daB die wi von allen Variablen stetig
abhången. Das bedeutet, daB im X'all von Lösungen von Systemen der
Form (5) mit in dett w, holomorphen rechten Seiten der Satz unter der

alleinigen Voraussetzung lo gilt.
4) Will man (zum Zweck des Holomorphiebeweises von @ ) nur

beweisen, daB co von jeweils einer Variablen z, stetig abhångt, so geniigt
es (in Abschwächung von 40) zu wissen, daB die {ir...,^ vot:r jeder einzelnen

Variablen zkr, ... , zh*_^ stetig abhängen. X'alls bekannt, ist, daB fie Ab-

leitungen von / selbst existieren und stetige X'unktionen jeder einzelnen
Variablen sind, geniigt es dazu vorauszusetzen, daB / als X'unktion jeweils

einer komplexen Variablen nur isolierte Nullstellen besitzt oder identisch
verschwindet.

5) Bei dem in [5] betrachteten System

aw : A,w
az* r

wird g, : Ai @uchfiir w: 0 )gesetzt' Entsprechend kannfiirlösungen
des Systems
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w hi(zt ,... , zn , w)

im X'all Ia : O

9i(4,...,?o) : h1(zt, .'.,?*, 0)

gesetzt werden, so daB also allgemein

9/zr, ..., 2o) : hi(zt,,,. rz*,'us(zt, ..., zr))

ist. fst å, holomorphin w, so gilt dann dieselbe Aussage wisin Bemerkung
3) auch ohne die Voraussetzung 4@, , .., , zn, 0) : 0 .
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