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ILPPO SIMO LOUFIIVAARA und CHRISTIAN G. SIMADER

Herrn ProJbssor Dr. Dr. h. c. Böla Szcikefalui-Nagy in Verelrung gewidrnet

0. Einfiihrung

0.1. In der vorliegenden Note betrachten wir Klassen linearer partieller Dif-
ferentialoperatoren, die auf periodische Funktionen wirken. Diese Klassen sind
durch Koerzitivitätsungleichungen, z. B. vom Typ der Gårdingschen Ungleichung,
gekennzeichnet. Wir geben zunächst eine algebraische Charakterisierung dieser

Klassen fiir Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten an. Aus dieser

algebraischen Charakterisierung ist ersichtlich, da8 den von uns betrachteten KIas-
sen von Differentialoperatoren auch nichthypoelliptische Operatoren angehören (man

vergleiche [10]); dies macht es angesichts der fundamentalen Resultate von Lars

Hörmander [5] und [6], S. 96-114, klar, daB Regularitätsaussagen tiber die im
geeigneten Sinne schwachen Lösungen (wie auch in [10]) nur global und auch nur
unter gewissen einschränkenden Bedingungen gewonnen werden können.

Im Falle der Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten erschlie8en

wir aus den Koerzitivitätsungleichungen die Existenz und Regularität schwacher

und starker periodischer Lösungen der zugehörigen Differentialgleichungen. Diese

Resultate tibertragen sich auf solche Differentialoperatoren mit variablen periodi-
schen Koeffizienten, die in geeignetem Sinne wenig von je einem koerzitiven Differen-
tialoperator mit konstanten Koeffizienten abweichen.

Im Falle elliptischer Differentialoperatoren sind Regularitätsresultate frir perio-
dische Lösungen benuat worden, um die Regularität schwacher Lösungen ellipti-
scher Randwertprobleme zt zeigen (man vergleiche Peter D. Lax [8] sowie auch
Agmon [], S. 26-61, Bers-Schechter [2], S. 164-210, Eells [3], S. 105-124, und
Hildebrandt [4], S. 59-89, 147-200). In gleicher Weise ist es wohl möglich, die

hier erzielten Resultate zum Beweis der inneren Regularität schwacher Lösungen

von Randwertproblemen ftir hypoelliptische koerzitive Differentialoperatoren heran-

zuziehen.
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0.2. Es sei

W :: {x : (xr, ..., xn)€R"l-n = *, = n, j : l, ...,n)

der Periodenwiirfel in R' (n(N)1) und 7 seine AbschlieBung. Fiir geordnete
Systeme x:(xr, ...,xn) (€R') und t:(h,...,C) (€R') von je z reellen Zahlen
schreiben wir (x, O::x1g*...*xn(o und lxl;:(xl* ...**?,)r,r. Frir einen Multi-
index a, d.h. fiir ein geordnetes System 61:(oy,...,on) (€Nä) von z nichtnega-
tiven ganzen Zahlen sei lol ::o1* ...*oo und o!i: or ! ... o, !. Ferner sei ("::(1r... (""
fiir (:16r, ..., to)QR" und D"::Dir...D""" mit D:: (Dr, ..., D,) und Dr:: -i\l\xr.

Es sei ^S die Menge der Funktionen E aus C* (W), die als endliche Summen

E @) : en)-',' oä*Eoei 
(k, x)

mit Koeffizienten qp€C darstellbar sind, d.h. zu jedem g sind die Koeffizienten
Eo gleich Null auBer fiir eine endliche Menge von k€Z'.

Fiir komplexwertige Funktionen l, C(L2(W) schreiben wir

(f,d,:{Ms?)dx
und ll/ll.:(f,f)'/'.

Nach der Parsevalschen Gleichung folgt frir E,l/(S
(q,t): Z Eorlro

mit 
k€z^

Frir s€R und rp, ry'€,S setzen wir

(0.1) (E, *)" ,: oäO +lklz)" Ek{/k

und ll9ll"::(E,q)l/'. Es gilt (E,rlt)o:(E,r/) frir alle E,lre S.

Mit H; (s€R) bezeichnen wir die Vervollständigung von ,S beziiglich des
durch (0.1) definierten Skalarproduktes (,)". Die Elemente z des Raumes äj
können identifiziert werden mit den Zahlenfolgen {uo\orr", ftir die

rä"0+lkl)"luvlz -*
gilt. Frir z(ä*" schreiben wir somit auch u:{ue}orr..

Mit s€N gilt
(0.2) ((t-t)E,t): (q,{0" fiir alle E,l/(S,
wobei / den Laplaceoperator bezeichnet.

1) Wir bezeichnen mit .R den Körper der reellen Zahlen, mit C den Körper der komplexen
Zal'ien, mit Z(cR) die Menge der ganzen Zahlen, mit N(cZ) die Menge der positiven ganzen
Zahlen und mit ÅIo die Menge NU {0}.

ex 1- (2n)-"r' I W(x)r-i(k'i dx.
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Die Räume .FIj und f1-" (s€R) sind dual beztiglich der Form (, ). Fiir
s(N ist Ilj isometrisch isomorph dem Raum der mit dem Periodenwrirfel W
(d.h. in allen Variablen mit Periode 2z) periodischen Funktionen arrs dem riblichen
Sobolevraum H"(W) (fiir dieses und fiir weitere Eigenschaften der Räume äj
sei auf Bers-Schechter [2], S. 165-170, und Eells [3], S. 105-112, verwiesen).

Mit q bezeichnen wir die Menge der mit dem Periodenwiirfel lZ periodischen
komplexwertigen Funktionen aus C'(W), und es sei Cf,::n:o C;.

1. Koerzitive Differentialoperatoren. Lösungsbegriffe

1.1. Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialoperator

(l.l) L(x, D),: 
,,Z,ao(x)D

mit Koeffizienten a,(Cft.
Der dem Differentialoperator L{., D) formal adjungierte Differentialoperator

L'(., D) ist durch

L'(x, D)u(x):: Z D'(ffi)u@))
lo =rerklärt, und es gilt

(t1., Oltt , u) : (u , L'(., D)u) fiir alle u, a eCi.

Dem Differentialoperator L(.,D) ordnen wir durch Substitution D*((R"
das Polynom

L(x, E) ,:,,V=,a"(x)t'

der Yeränderlichen ( zu.

Definition l.l. Der Dffirentialoperator L(., D) hei$t t-koerzitlo bzw. stark
t-koerzitiu (tER,t=O), falls zwei Konstanten Cr>O und Cr=O so existieren, dafi

(1.2a) llL(., D)Ell =- c,llEll,- czllEll fi)r alle q( s
bzw.

(1.2b) ne(21., D)E, E) = C,llEll?t,-C,llEll, fi)r alle EeS
gilt.

Im Falle der konstanten Koeffizienten besteht folgende Charakterisierung:

Satz 1.2. Damit der Differentialoperator

(1.3) L(D) i: 
bz,anDo
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mit konstanten Koffizienten ao€C t-koerzitio bzw. stark t-koerzitio ist, ist not-
wendig und hinreichend, dalS zwei Konstanten E>0 und R>O existieren, mit denen

(1.4a)

bzw.

(1.4b)

gilt.

i Z aokol = nll<Y fiir alle ke z" mit l/.1 > ,R
'lol= r '

Re Z aoko = Eikl' "fil, alle k€ 2" mit lkl > .R
lol=r

Folglich ist ein stark t-koerzitiver Differentialoperator mit konstanten Koeff.-
zienten auch t-koerzitiv.

Beweis. Wir werden den Fall eines stark /-koerzitiven Differentialoperators
hier behandeln, der Beweis im Falle eines l-koerzitiven Differentialoperators ver-
Iäuft analog.

A. Sei Z(D) stark r-koerzitiv. Man setze in Ungleichung (1.2b) die durch

Q(x) :- (2")*nt2 
'i(k'x\

mit k (2" erklärte Funktion q € ,S ein. Dann ist

L (D) E @) : (2n)-n tz 1 1k) ei 
(*' *t,

und daher folgt aus (1.2b)

ReZ(k) = C'(l +lklz)tt2-Cz.
Mit

P i: (2C2f C1)u' und E:: Crl2
ergibt sich (1.4b).

B. Der Differentialoperator Z(D) erfrille Bedingung (1.4b) mit .E>0 und

R>0. Ftir k€2" mit lkl=l ist

(1 +lkl\t'=2ttzlkY'

Also ist ftir lki =Äe:: max {1, A}

ReZ(k) = Cr(l *lk1z1trz

mit Cr::El2'/z. Weiler gilt mit einer Konstanten Cr>O die Ungleichung

lr(Ql=c,(r+lkl\,t,.
Ftirjedes q€§

E(x) :: (2n)-'rz Z Eo"tG''),
k€Zn
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ergibt sich
Re (r(D)q, *) : rå^leul'z 

Rez(k)

: Z l,pol'Rer(k)+ Z lEol'ReI(k)
lkl=Ro lkl<Åj

= cr z lE*l'0-tlklzltrz-", z lEol't*lk1z1'rz
lr(l=Åo l&l=80

= c, z lEll2(l*lkl2)'t2
k<zn

,o,l^"loul'tcr(1+ 
lkl'z)"+ c'(1 + lkl\'t'\

= C,llEll?p-C,llEll'

mit C, :: Ct(l + Rl)ttz + CB(1 + nP'r'.

1.2. Wie es bei der Behandlung von Differentialgleichungsproblemen mit Hille

von Hilbertraummethoden iiblich ist, ordnen wir den Differentialoperatoren L(., D)

und Z(D) gewisse lineare Operatoren in geeigneten Hilberträumen zu. (Koetzivität

dieser Operatoren wird hierbei nicht vorausgesetzt.)

A. Sei I(.,D) der Differentialoperator (1.1) mit Koeffizienten a,€Cf\. Zu

dem diesem Differentialoperator L(. , D) formal adjungierten Differentialoperator

L'(., D) ist in I{ durch
D(L')::§cffl,

L'E :: L'(., D)cp fiir E€ S

ein linearer operator L':D(L')-'go mit der in äj dichten Definitionsmenge

D(L') erklärt.
Weil

(t, L'q)o : (rlt, L' (., O),p) : (L(., D)rlr, E) fiir alle E, ll € S

gilt, ist ScD(L'*) und L'*rlt:L(.,D)* ftir alle r/€S (mit * wird der beziig-

lich des betreffenden Hilbertraumskalarproduktes adjungierte Operator bezeichnet).

Daher ist D(-L'*) dicht in äf , und I' ist deshalb abschlieBbar mit der kleinsten

abgeschlossenen Fortsetzung L'- :: L' **.

Sei fenl vorgegeben. Unter einer schwachen Lösung (einer schwachen I{-
Lösung) der Differentialgleichung

(1.5) L(., D)u --f
verstehen wir jedes u(D(L'+) mit L'*u:f.

Eine äquivalente Charakterisierung der schwachen Lösung ist enthalten in der

Forderung fnr u€HlcLz(W), daB

(u, L'(., D)E) : (f, E) fiir alle 9€,S
gilt.
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Ist u eine schwache Lösung der Differentialgleichung (1.5) und gilt dariiber-
hinaus u€Ci und .f(C|, so ist a auch im klassischen Sinne eine (mit dem Perioden-
wtirfel }/) periodische Lösung der Differentialgleichung (1.5).

B. sei dann speziell L(D) ein Differentialoperator (1.3) mit konstanten Koeffi-
zienten a"€.C. Dann IäBt sich der eben eingeftihrte Begriff der schwachen Lösung
auf H) mit beliebigem s€R (statt Hl) [ibertragen:

Sei /€ä; vorgegeben. IJnter einer schwachen H|-Lösung der Differential-
gleichung

(1.6) L(D)u : f
verstehen wir jedes u€Hi mit

(u, L'(D)rp)": (f , e)" fiir alle E( ,S.

C. Sei wieder L(.,D) der Differentialoperator (1.1) mit variablen, periodi-
schen und gentigend oft stetig differenzierbaren Koeffizienten ao; der Einfachheit
halber nehme man an dieser Stelle a"(Ci an. In Hi mit s€R ist durch

D(L") :: ,S c I1j,
L"tp :: L(., D)E fiir E€,S

ein (in äj dicht definierter) abschlieBbarer linearer Operator L": D(L")*l\ 11i1
der kleinsten abgeschlossenen Fortsetzung zl::rI* erklärt. wir schreiben L::Lo
und L-::Li.

Mit vorgegebenem /€äj wird jedes u€D(L) mit Ll u:f eine starke
H|- Lösung der Differentialgleichung ( l. 5) genannt.

Jede starke f/j-Lösung der Differentialgleichung (1.5) ist auch eine schwache
äf-Losung; die Umkehrung braucht allgemein nicht zu gelten. In dem Falle, daB
L-:1'* gilt, heiBt L wesentlich maximal.

2. Der l'all konstanter Koefrzienten

2.1. Zunächst betrachten wir lineare Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten, sogar ohne Koerzivität vorauszusetzen, und beweisen:

Satz 2.1. Sei

(2.1) L(D)::,oå,ooD"

ein Dffirentialoperator mit konstanten Koffizienten ao€C, und sei s€R.
A. Sei f:{f}ocz"€Hi, und sei u:{uo}or7.CH", eine schwache Hi-Lösung

der Dffirentialgleichung
(2.2) L(D)u : f,
d.h. u genilgt der Gleichung

(2.3) (u,L'(D)E),:U,e)" fur alle q€5.
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Dann gilt
(2.4) L(k)uo:fo filr alle k€.2'.

B. Relation (2.4) gelte filr f:{fo}orr"(Hi und u:{uo\orreHi. Dann gilt
Liu:f, d. h. u ist eine starke Hi-Lösung der Dffirentialgleichung (2.2).

C. Filr die Nullriiume N(L;) und N(L!) sowie filr die Wertemengen R(Ll)
und R(L!) uon Ll bzw. L! gelten die Beziehungen

(2.s) N(z;): N(ZI), A(Z;) :.R(ZI).

D. Die Definitionsmenge D(Ll) oon Ll fällt mit der Menge derjenigen Ele-
mente u:luk\k€z"QHi zusammen, filr die

(2.6) 
rzu"Q 

+ lkl)" lu1,l2lL(k)12 = *
Cilt.

E. Ein u:{u1)0r2"€H} gehört zu N(LI) genau dann, wenn u1,:Q filr alle
k€2" mit L(k)+O silt-

F. Ferner besteht die Wertemenge R(Z;) Don L: genau aus denjenigen

f:{f}oez"(Hi, filr die durch

(2.7)

je ein Element

Beweis. A

mit k€2" Beh

B. Definie

Ei@) i- (2n)-"t' Z uori(k'x),

so gilt 
tkt=i

(2.8) llu-Ejll,*Q frir j**.
Ferner ist

L(D) E i@) - (2n)-ntz Z L(k)ux€i(k'x) ,
lkl= j

und aus (2.4) folgt

Z (1 +lkl')'luol'lL(k)l': Z (1 +lkl')'lfo? {-,
lkl= i lkt= j

somit gilt
(2.9) llf - L(D)E;ll, -* 0 ftir j * *.

Die Relationen (2.8) und (2.9) besagen Li ,-f.
C. Ist u€D (f) und f:- L! r, so ist

(u , L(D) p), : U, E), ftir alle E € ,S,

v'K ' 
l. 0 fil, L(k) - 0

u- {uo}o r r" in H; erklcirt ist.

. Aus (2.3) folgt ftir

E@) :- (2n)-nt2(1 + lkl\-stz ri(k'x)

auptung (2.4).

rt man ftir /€ N
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woraus ähnlich wie in Beweisteil A

L(r'-)uy:fo fdr alle k€2"

folgt, und dies ergibt (2.5).

D. Da jedes Element uQD(Ll) eine starke und somit auch eine schwache

Hj -Lösung der zugeordneten Differentialgleichung

L(D)u: Li u
ist, gilt (2.6) ftir u(D(L"). Umgekehrt ist u(Hi mit Eigenschaft (2.6) nach B eine

starke äj-Lösung der Differentialgleichung L(D)u:f mit f:: {uyL(k)}orr", wd
somit gilt uQ(\).

E. Fiir z: fu)orr"(N(r;) ist nach (2.4)

L(k)uo: g fiir alle k<Zn,

also gilt rzr:0 fiir L(k)*O. Die Umkehrwgzeigt man analog.

F. Ist f:{fo\ocz"€äj und wird z: {uk\k€z"CH; durch (2.7) definiert, so ist

Z Q+lkl\"luol'lL(k)P : Z (l + l/.1)" lfol' =-k<zn k<z^

und folglich u€D(L) mit Liu:fER(Z;). Aus diesem geht auch die Umkehrung
hervor.

2.2. Fiär koerzitive Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten gilt

Satz2.2. Der Dffirentialoperator (2.1) mit konstanten Koffizienten ao€C

sei t-koerzitiu (t€R,t>0). Filr s€R rsl

(2.10) D(L:) C Hi*',

und es gilt die Fredholmsche Alternatiue

f dim N(Zi) : dim N(Z]) = -,(2'11) t ^o;l: N(zI)', R(rI): N(r;)'.
Aberdies is, if(l,X):N(Ll):N(L-):N(Z)c S filr alle s€R.

Ist speziell L(D) stark t-koerzitiu, so gibt es ein )"o(R, lo=0 derart, da,B mit
jedem s(R undfilr alle ).>)'o die Abbildung Ll+)'I:D(L:)*H; bijektiu und

folglich die inuerse Abbildung (Ll *A\-r: H;*D(L;) stetig ist.

Beweis. A. Aus (1.2a) folgt mit kQZ' und mit der durch

t@):: (2n)-ntz"i{*'x1

erklärten Funktion r/ e S die Ungleichung

lL(k)l = c,(1+ lkl\'/'-C,
und daher

Q.12) lL(k)|, = $O+lkl2),-ci.
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Sei E: {qo\orr"CS. Wir multiplizieren Ungleichung (2.12) mit (l+lkl)'lqkl'z
und summieren tiber k(2". Somit folgt

llr(»)ql[" = $WR.,- clllEll? riir alle E€ s.

Hieraus erhält man durch Abschlie8ung die analoge Ungleichung fiir Il, und
daraus ergibt sich (2.10).

B. GemäB Satz 2.1.C ist N(Il ) : ry(If). Nach Satz 2.1.8 gilt u : {u } k € z ( N (L: )
genau dann, wenn u&:0 fiir L(k)*O ist. Wegen der t-Koerzitivität von L(D)
ist nach Satzl.2 lz(k)l>0 ftir lkl=n. Fiir a(N(2") gilt folglich rr:0 fiir
lkl=n; daher ergibt sich N(d):N(I-):lf(f)c,S und dimi/(d)=-.

Es seien {-fo)}r.rcn1Z;; und f(H"* mit ll,f-,f('ll"*0 ftir 7*-. Zu

fo:{f[i)]orr^ sei uu):{uf!}orr gemäB Satz2.l.F durch

, 7<i» lL(k) fnr L(k) * 0
uVt :: 1o filr z(k) : e

erklärt. Dann ist Lluu)-fut, und mit

M :: max{lz(e)l-rl k(2, mit lkl = Å, L(k) * O}

folgert man

lluu) -a(Dll'z

=,0å (I + | 
k l'z)" 

)!Ht! *,,2ol + lklz) M2 lf lil - f (D 
12

=( 
| \

- 162427+ 
M',)fif<it -Jr(')llz * o'

Also gibt es ein a(äj mit llu-uu) ll"*0. Da Ij abgeschlossen ist, gilt u€D(L:)
und Liu:f, und iR(Z" ) ist abgeschlossen.

C. Ähnfictr wie in Beweisteil A zeigt man fiir einen stark f-koerzitiven Differen-
tialoperator Z(D) mitrels (1.2b)

95

(2.r3) ll(r @) + r)Ei l, = crll Ell,*, fiir alle E € -s

und frir alle ).>).o::Cr. Hieraus folgt aber N(L: +11):{0} ftir alle ,1.>,10, und
daher ist R(L: +11):H:.

2.3. Wir wollen jetzt noch klären, welche von den in Satz 2.2 angegebenen
Abbildungseigenschaften (2.10), (2.11) bereits die r-Koerzitivität des Differential-
operators L(D) charakterisieren. Man zeigt leicht (unter Benutzung von Satz 2.1),
daB fiir die Abschlie8ung Zj von Z" die Fredholmsche Alternative (2.11) genau
dann gilt, wenn es zwei Konstanten ,E>0 und rR>O derart gibt, daB lL(k)l>p
fiiralle k(2" mit lkl=n ist. Diel-koerzitivenDifferentialoperatorensindjedoch



96 Irppo Srrvro LoUHTvAARA und CHmsrraN G. SruaprR

schon durch die in Eigenschaft (2.10) von D(Zl) enthaltene Regularitätsaussage
gekennzeichnet.

Satz 2.3. Sei L(D) der Dffirentialoperator (2.1) mit konstanten Koeffizienten

a,CC. Mit s€R und mit t€R, t>0 gelte

D(L:) c Hi*'.

Dann gibt es zwei Konstanten E>O und R>0 derart, dafr

lL(k)l> E(t+lkl\ttz filr alle k€2" mit lkl = n.

Beweis. Mit der Graphennorm

llallo :: llull"+ llZi ull"

ist (D(Z;), ll.llo) ein Banachraum.
Wir zeigen, daB der durch

(Tu)y:: (l+1k121'rzuo fld,r ke Z"

erklärte lineare Operator
r: (D(L;),ll.llc) * ä;

abgeschlossen ist:
Seien {ao)}r, *c D (Li ), ra : {E}o, zn, u : {uo\o r r" e o 1r;), g : {gr)o < z" ( H ;,

und es gelte

llu-u<it1|o * 0, llg- 7riQ)ll" * 0 fiir j *-.

Dann gilt fiir jedes k(2" tnd fiir 7*-

und

Also ist

und daher

(l + lkl\t'u[i) * (1 + Ikl')'t'uo

(1 +lkl\t'ufit * gk.

(1 + lk1z1'tzLtk: gr,

Z (1 + lkl')'*'luol' : Z (1 + lkl')'lsol'< oo.
k€zn k€zn

Folglich ergibt sich Tu:g, und 7 ist abgeschlossen.

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist 7 stetig. Also existiert ein
y >0 derart, daB

llTEll"= yllElle fiir alle E(,S
gilt. Dies besagt aber

llEll"*, = y(llz" Ell"+llEtl") ftir alle E(,S,

woraus die t-Koerzitivität des Differentialoperators Z(D) folgt.
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3. Der Fall variabler Koeffizienten

3.1. Wir wollen nun die bisher erzielten Resultate auf gewisse Differential-

operatoren mit variablen Koeffizienten erweitern. Hierzu fiihren wir zuerst eine

Halbordnung in der Menge der Polynome ein (diese Halbordnung ist eine fiir
unsere Zwecke angemessene Modifikation derjenigen von Hörmander [6], S. 7G-73):

Definition 3.1. seien P, o komplexwertige Polynome der veränderlichen

t:(|r,..., (,)€R'. Wir nennen P schwächer als Q, P=Q, falls ein CQR, C>0
so existiert, dafi lP(k)l=Cl/(k)l filr alle kQZ' gilt.

Satz 3.2. Man nehme an, da,A

Lo (D) :- Z aoo D'
lol= r

ein t-koerzitiuer (tqR,t>0) Dffirentialoperator mit konstanten Koffizienten ao,€C

ist. Dann gilt:
A. Zu jedem o((R, 0<4<l gibt es ein a>0 derart, da,Bfilr alle Differential-

L(x, D) :- Z a,(x)Do
lol=r

mit Koffizienten a,€C: sowie mit

(3.3)

und

(3.4)

die Ungleichung

(3.5)

silt.
B. §ei s€R. Es gibt zu jedem s€R, 0<a<l ein e>0 derart, da,$ ieder

Dffirentialoperator (3.2) mit Koffizienten

ao€ HP-Ll+r+x+n12'

wobei x(R, tc,>O ist, sowie mit den Eigenschaften (3.3) und (3.4)

(3.6) llL(., D)E-Lo(D)Ell" = allLo(D)Ell"+r;1zo1a;e1;"-' Jilr alle E( s

mit einer uon s und rson den Koffizienten a, abhöngigen Konstanten K>O genilgt.

Beweis. A. Sei 11, der (endlichdimensionale) lineare Raum aller Polynome

P der Veränderlichen (eRo (mit komplexen Koeffizienten) vom Grade <r.
Durch

llPll :: ,up JI9f
k<2" L+lkl,

operatoren

(3.2)

L(x, .) = Lo "filr alle x€.W

max Z lo"(*)-aool = tx €W lol=r

llz (. , D) E - Lo (D) Ell = qllzo (») Ell filr alle E € ,S
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wirdauf fI, eineNormdefiniert(aus llPll:0 folgt P(/r):g fiiralle k€.2", also
ist P(o:o fiir alle (en'1.

Sei ,,{(20)c II, der lineare Teilraum der Polynome P, die schwächer als Z0
sind. Sei Qr,...,Qy eine Basis in l(Lo). Auf ,,{(20) wird durch

lllPlll :: Z ldrl fiir P :: ) diQi
j:r j-l

auch eine zweite Norm erklärt. Da tL(Lo) endlichdimensional ist, sind die Normen

lll.lll und ll .ll auf A(Lo) einander äquivalent. Insbesondere gibt es eine Konstante

B>0 derart, daB

(3.7) lllPlll=BllPll fiir alle P€t(Lo)
gilt.

Wegen a,(Cf folgt fiir
]v

L(x, .) :: ) c,(x) Qj()€ l(Lo)

aus (3.7), daB auch ct€Cl (.t:1,...,N) sind. Gilt zusätzlich a,(Cj mit einem
/€N, so sind cr€C,1.

Ist
,v

Lo(.):: ) r\Qi(),

so folgt fiir jedes x€7 und frir jedes j:1, ..., N

(3.8) lci@)-"91=lllL(x,.)-zlll

= frllL(x,.)-Z.ll

I z @,@)-oo,)k'l
-Psup'o'=',',.,,,,

Daher ist

(3.9)

;;ä t + lkl'

= 
p Z la"(x)-ao"l

lol=r

= pmax Z lo"(x)-a|l.
:.W lol=r

j *uU lr.i(r) - cojl = I,t §max Z lo,(*) - aool.
j:t x €W x €W lol=r

Da die Polynome O; schwächer als Z0 sind, gibt es zu jedem j:1,...,N
ein 4r=0 derart, daB lQ,(k)l<-qjlLo(k)l ftir alle kQZ' gilt. Mit 4::maxr-r,...,y4i
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wird wegen (3.9) frir alle E€S

llL(., D)E-Lo(D)Ell

: 
ll,{(,,(.)-,00,(D)ll
N

= Z llQi(o)Ellmry lc;(x)-cll
j:l x €lf'

N

= ) q jllLo(D)Ell max lci@)-cJlj:r xeW

= N § q ll Lo (D) Ell mal,,Z,la. (x) - ao"l.

1y1i1 si:al(NBry) folgt hieraus Ungleichung (3.5).

B. Sei s€R. Fiir die Behandlung des Ausdruckes

lldu)Qi(D)Ell"

mit du) (x) :: ci@) - co, brauchen wir eine einem Resultat von Lions und Magenes [9],

Lemma 7.1, S- 31, anäloge Abschätzung ftir Fourierreihen. Es seien du):: {d?)}orr",
g(§ und Qi(D)E::,lri::{*l!}rez"€,S; im folgenden lassenwirzurVereinfachung

der Schreibweise den oberen Index t) weg. Der Fourierkoeffiziefi (drlt)y von drlr

ist dann durch
(d{)o: 

,Z^d,rl,o-,
gegeben. Daher wird

lldf ll. : (rärt + lk1" (, ä^ 
a,,L o -)')''' = \1 \

mit
,,,= (rä(,2.0 + lk - t1,7" r, 4,9 o -,)')''"

1,,: (oä(,3^{ft+ lkl'z)v'z-(l + lk-ll)v'z) d,,l,o-,)')'''.

Mit go::(1 +lkl\'/'rl,o ist g:: {so}oer"€S und

fi : nå,(,4.dtsr,-,)': lldsll'

- (*u, ld(*)l), llr/113.
x€W
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rx +(1 -r) (x -y):

1,l)" -

1-s

1-s

t) lz

em,

2)L/2

t+ lv

rnel

,l

,.1rl

lrl')lz)Lt

1+l

,II

il
'-11.

s-11

Nach dem Mittelwertsatz wird ftir x, ! €R' mit eir
x-y**r!, 0<T=L,

Itr + l*l\'t'-(t * lx -ylr)'/rl
ln

- I'l lrä 
(1 + lrl\G-z)tz zi!i

Wegen
(1 + lzlz|rz = I +lzl = 2tt2(l +lz

ist frir s- 1>0
(1 + lrl\G-t)tz = (1+ lzl)s-t

= (1 *lx-y*ryl)'-'
= (1 * lx - yl)'-'(1 + lyl)'-'
= 2k -t) t2 ( 1 + lx -y lr)(' -t) t2 (

und frir s-1=0
(1 + lrl\k-Dtz = 20-s)t2(t + lrl)'-t

o'-.ift( 1*lx-ylL t(l+lFffi
=Il-s)tzr I+l{ v+'vl+lvlL (@ffi
= 20-s)t2(1 + lx-yl)"-1(1 + lyl)rs-ll

= 2ts-Ltt2(1 + lx-ylr)('-t)t2(1 + lyl)1,

Somit folgt frir k, I e.Z"

Itt + lkl\'n-(1 +lk-,1,)'/,1

Daher ergibt sich

-1

,1, (l

1

*:
yl
*c)
-11

,l)r'

zr( ls I+

I, € Irl2rs-1, (oå_(,3^(1 + lk-llr)('-t)tzlvo_,1(l + l/12;trs-1r 
+1)/rld,l)')"'

Z (1 + l/l)(rs-lr+t)tzldil
I QZN

I QZN

= Krlldll lr-1t+ L*x*nr'

Es gilt

Kn :: (. Z_(1 + l/l) -@+ntD)uz.
'l €zn

mit
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Folglich erhält man

llL(., D)E-Lo(D)Ell,

tv

= Z (ma 1s,1x1-ci»llQ,(D)vll"
i:L x€W

+&, 
" .j lld(i)ll r"-rr *r*,*,pllQi(D) Ell"-,
i:L

mit

t ._ [ K,lsl2l"-tr fiir s # 0
"n'"'- to liir s:0.

Ähnlich wie in (3.8) leitet man punktweise Abschätztrllgen fiir die Ableitungen
von do her, und durch Integration ergibt sich

N

Z lld('llr,-, t+t+x+nrz = Z Ilb,llr, -l*7*u*rr2ti:t lol=r

wobei å"(x) ::a,(x)-a\ ist.
SchlieBlich zeigt man analog wie in Beweisteil A, daB

llL(., D)E-Lo(D)Ell"

= NfiallLo(D)qll"mq ) la"(x)-ao"l
x€w lol=t

* K,,"§q llZo(D)Ell"-r ,,2 llb"llr"-, |+t+x+ntz

gilt. Mit e::al(NfrrD wd
K :: Ko," P 4,2 llb"llr"-, t*trx,.nt'

folgt hieraus Behauptung (3.6).

3.2. Satz2.2 läBt sich in der folgenden Form auf den Fall variabler Koeffi-
zienten iibertragen:

Satz 3.3. Es sei

(3.1) Lr(D)::,"Z,aID

ein stark t-koerzitioer (t(R, t=O) Dffirentialoperator mit konstanten Koffizienten
aleC. Ferner sei

(3.2) L(x, D) ,: 
,F=,ao(x)D"

ein Dffirentialoperator mit Koeffizienten ao(Hl mit s€R.
Man setze t)oraus, da.,B mit einem q,(R, 0<a<l und mit einem 1(€R, 1(>0

(3.6) llL(., D)E- Lo(D)Ell" < allLo(D)Ell"+r;lzo1a;91;"-, fi)r alle E( S

gilt (man vergleiche Satz3.2.B).
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Dann ist der in Hi durch

D(L) :: S c Ilf ,

L"rp i: L(.,D)E fiir q<S

erklärte lineare Operator L": D(L)-Hi abschlieJ3bar mit der kleinsten abgeschlosse'

nen Fortsetzung Ll::Zf*, und es gilt

(3.10) D(L:) c Hi*'.

Weiter besteht die Fredholmsche Alternatioe

(3.11) 1 
dimN(Z"): dimN(zf) =-'

I n(z;) : N(zJ)', .R(zI) : N(2"-)'.

Dazuexistiert ein )."(R, l"=-0 derart, dafi fttr alle ).>)." die Abbildung L;+),1:
D(Li)-g; bijektiu und folglich die inuerse Abbildung (1+M)-': Hi*D(Li)
stetig ist.

Beweis. A. Die starke t-Koerzitivität von 1,0(D) besagt, daB mit Konstanten

C.>0 und Cr=0 die Ungleichung

Re (20 (D) f , ,L) =- crll].l'll?tr- crll*ll' fiir alle ry' € 
^s

gilt. Mit k€2" wd
* (x) :: (2n)-n tz,i <r<' x1

ergibt sich hieraus

(3.12) Rero(k) = c.(l *lklzltrz-r,.

Essei 9:{Erlor*(5. WirmultiplizierenUngleichung(3.12)mit(l+lkl'z)"lEol'z
und summieren dann iJber k€2". Somit ergibt sich

Re (zo(D) q, E)" = c, ll qll? *,p- CrllEll?

und daher ftir ,1>0

(3.13) z)'Re(Lo(D)E,q)"+A'llE11z>1lz-2ÄCr)llqll?.

Ist d>0 vorgegeben und )">(d+C!71r2+Cr, so erhält man nach (3.13)

(3.r4) ll(z'tal+r)Ell:
: Ilzo(D)Ell3 * 2,1 Re (to(o)E, E)"+ L'llEll?

= ll Lo (D) qll! + (1, - il.c,) ll Ell?

= ll Lo (D) Ell? + d ll Ell? .
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Nach Voraussetzung (3.6) folgt wegen (3.14)

(3.15) ll(zt.,al+,r)Ell"

= | l(zo1a) +,t) El l"- llL(., D) q - Lo(D Ell"

= (l - a) ll(t' (o) + t') El l, - r 1zo 141 e1"-'

: +ll(z.rpl+r)Ell"

* |(l lt,. «a * 4 rll- #.r z'(a) Eil"- J 
.

Wir setzen §i:2Kl(l-a) und wählen

41: 5'sva l?]-S 
.- Ei=, 1+lkl,

Nach (3.14) folgt dann ftir ,[>/."::(d+Ci)ttz+Cz

ll(t' (o) + t") El 13 - ä'z llz0 (D) ell3- I

= llLo (D) Ell3 + a 1 e 11' - å2 llLo (D) Ell!-,

= Z ( I + | 
k l'z» -1 «1 + lkl'z) d + (t + I 

k l' - ö'z)lLo (k)1'z) lE rl2
k<zn

= Z 0+ lkl)"-r«l +lkl'z)d- özlzo(k)l') lEol' = olkl<,
und hieraus

(3.16) *ll@,rrr+,t)Ell" = KllZo(D)Ell"-r.

Aus (3.15) ergibt sich somit fiir i>.1"

(3.r7) ll(z«.,4)+r) Ell"=- #ll(z'(l)+,t)Ell" rtir alle E€ §.

Sei wieder E:{Eo].,oe-€^S. Falls wir in (3.12) zu beiden Seiten 1=1"" addieren,

die so entstehende Ungleichung mit (1* lkl)"+az lEel'z multiplizieren und dann iiber

k€7 stmmieren, so folgt

c rll Ell? *, = R" 
o å^(zo 

(k) + x) ( I * lklz)" 
+ t r z 

@ r1z

= (rä,lLo(k)+ll'z(t+ Ikl')" lvÅ)'t'(o2,(I + IkI)'+' lvol)'''.

Mit 1>1" gilt daher
c, ll EIl"*, = | l(2,141 +,t)ell"

und folglich gemäB (3.17)

(3.18) ll(z(., o)+,r) ,oll"= c,ffllEll"*, ftir alle s€ §.
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B. Sei .t>,tr". Nach (3.17), (3.6) und (3.14) ist

t_(3.1e) f 1J1z'1a;+,t)Ell" = ll(zt. , o)+ t)Ell"

Jl 1,",, *,t) El l"+ ilz(., D) E - Lo (D) rpll 
"

= | | 
(z' 1a1 + 1) Ell" + 

"l 
ro (D) Ell 

" 
+ K ll Lo(D) E ll 

" 
-,

< (l +o(+K) ll(z.fal+,t)Ell" fiir alle E€,S.

Da L! abschlieBbar ist, folgt aus (3.19) die AbschlieBbarkeit von Z" und
auch die Relation D(Ll):p112-1. Die Abschätzungen (3.18) und (3.19) gelten
dann auch fiir die AbschlieBungen Zl- und Il. Aus (3.18) folgt, da8 D(L)c
Hi+t gilt und daB R(L; +)'D abgeschlossen fiir /.>/." ist.

C. Wir werden nun zeigen, daB R(Ij *).1):17" fldir ).>)"" ist. Gegeben sei
u€äj mit der Eigenschaft

(3.20) (a,(Li *,1)w)" : g fiir alle we D(L): D(23-).

Wegen )">l">Cz ist Å(I!-+,tI):Hi (man vergleiche Satz 2.2, Beweisteil C), und
es existiert ein uCD(L!-) mit

(L9-+ )')u : u'

Dann folgt nach (3.20), (3.6), (3.14) und (3.16)

llull3 : (o,(L?-+t)u)"

: (u, (L; + ).)u)"+(u, (z!--2" )a),
: (u,(Lo,--L)u)"

= llull" ll(z! 
--2"') ull"

= llull"(a llZS-a ll"+r< llZS-ull"- J

= llo[" (a ||(z!-*,1)all" + +il(23-+ r)uilJ

_ l*o ,,..,,,
- j ttutts>

und wegen a<l ist u:0. Also gilt

ie(Z;+ iI): 17",

N(tå +lt) : R(L; + 1I)' : {0}
sowie nach (3.18)

N(Z;+,11): {0},

und Zl *,11 ist ein Fredholm-Operator mit Index Null.
D, Der durch

D(7"):: Hl,
Tsu i: -),u frtr ue DQ)
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erklärte lineare Operator T; H:*H; ist Q*,11)-kompakt: Sei {4.;}.* eine

Folge aus D(L:), und es gelte mit einer Konstanten M>0, M<-

Nach (3.18) ist

Wegen der Kompaktheit der Einbettung von äj+' in H) (man vergleiche Bers-
Schechter l2),Lemma 10, S. 169-170, der Beweis läBt sich iibertragen, und Eells

[3], (D) Theorem, S. 1ll-ll2) enthält {ui}ir* eine in äi konvergente Teilfolge

{4},r*, also konvergiert {T"u}\1q, in }/i.
Da der Index von L: + M Null war, ist auch der Index von Zi :(L: + ).1)+7"

Null (man vergleiche Kato [7], S.238), und daher gilt dimN(Zi):di*N(IX)<-.

3.3. Wir beweisen jetzt einige Regularitätsaussagen:

Satz3.4. Es seien t,s, l€R mit ,>0 und l-s. Der Differentialoperator

(3.1) Lo(D)::,,ä,oLD'

mit konstanten Koffizienten ao,€C sei stark t-koerzitiu. Ferner sei

(3.2) L(x,D) r:,,v=,a,(x)D

ein Dffirentialoperator mit Koffizienten a,(Hf mit q::max{lsl, l/l}. Man setze

uoraus, dafi mit einem aQR, O=a<l und mit einem K€R, 1(=0

(3.6) llL(., D)E-Lo(D)qll" < allLo(D)Ell"+r;1zo1a;r;;"-, filr alle q( S

gilt.
Vf/eiter seien f(H| und uQD(Li) derart, dafr Liu:f gih.

Dannist u€D(Ll)cHi+' und Liu:f.
Beweis. Sei m(N mit der Eigenschaft l+(m-l)t<s=l*ml, und seien

§j::min {l+it, sl fiir j:9, ..., z. Nach Satz 3.3 existiert zu jedem 7 ein ,1,"r>0

derart, daB die Abbildung L, *).1: D(L",)*t1"; mit D(Zi)c Hit+' fijr 1>-)'",

bijektiv ist. Es sei l.o:: max {i"0, ... , tr"_}.

Durch Induktion werden wir zeigen, daB u(D(L:.) und Ll u:f fij,r

i:0,...,m gili.
Nach Voraussetzung gilt die Behauptung ftir 7:9. Sei also 0<j<m (and

daher sr:/ijt<s) und uCD(Ll) mit Ll,u:f. Wegen D(Ll,)cH";l'cHp,'
ist f+)"ou(1!st+rcH| und (Ll,*Lr)u:f*Lsu. Es gibt ein -u€D(Ii.,) 

mit
(Ll, *,+ ).)r::f+ Lou. Wegen D(L;..,)c D(d) ist auch

(Li,+ )'r)u :f +)"ou : (Li.*)"s)u,

also u:a(D(d_) rnd Lir*,u:f.

1lu;ll,+ ll Q; + 
^)uill, 

= M fiir alle i€ l[.

lluills*r 5 *# fiir alle /€N'
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Fijr i:ry ist s.:s sowie folglich D(Ll)cHi+, und Llu:f.
Korollar 3.5. Es seien

(3.1) Lo(D)::,),ao,D,

ein stark t-koerzitiuer (t€R, t=0) Dffirentialoperator mit konstanten Koffizienten
ao.<C und

(3.2) L(x, D) ,: 
,ä,a"(x)D

ein Dffirentialoperator mit Koeffizienten ao(Hl (s€R, s>0/.
Man setze uoraus, da§ mit einem a(R, O<a<l und mit einem K€R, f>0

die Ungleichungen

(3.s) llL(., D)E-Lo(D)Ell = q.llLo(D)Ell

und

(3.6) llL(., D)E-Lo(D)Ell" < allLo(D)Ell.*KllZ0(D)Ell"_,

filr alle E(S gelten.

Dann gilt N(f;):N(fl"):N(I-):N(Lo)cS, wobei L::Lo ist.

Beweis. Wegen D(Ll)cD(Ll") gilt N(Ii)cff(Z_"). Nach Satz 3.4 folgt
aber N(Zl")cN(I-)clr(2"). Daher hat man N(L):1{17-):N(21"). Aus
Voraussetzung (3.5) folgt durch AbschlieBung

(t-a)llLo-wll = llZ-ull < (1*q)llZ0-Ialll fiir alle w(D(L'): D(Lr-).

Folgliclr ergibt sich N(L-1:1y1ao-; und gemäB Satz2.2 ferner N(Zo-):irr(20)c 
^S.

3.4. wir geben noch eine hinreichende Bedingung daftir an, daB jede schwache
äf-Lösung der Differentialgleichung L(.,D)u:f auch eine starke äf-Lösung
dieser Differentialgleichung sei :

Satz 3.6. Es sei

(3.1) L$(D)::,Z,aID,

ein stark t-koerzitirser (t<R, t=O) Dffirentialoperator mit konstanten Koffizienten
ao.e C. Ferner sei
(3.2) L(x, D) ,: 

,"Z,ao(x)D
ein Dffirentialoperator mit Koffizienten a"eCft und L'(., D) der dem Dffiren-
tialoperator L(.,D) formal adjungierte Dffirentialoperator.

Man setze Doraus, dafi mit a.,a'ER, O<d,d.'-l und mit K,K'<R, K>0,
K'>O die Ungleichungen

ll L (., D) E - L' (D) Ell = all Lo (D) EII + r l1 
ro 1a;, 1; - r,

ll L' (., D) E - Lo (D) Ell < u' ll Lo (D) cpll + r' ;; Zo 1a1 9 ;1 _,

filr alle E€S gelten.
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Dann ist L wesentlich maximal, L- : L'*. Fur f €H) ist folglich jede schwache

Hl-tAsung u(D(L'*) der Dffirentialgleichung L(.,D)u:f auch eine starke

Hl -tösung u( D (L-) dieser Dffirentialgleichung.

Beweis. Trivialerweis e ist L- c L'* .

Weil wegen der Voraussetzung a,€Cfl die Koeffizienten von L'(., D) h Hl
liegen, existiert gemäB Satz 3.3 (mit s:0) ein ,1* €R, ,1.* =0 derart , daB R(L'- a )"1):
R(L-1),1):H) fnr ).>l* ist.

Sei nun uQD(L'*) und g::Z'*u. Man wähle eine Zahl )'>)'*. Zu g'f lu
existiert dann ein r:€D(L-) mit (L-+^)p:gl)"u. Weil u(D(L'*) eine schwache

äoo-Lösung der Differentialgleichung L(., D)u:g ist, gilt

((r' + 1)E, u) - (8, s+ lu) - (E, (L- * i)u)

ftir alle E€^S.

llL-u-Lf;ll *O

Also folgt

und daher auch

Hieraus ergibt sich

Die Verfasser

Zu
Iur

t) existiert eine Folge {t i} i€ Nc ^S mit ll u - /; ll * 0 und

.l * *, uncl es gilt

(E , (L* + 1)r) : jl* (E, @+ l)V i)

- li* ((r' + 1)E, rll ) : ((r' + l)E. u).
J-r@

((r' + De, u-u) - 0 fiir alle q€,S

((t' - + 
^)w, 

u - D) - 0 fi.ir alle w € D (L' -).

Lt:u, und somit ist f-- - L'*.

danken Herrn Jouko Tervo frir einige Verbesserungsvorschläge.

Literatur

[I] AcrraoN,S.: Lectures on elliptic boundary value problems. - Van Nostrand Mathematical

Studies 2. D. Yan Nostrand Company, Inc., Princeton, New Jersey-Toronto-
NewYork-London, 1965.

[2] Brns, L., und M. ScnrcnrBn: Elliptic equations. - Partial differential equations [by L. Bers,

F. John, M. Schechter]. Lectures in applied mathematics [Proceedings of the summer

seminar, Boulder, Colorado, 19571 III. Interscience Publishers, a division of John

Wiley & Sons, Inc., New York-London-Sydney,1964, l3l-299.
[3j Erlm,J.: Elliptic operators on manifolds. - Complex analysis and its applications [Lectures

presented at an international seminar course at Trieste, l975ll. International Centre

for Theoretical Physics, Trieste. International Atomic Energy Agency,Yienrla, 1976,

95-152.
[4] Hrr»rnuN»r, S.: Lineare elliptische Differentialgleichungen. - [Vorlesung, Mainz, 1966, als

Manuskript vervielfältigt.l Johannes Gutenberg -Universität, Mathematisches Institut,
M,airr, 1966.



108 Irppo Srvro LounrvAARA und CHRrsrraN G. SruanrR

[5] HönruaNoBn, L. : On the theory of general partial differential operators. - Acta Math, 94, l9SS,
t6t-248.

[6] Hönru,l,N»rn, L.: Linear partial differential operators. - Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 1 16. Springer-Verlag, Berlin-Göningen-Heidelberg, 1963.

[7] K,c.to, T.: Perturbation theory for linear opprators. - Die Grundlohren der mathematischen
Wissenschaften I 32. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New york, 1966.

[8] Ls, P. D.: On Cauchy's problem for hyperbolic equations and the differentiability of solu-
tions of elliptic equations. - Comm. Pure Appl. Math. 8, 1955, 615-633.

[9] LIoNs, J. L., und E. M.a,csNBs: Non-homogeneous boundary value problems and applica-
tions. I. - Die Grundlehren dor mathematischen Wissenschaften 181. Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg-New Y ork, 1972.

[10] Louruv,un,l, I. S., und C. G. Srlre»Bn: Uber nichtelliptische lineare partielle Differential-
operatoren mit konstanten Koeffizienten. - Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. L Math.
513, 1972, t---22.

Universität Jyväskylä Universität Bayreuth
Mathematisches Institut Lehrstuhl III ftir Mathematik
Sammonkatu 6 Opernstrafie 22
SF-40100 Jyväskylä l0 D 8580 Bayreuth
Finnland Bundesrepublik Deutschland

Freie Universität Berlin
I. Mathematisches Institut
Htittenweg 9

D 1000 Berlin 33

Eingegangen am 10. Mai 1978


