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KOEFFIZIENTENABSCHATZUNGEN FUR FUNKTIONEN,
DEREN ERSTE ABLEITUNG BESCHRANKTES
ARGUMENT HAT

KARL DOPPEL und LUTZ VOLKMANN

Herrn Professor Dr. Albert Pfluger in Verehrung gewidmet

1. Einleitung und Ergebnisse. Viele im offenen Einheitskreis |z]<1 analyti-
sche Funktionen f besitzen eine Darstellung

(1) log f'(z) = —% f log (1 —e~*z)du(r).

Ist p etwa eine Treppenfunktion mit endlich vielen Spriingen, so stellt (1) die bekannte
Schwarz—Christoffelsche Formel dar. Im Fall, dal u eine monoton wachsende
Funktion mit u(2r7)—p(0)=2n ist, erklirt (1) eine konvexe Funktion. Gilt schlieB-
lich fir pu

2m 2
[ dun =2z und [ ldu()| = kn
0 i}
mit einer reellen Zahl k=2, so wird durch (1) gerade eine Funktion f beschriank-

ter Randdrehung aus der Klasse ¥, definiert (man vergleiche dazu [6] und [7]).
Integriert man (1) partiell, so erhilt man

(2) logf’(z):—jl%—f u@ dlog(l—e~itz).
o

Wie aus dieser Form ersichtlich ist, ergibt sich die Mdglichkeit, allgemeinere Funk-
tionen p als in der Darstellung (1) zuzulassen. Es sei »>0 vorgegeben. Zu jeder
reellen Funktion p, die den Bedingungen

(3a) ueL=[0, 2],
2n
(3b) f u@®)dt =0 und esssuplu(r)] = nx
0 O=t=2n

geniigt, wird durch (2) eine im offenen Einheitskreis |z|<1 analytische Funktion
f der Gestalt

@) 72 = z+ S’ a,z"

doi:10.5186/aasfm.1978-79.0403


koskenoj
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1978-79.0403


260 KARL DoPPEL und LUTZ VOLKMANN

mit der Eigenschaft

(42) largf'(2)| = mx (z] < 1)

erklirt. Umgekehrt 148t sich jede Funktion (4) mit der Eigenschaft (4a) als ein
Lebesgue—Stieltjessches Integral (2) mit einer Funktion p, die die Bedingungen
(3a) und (3b) erfiillt, schreiben (man vergleiche [3]). Die Klasse dieser Funktionen
f wird im folgenden mit H, bezeichnet.

Bekanntlich sind fiir die konvexen Funktionen (man vergleiche [4], S. 172,
oder [9], S. 46) sowie fiir die Funktionen beschrankter Randdrehung (man ver-
gleiche [1], [2], [5] und [10], S. 26) Koeflizientenabschitzungen gegeben worden.
In dieser Note werden nun Abschidtzungen fiir die Koeffizienten der Funktionen
f der Klasse H, hergeleitet, wobei die Existenz von maximalen Koeffizienten
la,(f)| in dieser Klasse durch folgende Uberlegung gesichert ist:

In [3] wurde fiir alle f aus H, gezeigt:

®) (2

14|z
Daraus folgt nun wegen

o=

z

F@= [ If (2],

0

daBl H, eine lokal gleichmiBig beschrankte und daher nach dem Satz von Montel
eine normale Familie bildet. Ist nun (f,) eine Folge von Funktionen aus H, mit
f(@)=lim,__ f,(z), so folgt f'(z)=lim,__ f,(z) und daher f(0)=0 und f"(0)=1.
Aus (5) ergibt sich f”(z)0 und weiter |arg f'(z)|=nx%, womit H, eine kompakte
Familie ist (man vergleiche [8], § 14).

In der vorliegenden Note werden fiir die Koeffizienten der Funktionen f aus
H, die scharfen Abschédtzungen

4y . _ 1
(6a) la,| = - fur »x= >
_ 1 "—1( 2x ][2x+k—l) . 1
(6b) la,| = nk;; He1—k k fiir %=
bewiesen.

Die Verfasser mochten Herrn I. S. Louhivaara flir wertvolle Hinweise und
Bemerkungen danken.

2. Der Fall »x=1/2. Fiir die folgenden Untersuchungen wird die vorher
angegebene geometrische Charakterisierung der Funktionen aus /M, zugrunde
gelegt, d. h. wir betrachten fiir x>0 die Menge der im offenen Einheitskreis |z|<1
lokal schlichten Funktionen f der Gestalt

@ f@=z+ Jaz (<1
mit der Eigenschaft
(4a) larg f'(2)| = % (|z] < D).
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Satz 1. Ist f aus H, mit x=1/2, so gilt fiir alle n=2
(6a) la,| = —.

Beweis. Fir eine feste natiirliche Zahl »n setze man

¥ he) = 3 g (e

v=1

= . .10 .
=1+ 2(]+1)aj+12172’e2m;v/n
=1

=14 3 v+ 1Dy, 2"
v=1

=14+m+Da, 12"+....

Wegen (4a) liegen die n Punkte {,=f"(z¢*") (v=1,2,...,n) im Winkelraum
larg z|=mx. Da nach Voraussetzung x=1/2 ist, liegt auch das arithmetische Mittel
der Punkte {, im Winkelraum |arg z|=n%, und daher gilt wegen @)

®) larg h(z)| = nx

fiir alle |z|]<1.

Man setze nun

_ . @
g(z2) = ZWZ)'

Dann folgt wegen (7)

g2 =nn+)a,., 2"+ 3 byz*

i k=n+1
und weiter (z=re®)
©) g(2) = 3 ber(cos kO+i sin ko)
k=n
mit
(%92) b, =n(n+1a,,,.

Multipliziert man (9) mit cos nf bzw. sinn6 und integriert danach gliedweise, so
erhdlt man
w1 if
b,r _af g(re®) cos nd do
bzw.

. n 1 4 i0\ o3
ib,r ~?0f g(re’) sin nb do.

Wegen b,=Reb,—iRe(ib,) folgt daraus

1
T

(10) b fnRe {g(re®)}e="0dg.

0
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Beachtet man

7 (el i
Re { re’® };1 ((;;6))} (;39 arg h(re'),

so ergeben (9) und (10)
1 - a - 5i0Y ,—in0
——”f %argh(ie Ve~ "9 df

in_ g h(re®)e=m0d0.

SO folgt damus

. 2n

. in o

|b,| = b,e# = — f arg h(rei?y =10 4o
g

Setzt man —argb,=p,

%) sin (f—nb) do

und unter Beriicksichtigung von (8)

4
ib,| = —-/{ f [sin (B—n0)|do = anx
Beachtet man (9a), so folgt schlieBlich mit r—1
m(n+Da,., = b, = 4dnx,
also
la [ 4x
Uyt = n+1 »
womit (6a) bewiesen ist.
3. Der Fall x=1/2. Im Fall x=1/2 gelten folgende Koeflizientenabschét-
zungen.

Satz 2. Ist faus H, mit x=1/2, so gilt fiir alle n=2
- 1( 2 ](2z+k—i}
n— '

| =
) laal = = 1—k k
Beweis. Flir beliebiges f aus H, gilt
largf'(z)l =« (Jz] <= 1)
und somit
(Jzi=1)

e (7 @] = o ey () =

Daher ist die Funktion p,
(12 = 1),

p() = (f ()

eine im offenen Einheitskreis analytische Funktion mit positivem Realteii

durch die Funktion g,

by

Izl =D,

N

1+
q9(2) = 1=
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subordiniert wird (man vergleiche [9], S. 36) folgt nach einem Theorem von Brannan,
Clunie und Kirwan (man vergleiche [2], S. 8, oder [10], S. 17), daB fiir jedes reclles
a=1 die Koeffizienten von p* durch die entsprechenden Koeffizienten von ¢~
dominiert werden. Beachtet man

T (S N T 1 vt

1 Y%=0

und

(P@)»*=f(z) =1+ ;"Qna,,z”~1 (Iz| < 1),

so folgt wegen 2x=1
M 2% 2x+k—1
n[an]_i:kg(') [n—l—k]( k )’

womit Satz 2 bewiesen ist.

4. Die Schirfe der Abschiitzungen. Im Fall »x=1/2 leistet die Funktion £, ,,
t beliebig reell
) S et "—1[ 2% )(2x+k— 1]} .
(12) Jeul2) = A+,,;;{ n k=20 n—1—k k -

das Gewlinschte (man vergleiche [3]).
Im Fall 0<x=1/2 betrachte man fir n=2 die Funktionen £, ,,

z l_i_gn-—l

fn,x(z) = f (Tcn_—T

0
’ ) 1+2r:—1
Ialg __I—Z"_l

argf, . (2)} = mx

und folglich gehért f, , zu H,. Andererseits findet man sofort

]"dg (z] = 1).

Wegen

lIA

z
2

gilt offensichtlich

4
fn,x(z):Z’{"?Zn'l_“' (IZI< l)’

so daB fiir jedes n=2 jeweils der n-te Koeffizient der Funktion Ju.» beziiglich
Satz 1 extremal ist.l)

') Im Gegensatz zu den Funktionen mit beschrankter Randdrehung gilt fir die in dieser
Note betrachtete Funktionenklasse folgender Sachverhalt:
Ist f aus H, und %=1, so gelten fiir die n-ten Koeffizienten a,(f) die Abschitzungen
la.(Nl=n n=23,..,
aber die Funktionen f; .,

s 2%

1 2
fa,,,(z)zf[lf;) & (zl<1)

sind fiir alle »>3/4 nicht schlicht (man vergleiche [9], Theorem 1.5).
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5. Ein Verzerrungssatz. In [3] wurde fiir alle f aus H, und alle |z]<1 be-
wiesen :

1—z| ]2"< reN = [ 1+]z| ]2"
©) (1+|z| =|f'(2) = T
und

| — 1+]z] )2" 1

lf (z)]=27'm(1_lz| T—F
Da fiir die in (12) angegebene Funktion f, , gilt:

, _ 1+e‘"z)2”

i) frne) = (E2E)

liefert (5) die scharfen Schranken fiir die Verzerrung von f (man vergleiche [3]).
Im folgenden Satz werden fiir die m-ten Ableitungen (m=2) von f scharfe (obere)
Schranken angegeben, falls »=1/2 ist.

Satz 3. Ist f aus H, mit »=1/2, so gilt fiir alle m=2 und alle |z]<1

dm=1 (1+[z[ )2"
(m) -
(14) @l = g o) -
Beweis. Setzt man

1+Z)2”__ G \
(1s) ()= S
so sind alle A4, reell und positiv (man vergleiche (11)). Setzt man
(16) f(2) = é’)oc,,z",
so gilt wegen Satz 2 fiir alle »
(17) o, ] = A,.

Fir m=2 folgt aus (15)

(18) (”CZ—;;-: [%)2x=,,=§il n(n—1)...(n—m+2)4,|z"~™+

und aus (16) und (17)

19) If™(z)| = S' nin=1)...(n—m+2)a,z" "™+
n=m-—1

= 3 (=) . (r—m+2) oy |z

n 1

oo

= > nmn=1)..(n—m+2)A4,|z]"~m+.

n=m-—1

Aus (18) und (19) folgt sofort die gewiinschte Abschédtzung (14).
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Bemerkungen. Die in (13) angegebene Funktion f, , definiert durch

Fon@ = (122)

1—z

liefert fiir z=|z| in (14) das Gleichheitszeichen, womit diese Ungleichung scharf ist.
Fiir den Fall x<1/2 bleibt die Frage nach der scharfen Abschitzung der m-ten
Ableitung von f (m=2) offen.
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