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DIRICHLETSCHE UND NEUMANNSCHE
RANDWERTAUFGABEN IN DER STATISCHEN
ELASTIZITATSTHEORIEY)

PEKKA NEITTAANMAKI

1. Einleitung

Wir betrachten in einem n-dimensionalen euklidischen Raum R" (n=2) einen
elastischen Korper, der im nicht deformierten Zustand das Gebiet G einnehme.
Elastische Verformung unter dem EinfluBl von Kréften werde im kartesischen Koor-
dinatensystem durch das Vektorfeld U=(U,, ..., U,) der Verschiebungen be-
schrieben.

Wir legen die Annahmen der linearen Elastizitidtstheorie zugrunde: Die Verzer-
rungen e, seien durch

(L1) ex(U):=2"1(D,U,+D Uy, i,k=1,..,n
(D;U,=0U,/0x;) gegeben und die durch sie verursachten Spannungen s, durch

n

(1.2) Sk = 2 Citim®im

i,m=1

(das verallgemeinerte Hookesche Gesetz). Die reellwertige Funktionen ¢y, charak-
terizieren die elastischen Eigenschaften des betrachteten Mediums. Sie geniigen
den folgenden Symmetrierelationen

(1.3) Cikim = Cimik = Cmiik = Cikml -

Weiterhin gibt es aus physikalischen Griinden eine positive Konstante C, derart,
daB fir alle vu€ Z:= {vylve=0v4}
n

n
(1.4) > CigmVikVim = Co 12'1 [vg]?
5=

i,J,k,I=1
gilt.
Sind die Funktionen c,,, sonst keinen Einschrankungen unterworfen, so nennt
man das Medium inhomogen und anisotrop. Wegen verschiedener Typen elastischer

1) Diese Arbeit ist mit Unterstiitzung des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft getra-
genen Sonderforschungsbereiches 72 an der Universitdt Bonn entstanden.
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Medien (isotroper Fall, rhombischer Fall, kubischer Fall usw.) sei auf Sommerfeld
[9] verwiesen.

Falls F=(F;, ..., F,) den Vektor der Volumenkrifte bezeichnet, so geniigen
die Spannungen den bekannten Gleichgewichtsbedingungen

(1.5) ZDkSik+Fi:O7 l= 1, vees N
k=1

Indem man die Spannungen mit Hilfe der Beziehungen (1.2) eliminiert, erhalt
man Bedingungen fiir das Gleichgewicht in den Verschiebungen; sie lassen sich
in Gestalt einer Vektorgleichung aufschreiben

(1.6) AU = — . IZ' Dy(Cimem) X2 = F,
i,k,l,m=1
wobei x; den Einheitsvektor in Richtung der Achse x, bedeutet.

Die grundlegenden Randwertprobleme der FElastizititstheorie sind durch fol-
gende Randbedingungen charakterisiert, wobei wir Homogenitit voraussetzen.
Hierbei sei mit ¢G der Rand des Gebietes G bezeichnet.

1. Problem bei vorgegebener Randverschiebung (erste Aufgabe):

(1.7) Ulye = 0.

2. Problem bei vorgebener Randspannungen (zweite Aufgabe). Der auf 0G
einwirkende Spannungsdichtevektor t=237,_ s;v wobei  vi=(vq, ..., V,)
die duBere Normale von dG ist, verschwindet:

(1.8) tlse = 0.

Eine Theorie dieser Randwertaufgaben fiir beschrinkte und fiir AuBengebiete
(d. h. Gebiete, deren Komplemente kompakt sind) mit glatten Réndern und fiir
homogene isotrope Medien haben Kupradze [4] und Maul [6] mit Integralgleichungs-
methoden gegeben. Will man den allgemeinen inhomogenen und anisotropen Fall
bei nicht glatten Réndern angehen, dann bieten sich Hilbertraummethoden an.

Die Randwertaufgaben 1 und 2 wurden von vielen Autoren mit dieser Methode
fiir beschrinkte Gebiete behandelt. Dazu vergleiche man die Literaturverzeichnisse
z. B. in Duvaut—Lions [1], Fichera [2] und Mikhlin [7].

Im zeitharmonischen Fall haben Wacker [10] mit Integralgleichungsmethoden,
Weck [11] und Leis [4] mit Hilbertraummethoden entsprechende Randwertprobleme
fiir AuBengebiete behandelt.

In dieser Arbeit werden im Falle unbeschrinkter elastischer Korper und in-
homogener anisotroper Medien Randwertprobleme 1 und 2 mit Hilbertraummetho-
den untersucht.
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2. Problemstellung

Es sei GCR" eine offene Menge. Es sei H°(G)=L?*(G) der Hilbertraum der
reellwertigen im Lebesgueschen Sinne in G meBbaren und quadratintegrierbaren
Funktionen bzw. Felder mit dem Skalarprodukt

W Vo= [U) V@ dxi= 3 [U)-Vi(x)dx
G i=lg

und mit der Norm [Ul, ¢:=(U, U}/6-
In der Menge C1(G) der einmal stetig differenzierbaren Funktionen bzw. Felder
seien

IU|12,G = é'l(DUi, DUi)O,G

(D:=(Dy, ..., D,)) und U2 6:=IUl36+IUl3g. Es sei
CHG) := {UeCHG)I|U],6 ===
Fiir U, V€C}(G) erklirt man das Skalarprodukt

U V),=U V)t ;1' (DU;, DVi)o,6-

Den Hilbertraum H'(G) erhilt man durch Vervollstindigung der Menge
C1(G) in Bezug auf (-, +), . Die AbschlieBung der Menge C;°(G) der Testfunk-
tionen bzw. Testfelder von G im Raum H*(G) sei Hy(G).

Wir definieren mit den Gewichten (von der Dimension n des Raumes R" ab-
hingend)

- (A +]xD) In(e+]xD)) fir n=2
glx)= {1/(1+|xl) fir n=3
die gewichteten L2-Réume
L2(G):= {U|gUc L*(G)}
und
L3,(G):= {Ulg*UeL*(G)}
mit den Skalarprodukten

(U, Vo= [gU-Vdx, UVeL(G)
G
bzw. )
U, Vioge:= [g2U-Vdx, U VEL,(G).
G
Fiir Felder UcC(G) konnen wir den Ausdruck

NI o6:= [ 8*U-Udx+ 3 [ DU;-DU;dx
G

i=1¢g
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bilden. Es sei
Co(G) == {UecCHOIUlly, 0,6 <<=}

Fiir Felder U, VeC *(G) erklirt man das Skalarprodukt

U, V,6= [gzU de+2;fDU - DV, dx.
=lG
Der Raum H 1(G) wird als Vervolltindigung von C +(G) in Bezug auf (-, -);
definiert. Die AbschheBung von C;°(G) im Raum H 1(G) wird mit H o (G) bezeichnet.
Zur Formulierung von Randwertaufgaben bllden wir nun dle Bilinearform

(1.9 BU V)= > f Catmeim(U) e (V) dx.

ik,l,m=1
Im folgenden nehmen wir an:

Voraussetzung 2.1. Die Koeffizienten cy,,, des Operators A sind reellwertige,
beschrinkte und mefibare Funktionen auf G und geniigen den Relationen (1.3) und (1.4).

Jetzt konnen wir unsere Randwertaufgaben fiir unbeschrinkte Gebiete G
stellen:

Problem 1 (Die erste (Dirichletsche) Randwertaufgabe) In GCR" sei
Fe LI/ ,(G) gegeben. Es wird die Gesamtheit der Funktionen U EH o (G) (der schwachen
Losungen des Dirichletschen Problems) gesucht die der Glezchung

(1.10) BU, V)= (F,V)y,q firalle VEH}(G)
geniigen.

Problem 2 (Die zweite (Neumannsche) Randwertaufgabe). In GCR" sei
Fe L3, (G) gegeben. Es wird die Gesamtheit der Funktion U€ H}(G) (der schwachen
Lisungen des Neumannschen Problems) gesucht die der Gleichung (1.10) fiir alle
VEH,(G) geniigen.

Wir werden zeigen, dal Problem 1 fiir beliebiges G eindeutig 16sbar ist (Satz 4.1).
Wenn G ein AuBengebiet mit Kegeleigenschaft ist (siehe Fichera [2], S. 382), kénnen
wir zeigen, daB8 Problem 2 fiir n=3 eine eindeutige Losung hat und daB im Falle
n=2 die Fredholmsche Alternative gilt (Satz 4.2).

3. Erste und zweite Kornsche Ungleichung in gewichteten Sobolevriumen

Bei den Randwertaufgaben der Elastizititstheorie spielen die Kornschen Un-
gleichungen im Beweis der strengen Koerzitivitit bzw. der Koerzitivitit der Bilinear-
form eine 4hnliche Rolle wie die Poincaréschen Ungleichungen bei den Rand-

wertaufgaben der Potentialtheorie: Nach (1.4) und (1.1) gilt fiir alle U¢H G

3.1 BUU)=Cy kzl 1D; U+ Dy Uill3, .-
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Im Falle beschrinkter Gebiete kann man mit Hilfe der Kornschen Ungleichungen
die rechte Seite von (3.1) weiter abschitzen. Die zweite Kornsche Ungleichung lautet
(vgl. Fichera [2], S. 382): Zu einem beschrinkten Gebiet G mit Kegeleigenschaft
gibt es eine positive Konstante C derart, daB
(3.2) ik21 I1D: U +DUili 6 = CIUIS, 6 — UG,
fiir alle Uc H*(G) gilt.

Leis hat in [5] gezeigt, daB (3.2) auch fiir AuBengebiete mit Kegeleigenschaft
gilt. In der statischen Elastizititstheorie im Falle eines unbeschrinkten Korpers
ist diese Ungleichung nicht relevant, weil man nicht erwarten kann, daB die Lésun-
gen quadratintegrierbar sind. Deswegen werden wir zuerst zeigen, daBl mit zwel
positiven Konstanten C; und C, fiir alle U€H,(G)

(3.3) . kZI ID;U+DUill6 = CLIUIR ¢ — CollUIIS, 6my

gilt, wobei G(R):= {xEG“xI=(xi+...+xﬁ)1/2<R}cG ist. Dazu setzen wir wor-

aus, daB G ein AuBengebiet ist und daB fiir G(R) Ungleichung (3.2) giiltig ist.
Im Falle der Dirichletsche Randwertaufgabe gilt Ungleichung (3.3) mit C,=0

und zwar fiir beliebige Gebiete: Durch partielle Integration erhalten wir nimlich

fiir alle @=(9P,, ..., ,)€C;(G)

(34 .kz_;”Di‘pk+Dkd)i“(2),G

=2 S{ID03 et [(DB)(D, ) dx}
G

iie=1
=2 g} 1D; @il3,6+21div @[3 ¢

=2|P)2 ;.

Zum Beweis von Ungleichung (3.3) sei R=0 so groB, daB R'—GCK(R):=
{x€ R"||x|<R} gilt. Sei p€ Cy°([0, 3R)) eine nichtwachsende Glittungsfunktion mit

1 fir x| =R
3.5) o(x])=141/2 fir |x]=2R
0 fir |x|=3R.
Sei
L(U, V) = 2 (Dl Uk+’Dk Ui’ ‘Din+‘DkI/i)0,G'
i,k=1

Dann gilt mit #€ Cy°(R")

(3.6) L, n) = L(gn, on)+2L(on, (1 —@)n)+L((1 —¢)n, (1 —@)n).
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Weil der Trager Trg on von ¢n in K(3R) enthalten ist, erhalten wir nach (3.2)
mittels (3.5) mit allgemeinen, von ¢ und # unabhingigen, positiven Konstanten C,
(3.7 L(on, on) = Cillonll cer) —lonl3, 6@ry
= C 47 (1—e) 113 gery — Coer M 1113, 6 ar) »

wobei G(R):=GNK(R) und O0<g <1 ist.

Weil (1-¢)n€Cy’(B(R)) (B(R):={x€Gl||x|>R}) ist, folgt entsprechend aus
(3.4) mittels (3.5)
(3.8) L((1=)n, (1 =@)n) = 2|(1 = ¢)nl} 5wy

= 2|77|%,B(3R)+4—1(2—82)I’7|%,K(2R,3R)— Caes M nl3, k(r, 38) >

wobei K(R;, Ry):={x€G|Ry<|x|<R,} und O<g,<2 ist.

Fiir den letzten Term in Gleichung (3.6) erhalten wir nach partieller Integration
wie oben mit g;=0

(3.9) L(on, (1—q)n)

1

L f(l _(p)(p|Di’7k+Dkrli|2dx_ssml%,K(RJR)_C433_1“’7”%,G(3R)
kel

=—& |'7]%,K(R,3R) —Cyez?t ”’1||(21,G(3R) .

Die Behauptung (3.3) folgt jetzt durch (3.6) nach geeigneter Wahl von ¢, &, und
&3 aus den Ungleichungen (3.7)—(3.9).

Um die gewiinschte strenge Koerzitivitit bzw. Koerzitivitit von B zu erhalten,
brauchen wir noch folgende Variante der Poincaréschen Ungleichung fiir Vektor-
felder von Hj(G) bzw. von H}(G):

Lemma 3.1. Es sei GCR" ein beliebiges Gebiet. Dann gibt es eine von U un-
abhdingige Konstante C,=0 derart, daf

(3.10) NUNl,4.6 = C1lUlL 6
fiir alle Ue Hy,(G) gilt.

Es sei GCR" ein Auflengebiet mit Kegelbedingung (sogar mit Segmenteigen-
schaft). Dann gibt es eine von U unabhdingige Konstante C,=>0 derart, daf

(3.11) U,4,6 = Co(Uly,6+1Ullo, k2r,3r))
fiir alle Uc H;(G) gilt, wobei die Konstante R so grof ist, daf} R*"—K(R)CG gilt.

Beweis. A. Ohne Einschriankung kann man K(e)cR"—G annehmen (vgl. [8],
S. 30—31. Wir erkldren in G die Gewichtsfunktionen g’:

o [(U(nlx) fir on=2
) _{l/lxl fir n=3

und beweisen fiir U,€C;°(G) (i=1, ...,n) die Ungleichung
(3.12) Ig’Uillo,¢ = 2|Uih,6-
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Fiir U,€Cy(G) erkldren wir einen positiven Ausdruck
y ) = [ DU;+0(n) g’ 2UI5, 6

mit £=x/|x|,c(m)=—1 fiir n=2 und o(n)=1 fiir n=3. Durch particlle In-
tegration erhalten wir
(3.13) Ly (U) = Uili -
Aus (3.13) ergibt sich
Ig’Uili3,¢ = |1DU;+0(n)g'U;—DUI§ ¢

=4|Uj36-

Wegen der Aquivalenz der Gewichtsfunktionen g und g’ erhalten wir aus (3.12)
Behauptung (3.10).

B. Zum Beweis von (3.11) betrachten wir eine Glattungsfunktion ¢€ Cy°(K(3R))
mit @lger=1. Fir U,H;(G) (i=1, ...,n) erhalten wir wegen TrgoU;,CK(3R)
und Trg(1—¢)U,cB(R) mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung und (3.10)
(vel. [8], Beweis von Satz II. 3.3)

(3.14) 1U1,4,6 = 0Uill1, 4,6 +1(L =) Uill1, 4,6
= C1(Uil1, 6ary + Uillo, k2r, 38))
+ Co(IUy4, Bsry +1Uillo, k2R, 3R))>

wobei C,;=0 und C,>0 unabhingig von U, sind. Behauptung (3.11) folgt dann
unmittelbar aus (3.14).
Aus (3.4) und (3.10) bzw. (3.3) und (3.11) erhalten wir

Satz 3.2. Die erste Kornsche Ungleichung in gewichteten Sobolevrdumen:
Es sei GCR" ein beliebiges unbeschrdnktes Gebiet. Dann gibt es eine von U unab-
hingige Konstante C;>0 derart, daff die Ungleichung

n

(3.15) 2 1D U+D U3, ¢ = GiIIUII, 4,6

i,k=1

fiir alle U€ H,(G) gilt.

Die zweite Kornsche Ungleichung in gewichteten Sobolevrdumen: Es sei
GCR" ein Aufengebiet mit Kegeleigenschaft. Dann gibt es zwei von U unabhdngigen
Konstanten Cy>0 und C3=>0 derart, dafp die Ungleichung

(3.16) . gl ID;Up+D, Uillg 6 = C: AU, 5,6 — CsllUNG, 6eary

fiir alle U H}(G) gilt, wobei R>0 mit R'—K(R)CG ist.
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4. Losbarkeitsaussagen fiir Randwertaufgaben

Nach Voraussetzung 2.1 und nach Definition der Norm |[[|-[|[, s ist die
Bilinearform B(U, V) in Hy, (G) bzw. in H} (G) beschrankt: Es gilt mit einer positiven
Konstanten C,

4.1 B, V) = CillUI1, 4,611V 4,6

fur alle U, VE€H},(G) bzw. alle U, VEH](G).
Nach (3.1) und (3.15) ist B in H;O(G) streng koerzitiv: Es gibt eine positive
Konstante C, derart, daB
(4.2) BU, U)= GlIIUI 6
fir alle Ue H),(G) gilt.
Wegen
ICE, Vo, 6l = 1o, 119,611V [ll1,4,6

ist das Funktional a(V):=(F, V), s mit FEL] (G) in H)(G) beschrinkt. Mittels
(4.1) und (4.2) erhalten wir daher aus dem Satz von Lax und Milgram

Satz 4.1. Voraussetzung 2.1 sei erfiillt. Dann ist die Dirichletsche Randwert-
aufgabe fiir unbeschrinkte Gebiete G und fiir FELf/g(G) eindeutig losbar.

Die Behandlung der zweiten Randwertaufgabe ist schwieriger, weil aus der
zweiten Kornschen Ungleichung nur die Koerzitivitit der Bilinearform B folgt:
Die zweite Aussage von Satz 3.2 angewandt auf Ungleichung (3.1) gibt fiir alle
Uc H}(G) die Ungleichung

4.3) BU,U)= ,u|||U”|ig,c—M|U”§,G(3R),

wobei u und 4 positive Konstanten sind. Mit Hilfe der Stabilitat der Fredholm-
eigenschaft gegeniiber kompakten Stérungen erhalten wir aus (4.3)

Satz 4.2. Es sei ein Aufiengebiet mit Kegeleigenschaft und sei Voraussetzung 2.1
erfiillt. Wenn die Raumdimension n=3 ist, ist die Neumannsche Randwertaufgabe
fiir FELS, (G) eindeutig Iosbar.

Wenn n=2 ist, hat die Neumannsche Randwertaufgabe fiir FEL%,Q(G) genau
dann eine Losung, falls die Bedingung

(F s V)O,G = 0

fiir alle V€ Z,:=R? erfiillt ist. Diese Ldsung ist dann bis auf ein beliebiges Element
aus P, eindeutig bestimmt.

Beweis. A. Wir erkldren in H;(G)X H,(G) eine Bilinearform
4.4 B(U,V) :=BU, V)+A(ter U, V). o»

wobei ¥ 3g, die charakteristische Funktion von G(3R) ist, und fiihren einen Opera-
tor A durch diese Form ein.
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Es sei D(A) (cLi(G)) die Menge derjenigen Elemente U€H, 4 (G), zu denen
je ein Fe L}, (G) mit
4.5) B(U,V) = (F, V),

fiir alle V€ H} (G) existiert. Durch
(4.6) AU:= F fir UeD(A)

wird 4: D(A)~L3 (G) erklart.

Der Operator A hat in Lj(G) einen dichten Definitionsbereich (vgl. etwa
Weidmann [12], Satz 5.36). Wie in [8], Satz II. 3.12, kann man beweisen, dal der
Operator 4 ein Fredholmoperator mit dem Index ind 4 =0 ist (vgl. Kato
[3], §IV.5.1).

Ferner kénnen wir wie in [8], §II. 3.5, einen Operator I': D(F)—»Lﬁ,g(G) mit
D():=D(4) und
4.7 I'U:= AygeryU, fir UeD(I)

definieren und beweisen,daB I' ein A-kompakter Operator ist (vgl. Kato [3], § IV. 1.3).
Mit Hilfe der Stabilititsergebnisse fiir Fredholmoperatoren (vgl. Kato [3],
§1V. 5.3) erhalten wir: Der Operator A:=A—I mit D(4)=D(4) ist ein Fred-
holmoperator mit dem Index O.
B. Nach (3.1) ist

N(4) := {Uc HX(G)|B(U, V) = 0 fiir alle V¢ H:(G)}

in #,nH,(G) enthalten, wobei &, durch

'@1 = {U= (Ul, cees U,,)IU, = ai+ Z binj, a,-, b,JER und bU = —‘bﬂ}
=

definiert ist.
Weil B(U, V)=0 fiir alle Uc ZnH,(G) und alle Ve H, (G) gilt, ist

N(4) = 2,0 HX(G).

Andererseits gilt ZnH}(G)=2, fir n=2 und #nH,(G)={0} fir n=3.
Folglich ist im Falle n=3 auch N(4)={0}. Dies zusammen mit der Tatsache
ind 4=0 liefert den ersten Teil von Satz 4.2.

Im Falle n=2 erkliren wir Q:={V=g*U|U¢€Z,}. Man kann beweisen, daf}
O im Nullraum N(A4*) des adjungierten Operators 4* enthalten ist. Weil wegen
ind A=0 die Relation dim Q=dim N(4)=dim N(4*) gilt, ist N(4*)=Q. Dies
zusammen mit der Tatsache N(A*)=R(A)! (orthogonales Komplement der
Wertemenge des Operators A, vgl. Kato [3], Theorem 5.13, S. 234) liefert die zweite
Aussage von Satz 4.2.
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