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ANWENDUNGEN DER WERTVERTEILUN GSLEHRE
AUF GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

H. WITTICH

Die Entwicklung der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen im
Komplexen zeigt, wie Fortschritte in der Funktionentheorie zu neuen Ergebnissen
und Fragestellungen in der Theorie der Differentialgleichungen fiihrten. Das gilt
auch fiir die Theorie der Wertverteilung. Die erste Anwendung der Nevanlinnaschen
Theorie auf gewdhnliche Differentialgleichungen im Komplexen gab 1932 K. Yosida
(K. Yosida [1]); er bewies den bekannten Satz von Malmquist (Acta Math. 36
(1913)) mit Hilfsmitteln der Wertverteilungslehre und gab Verallgemeinerungen an.
Seit 1950 entstanden zahlreiche Untersuchungen zum Thema ,,Wertverteilung und
gewohnliche Differentialgleichungen im Komplexen®. Zum gleichen Thema sollen
in diesem Vortrag einige Bemerkungen gemacht werden.

1. In w'=P(z, w)=a,(z)W"+...+ay(z) sei P ein Polynom in z und w und
w(z) eine in [z]<eo eindeutige, nichtrationale Ldsung: w'(z)=P(z, w(z)). Fiir die
Charakteristik gilt T(r, P(z, w(2)))=T(r, w')=n-T(r, w)+ O(log r) und mit

T(r,w) = T(r, w+N(, w)+S(@),

n-T(r,w)=T(r,w)+N(r, w)+S@F) = 2T(r, w)+S(@).

Es folgt: Ganze transzendente Losungen sind nur fiir n=1 mdglich, mero-
morphe Losungen nur fiir n=2. Jede Losung von w’'=ay(z)+a,;(z)w ist eine
ganze Funktion. Fiir n=2 liegt eine Riccatische Differentialgleichung vor. All-
gemeiner gilt der Satz von Malmquist:

Jede im GrofBen eindeutige Losung von w’'=R(z,w) (rational in z und w)
ist entweder eine rationale Funktion oder es liegt eine Riccatische Differential-
gleichung w'=a,(z)+a,(z)w+a,(z)w* vor. Im Jahre 1932 gab K. Yosida einen
Beweis dieses Satzes mit Hilfsmitteln der Wertverteilungslehre. Wie oben folgt aus
der Differentialgleichung, daB die rationale Funktion R(z, w) vom Grad =2 (in w)
sein muB. Da das auch fiir jede Funktion y=1/(w—a) bei beliebigem « gelten muB,
folgt R(z, w)=a,w?+a,w+a, mit in z rationalen Koeffizienten a,(2), ..., a5(z),
also die Behauptung.
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90 H. WITTICH

Die Differentialgleichung w’= P(z, w)/Q(z, w)=R(z, w) 148t sich auf die Form
bringen
P h (Z, W)

w =witag,@w+a,(2)+—————, h=gqg-—1;
1() 0() Q(Z, W) q

h bzw. g ist der Grad von w in P, bzw. Q.

o Pz w(2)
Fz) = 0(z, w(2))

ist in R<|z|<< holomorph und hat unendlich viele Nullstellen (in den unendlich
vielen Polstellen von w(z)). Ist w(z) von endlicher Ordnung und m(r, w)=0 (log r),
dann folgt m(r, F)=m(r,w —w2—ayw—ay)=T(r, F)=0(logr). Das wieder-
spricht der Folgerung, dal F(z) unendlich viele Nullstellen hat: Q(z, w) muB also
unabhingig von w sein.

Mit einer passenden natiirlichen Zahl g gilt fiir alle hinreichend groBSen |z|,
die |w(2)|=|z| erfiillen, w'(z)w?(z)=1+h(z), |h(z)|=1/2. Diese Darstellung
erlaubt die Konstruktion von punktfremden Kreisscheiben U({) um die einfachen
Polstellen mit den Eigenschaften: In U({) gilt (2/3)(1/|z—¢])=|w(2)|=2/|z—¢| und
w(z)|=Clz|* auBerhalb U({) und |z|=R. Daraus folgert man m(r, w)=0 (logr)
und N(r, w)=Cr**!, also die Behauptungen: w(z) ist von endlicher Ordnung und
m(r, w)=0 (log r).

Sind in
€)) w = a(z)+b(z)w+c(2)w?

= w(2)=wi2) —a1(2)w(2) —a,(2)

die Koeffizienten rationale Funktionen, dann ist die Existenz von in |z|<eo ein-
deutigen Losungen nicht gesichert, wahrend bei Polynomkoeffizienten jede Losung
von (1) in |z]<o meromorph ist. Mit der Formel von Ahlfors—Shimizu folgt
aus (1) die schon bekannte Tatsache, da3 die Ordnung A(w) endlich ist. Genauer
gilt A(w)=1+d/2=1, wobei sich d aus der Entwicklung von B(z)=ac—b*/4+
b’2—(b/2)(c’/c)=B,z*(14+0(1/z)) bestimmt. Fiir rationale Koeffizienten ist d=—1
moglich; dann ist A(w)=1/2. Es gilt also: Jede in |z|<<o eindeutige analytische
Funktion der Ordnung <1/2, die w'=R(z, w), R(z, w) rational in z und w, geniigt,
ist eine rationale Funktion (Wittich [1], [4]).
Fiir (1) schreiben wir

(1) w = D(2)+b(z)(w—k)+c(2)(w*—k?),
D(z) = a(z)+kb(z)+k2c(2),

k eine beliebige komplexe Zahl. Bei D(z)#0 folgt daraus m(r, 1/(w—k))=0(log r).
Fiir jeden endlichen Wert k und - gilt daher

. N(r,1w—k)) _ . N(r,w) _
Jim T(r,w) L, Jim T(r,w)
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Nur fiir hochstens zwei Werte k,, ks ist D(z)=0 moglich. Man erhilt dann die

Differentialgleichungen
w = c(2)(w—ky) (w—ky)

2 w = (w—k)(b(2)+c(2)k+c(z)w)
w = c(z2)(w—k)%

Jede transzendente Losung der ersten Differentialgleichung hat die Picardschen Aus-
nahmewerte (abgekiirzt P. A. W.) k; und k,. Fiir die transzendenten Losungen der
zweiten Differentialgleichung ist & P. A. W. Als genaue Defektrelation gilt &,+
(k) +0(ky)=2, &,4+6(k)=2. Der Verzweigungsindex fiir jeden Wert k einschlie3-
lich o ist stets Null. Faktorisierbare Losungen von (1) mit Polynomkoeffizienten
sind von E. Mues [1] untersucht worden.

Aus w’=P(z, w)=a,(2)w"+... folgt nT(r, w)=T(r, w)+2N(r, w)+S(r), also:
In |z]<e eindeutige analytische Losungen sind nur fiir n=3 méglich. Es gibt
solche Differentialgleichungen, ndmlich die beiden ersten Differentialgleichungen von

Painlevé
w” =6w?+A,z+B und w” =2wi+(Byz+B)w+C.

Jede Losung ist eine in |z]<oo meromorphe Funktion.

Fir A,=B,=0 lassen sich diese Differentialgleichungen mittels elliptischer
Funktionen 16sen. Diese Losungen haben mindestens einen vollstdndig verzweigten
endlichen Wert. Diese Tatsache ist charakteristisch, denn es gilt der Satz: Die beiden
ersten Painlevéschen Differentialgleichungen haben genau dann Lésungen mit min-
destens einem vollstindig verzweigten endlichen Wert, wenn A, und B,=0 sind
(Schubart—Wittich [1]).

2. Auf weitere Verallgemeinerungen des Satzes von Malmquist durch K. Yosida,
1. Laine, Sh. Strelitz u. a. gehe ich nicht weiter ein, da diese Resultate in einem
Satz von N. Steinmetz (Karlsruher Dissertation 1978) enthalten sind. Betrachtet
werden Differentialgleichungen der Form

A(z, w)

z L, W) =
(3) P( s W, W, ,» W ) B(Z, “))

= H(z,w);

A(z,w) und B(z, w) sind ganz in z und w. Die linke Seite ist eine endliche Summe
von Ausdriicken der Form a(z)w/o(w’)/r...(w™)» mit in |z]<e holomorphen
Koeffizienten. Essei d=max (j,+2/,+...+ (n+1)/,). Einein |z|<c meromorphe
Funktion f(z) heifit zuldssig (beziiglich der betrachteten Differentialgleichungen),
wenn 1) alle Koeffizienten a(z) der Bedingung T'(r, a)=0(logr, T(r, ))=S(r, f)
geniigen und 2) T(r, H(z,7))=S(r, /) gilt fiir alle t€McC, wobei die Menge
M einen endlichen Haufungspunkt hat. Jede in |z|<o meromorphe Funktion
f(2) ist fiir die Differentialgleichung w’=R(z, w) zulédssig. Der Satz lautet:
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Besitzt die Differentialgleichung (3) eine in |z|<eo zuldssige Lésung, dann ist
H(z, w) ein Polynom in w vom Grad =d.

Wichtiges Beweismittel ist der zweite Hauptsatz.

In der Differentialgleichung w®™+a,_, ()W V+...+a,(z)w=Ff(z, w), a;(2)
Polynome, sei f(z, w) ein Polynom in z und eine in w ganze, nichtlineare Funk-
tion. Fiir diese Differentialgleichung ist jede ganze transzendente Funktion zuléssig.

Die Differentialgleichung 148t aber keine ganze transzendente Losung zu; w(z)
sei eine solche Losung. Dann ist f(z, w) ein Polynom vom Grad g=1 in w. Es folgt

T(r, f(z, w(2))) = m(r, f(z, w(2)))
=g-T(r,w)+0(ogr) = m(r, WM +...+ag(z)w) = m(r, w)+S(r),

also gT'(r, w)=T(r, w)+S(r). Das ist ein Widerspruch. Fiir die binomische Glei-
chung (W)"=R(z, w) ist jede in |z]<oo eindeutige nichtrationale analytische Funk-
tion f(z) zuldssig. Fiir eine zuldssige Losung gilt: R(z, w)=a,(Z)W+ ... +a.(2),
a;(z) rationale Funktionen und n=k=2n; fir n=k hat w(z) hochstens endlich
viele Pole.

3. In |z]<<eo eindeutige Losungen algebraischer Differentialgleichungen erster
Ordnung F(z, w, w')=0 sind von endlicher Ordnung. Genauer gilt die Aussage:

1
w(z) ganz transzendent: 5 = A(w) <o; w(z) meromorph: 0 = A(W) < o=.

Nach Bank—Kaufman [1] gibt es Differentialgleichungen w'"=a(z) P(w), die mero-
morphe Losungen der Ordnung Null haben. Algebraische Differentialgleichungen
der Ordnung n=2 konnen Losungen von unendlich hoher Ordnung haben, wie
ww” —w'2—ww =0 mit der Losung w(z)=exp (¢”) zeigt. Sind in der Differential-
gleichung
() F(z,w,w) = kZ aj ()wiw* =0

J,k=0

die Koeffizienten ganze Funktionen, dann sind, wie w'=e*w mit w(z)=exp (¢°)
zeigt, ganze Losungen der Ordnung <> méglich. Nach S. Bank [1] gilt bei Maj(z))<e
fiir jede reelle Zahl A>A(a;) die Abschédtzung

log M(r, w) = exp (r*), r > ry(2),

w(z) eine ganze Losung von (4).

Es gibt Differentialgleichungen (4) mit meromorphen Losungen w(z), deren
Charakteristiken T(r, w) nicht durch die Koeffizienten a;,(z) allein abgeschitzt
werden konnen (wie bei ganzen transzendenten Losungen). Fiir die Charakteristik
T(r, w) einer meromorphen Losung w(z) von (4) gilt

T(r,w) <exp(rY)+K-rN(ar.w), a=> 1.
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Weitere Resultate fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung verdankt man
S. Bank und Mitarbeitern (vgl. S. Bank—Laine [1]).

4. In
(D) L(w) = w"+a,_1(2)w"V+ .. 4a,(2)w =0, a(z) Z0,

seien die Koeffizienten a;(z) ganz. Dann sind alle Losungen w(z) ganze Funktionen.
Ubergang zu einem dquivalenten System und Herleitung einer Differentialungleichung
fiar y(r)=(3_,w,[?)"* zeigt, daB M(r,w) durch die Maximalbetrige der Koeffi-
zienten nach oben abgeschitzt werden kann. Sind die @;(z) Polynome, dann gilt
A(w)<-<o fiir alle Losungen von (D). Umgekehrt sei )(w)<oo Fiir n=2 ergibt
sich wegen a,(z)=—w'(z)/w(z) m(r,a,)=0(logr) und wegen ay(z)=—w"jw—
a,(2)(W'Iw) m(r, ap)=0(ogr): a,(z) und ay(z) sind Polynome. Entsprechende
Betrachtungen, kombiniert mit der Reduktionsmethode von L. Fuchs, liefern fiir
beliebiges n: Die Koeffizienten in (D) sind genau dann Polynome, wenn jede Losung
von endlicher Ordnung ist.

Fiir manche Untersuchungen ist es zweckmiBig, gewisse Fundamentalsysteme
von (D) auszuzeichen. Sie haben die Eigenschaften: Die Ordnungen sind 0=i<
Jg<...<X,, I=v=n. Zu ; gehoren y; linear unabhéngige Losungen vy, vy, ..., ¥
#1+ ot .. + u,=n. Jede Lmearkombmatlon vt te, v, ;—éO hat die Ordnung

. Diesem ausgezeichneten Fundamentalsystem entsprlcht eme Aufteilung des Lo-
sungsraumes V von L(w)=0

V =V, @V,®...0V,;

V; ist ein Unterraum der Dimension y;. Jedes weV;, w(z) Z0, hat die Ordnung 4;.

Be1 Polynomkoeffizienten a;(z) vom Grad o; smd wextergehende Aussagen uber
die 4; moglich. Fur j=0,1,...,n bildet man g=max]_ o (aj+n—j), pi=g—
(aj+n—j), Q;=(J, Bu-i)s % -0 Der kiirzeste Streckenzug, der die Punkte Q; von
unten konvex umschlieBt, heiBt das Diagram D von (D). Dem abstelgenden Teil
entnimmt man die nichtnegativen rationalen Zahlen A’=v/u. Unter diesen " kom-
men die A; vor, wobei u;=v gilt. Insbesondere ist 4,=max /’. Die zur Herleitung
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von D benutzten Methoden (Methode des Zentralindex) liefern: Die Losungen w(z)
sind von reguldrem Wachstum der Ordnung 4;. Die Gleichung A(w)=0 gilt genau
dann, wenn w(z) ein Polynom ist. Mindestens eine Losung ist ganz transzendent;
(D) hat also hochstens n—1 linear unabhingige Polynomlésungen. Weiter ist
A,=1 und =1 genau dann, wenn (D) konstante Koeffizienten hat.

M sei die Menge aller ganzen Funktionen, die Lésungen von Differentialglei-
chungen (D) mit Polynomkoeffizienten und n€ N sind. 9 ist ein linearer Raum,
der die weitere Eigenschaft hat, daB mit wy, w,€ I auch w;-w,€¢ M ist (Frank—
Wittich [1]).

Fiir (D) mit Polynomkoeffizienten sei w=(w,, ..., w,) ein beliebiges Funda-
mentalsystem und S(w)=2>%_; A(w;). Genau die ausgezeichneten Fundamental-
systeme machen S(®) zum Minimum m(L); man spricht daher auch von Minimal-
systemen. Fiir alle Differentialgleichungen L(w)=0 ohne Polynomldsungen gilt
m(L)=n und =n genau dann, wenn L(w)=0 konstante Koeffizienten hat. Ob
diese Aussage ohne Zusatz A,;=>0 richtig ist, scheint nicht bekannt zu sein.

Die Gleichung 4,=< ist nur moglich, wenn mindestens einer der Koeffizien-
ten a;(z) ganz transzendent ist. Der Koeffizient a,(z) sei ganz transzendent, die
restlichen Koeffizienten a,(z), ..., a,-,(z) seien Polynome. Dann gilt fiir jede
Losung w(z)#0 A(w)=-<o. Es sei fiir eine Losung wy(z) A(wy)<oo. Dann folgt
aus ay(2)=—wj (2)/wo(2)—...—a,(2)wy/we m(r, a)=0(logr). Die Ungleichung
A(wy)<-<o fiihrt zum Widerspruch. Analoge Uberlegungen fithren zum Resultat:

Ist unter den Koeffizienten ay(2), ..., a,_,(z) a,(z) der letzte transzendente
Koeffizient (also @1(2), ..., a,-1(z) Polynome) dann ist u,=n—k. In einem aus-
gezeichneten Fundamentalsystem kommen mindestens n—k linear unabhingige
Losungen der Ordnung < vor (M. Frei [1]).

Beim Umkehrproblem wird die Aufgabe behandelt, zu gegebenen 4;, u; Dif-
ferentialgleichungen (D) zu konstruieren, deren Minimalsysteme die GroBen 4;, p;
aufweisen.

A,=<=: Gegeben sind die reellen Zahlen 4,, ...,4, mit 0=}, <2,<...</, =< und
die natiirlichen Zahlen y,, ..., 4, mit p;+py+ ... +p,=n. Man konstruiere
eine Differentialgleichung (D) mit einem Minimalsystem

0=l <Ah=<..<4
M+t ...+ p, = n.

Diese Aufgabe ist, wie eine Konstruktion von J. Nikolaus [1] zeigt, 16sbar. Die
Gleichung A(w)=0 ist auch fiir ganze transzendente Lésungen w(z) mdoglich.

A,<e: Gegeben sind die rationalen Zahlen 0=1;</,<...<Ai,<o und die natiir-
lichen Zahlen gy, ...,u, mit p;+...+up,=n. Gibt es eine Differential-
gleichung (D) (mit Polynomkoeffizienten) mit minimalen Fundamental-
systemen, in denen die Ordnungen 4; mit den Vielfachheiten y; auftreten?
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In dieser allgemeinen Fassung ist die Aufgabe nicht 16sbar. Fiir n=3 1,=1/2,
Ap=3/4 mit p;=2, uy=1 gibt es keine Losung. Sonst miiBte wegen 2,=0 p,4,+
Us A5 =3 sein, was nicht der Fall ist. Fiir n=3 1,=1/2, y,=1, 1,=2, u,=2 ist das
Umkehrproblem 16sbar. Losungen sind alle Differentialgleichungen w” +ay(z)w”+
a, ()W +ay(2)w=0 mit ay(z)=A4,70, a;(z)=4,#0, a,(z)=Az+B, A#O0.

In den folgenden Fallen ist Losbarkeit gesichert:

a) Die /; sind natiirliche Zahlen.
b) Fiir die nicht negativen ganzen Zahlen £; gilt 0=/4<A,<...<4, und 4,=n

(Frank—Nikolaus [1]).

Hat (D) Polynomkoeffizienten, dann folgt fiir ¢s0, = aus

W+ 4ae(2)(w—c)+cag(2) =0

m(r, 1/(w—c))=0(logr), also d(w, c)=0 fiir jede Losung w(z).
Eine Losung von (D) kann hochstens Null als endlichen defekten Wert haben.
Weiter gilt lim,_ ., (N(r, @)/N(r, b))=1, a-b=0. Aus (D) folgt weiter m(r, w/w’)=
O(logr). Zusammen mit m(r, w'/w)=0(logr) erhdlt man m(r, w)=m(r, w)+
O(logr), m(r, 1/w)=m(r, 1/w)+O(logr), also

N[r, %] +m (r, ;i)—) = T(r, w)+0(ogr) = T(r, w)+0O(logr).

5. Wir betrachten noch kurz lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
deren Koeffizienten a;(z) isolierte Singularititen haben konnen. Ist { eine solche
Stelle, dann sind die g;(z) in 0<|z—{|<R holomorph. Dort existieren kanonische
Fundamentalsysteme, die jetzt betrachtet werden. Wir setzen {=ee. Die Differen-
tialgleichungen seien von der Form

(D) 2w +za(z)w' +b(z)w = 0;

a(z), b(z) sind in G={z; R<|z|<<} holomorph. Ein kanonisches Fundamental-
system bei z=-oo ist von der Form

wy(2) = zu(z) wi(z) = z%u(z2)
und bei ¢, =90, =090

wo(2) = z02v(2) wa(2) = z8(v(2)+c - u(z) log z).
Die in G holomorphen Funktionen u(z), v(z) verhalten sich genau dann rational in
z=oco, wenn lim a(z)/z=lim,_ _ b(z)=0 gilt (z=-o ist eine Stelle der Bestimmt-
heit). Nach den Resultaten bei Differentialgleichungen mit ganzen Koeffizienten
wird man erwarten, daB sich a(z) und b(z) genau dann rational in z=-o verhalten,
wenn A(u, <) und A(v, =) (d. s. lokale Ordnungen fiir z=-<c) endlich sind: L(e)=
A(u, )+ (v, «)<oo. Das ist tatsdchlich der Fall, auch fiir n>2. Verhalten sich
a(z), b(z) rational in z=-oc

a(z) =Az* [1+0[1)], b(z) = BZ* [l+0(l]},

V4 z

Z > 0
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dann berechnet sich L(<0) aus « und 8. Der Punkt z= ist genau dann Stelle der
Bestimmtheit, wenn L(e0)=0 gilt. Fiir die Unbestimmtheitsstelle z=oo ist L (o)
eine natiirliche Zahl.

Gegeben seien jetzt v Punkte z,, z,, ..., z,=<o. G, ist dann die in diesen Punk-
ten punktierte Vollebene. In G, seien a(z), b(z) holomorph. Zu jeder Stelle z; gehsren
kanonische Fundamentalsysteme mit den eindeutigen Funktionen u;(z), v;(z) und
L(z))=A(u;, z;)+ A(v;, z;). L(z;)<-ee gilt genau dann, wenn sich a(z), b(z) rational
in z; verhalten. Danach sind die Koeffizienten a(z), b(z) genau dann rationale Funk-
tionen, wenn alle L(z;) endlich sind. L(z;)=0 kennzeichnet die Differentialglei-
chungen vom Fuchs’schen Typus.

Fiir v=2 sei z;=0, z,=o. L(0)=0, L()=0 fiihrt zur Eulerschen Dif-
ferentialgleichung. Aus den Forderungen L(0)=0, L(e)=1 folgt zunichst wegen
L()=1

zzw”—l—z[ao-l—%—}— ] w’+[blz+bo+b;1 + ) w=0, b #0.

Da z=0 Stelle der Bestimmtheit sein soll, folgt weiter a_;=...=b_;=...=0
22w+ zagw’ +(byz+bg)w = 0.

Die determinierende Gleichung bei z=0 lautet @2—(1—a,)0+b,=0. Mit a,=1
gilt fiir die Wurzeln ¢;, ¢, ¢;+0,=0. Durch eine passende Transformation z-—cz
erhalten wir schlieBlich die Differentialgleichung

22w 4 zw’ —(z+k¥)w = 0,

die durch Zylinderfunktionen geldst wird. Zur konfluenten hypergeometrischen Dif-
ferentialgleichungen fiithrt L(0)=0, L(e)=2. Die Forderung L(0)=L(=)=1 ergibt
nach der Transformation z=e*" Mathieusche Differentialgleichungen.

K. Bohmer [1] hat diesen Ansatz (Wittich [3]) weiter entwickelt und die Glei-
chungen der mathematischen Physik mit rationalen Koeffizienten einheitlich durch
Wachstums- und Symmetriebedingungen gekennzeichnet.
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