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FUR GEWISSE POLYGONE
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Abstract. Die Arbeit befafit sich mit dem Problem mdglichst konformer Spiegelungen an
gewissen geschlossenen Jordankurven. Diejenigen geschlossenen Jordankurven %, fiir die eine
quasikonforme Spiegelung, also eine @ -quasikonforme Abbildung der komplexen Ebene auf sich
unter punktweiser Festhaltung von % mit einem gewissen (), existiert, heiflen “quasikonforme
Jordankurven”. Eine moglichst konforme Spiegelung ist dann eine solche mit kleinstmdglicher
Dilatationsschranke Q< , welche Spiegelungskoeffizient genannt wird (bzw. die Grofle g = (Qv —
1)/(Q# + 1)). Daneben wird zu ¢ auch der zugehdrige Fredholmsche Eigenwert A bzw. die
Grofle k¢ = 1/ betrachtet.

In der vorliegenden Arbeit findet das Problem des Spiegelungskoeffizienten fiir beliebige Drei-
ecke und allgemeiner fiir Kreistangentenpolygone (alle Polygonseiten beriihren den gleichen Kreis)
seine Losung, indem die Vermutung g¢ = k¢ = 1 — a bewiesen wird, wobei an die Grofle eines
kleinsten der Innenwinkel des Polygons ist. Dabei ist die moglichst konforme Spiegelung nicht
eindeutig.

Ferner wird gezeigt, daf fiir Rechtecke € des Seitenverhéltnisses p, welches 1 < p < 1,037
erfiillt, noch wie beim Quadrat gy = K¢ = % gilt. Dagegen hat man bei p > 2,76 die untere
Abschétzung gy > % . Zur Frage der allgemeinen Abhéngigkeit des Spiegelungskoeffizienten Q« (1)
fiir Rechtecke ¢ des Seitenverhéltnisses y > 1 konnte 17 < Qw(u)/p < m bewiesen werden.

1. Einleitung

Diese Arbeit befafit sich mit dem Problem méglichst konformer (= extremal
quasikonformer) Spiegelungen an gewissen geschlossenen Jordankurven . Un-
ter einer (Q-quasikonformen Spiegelung an % wird eine orientierungsumkehren-
de @-quasikonforme Abbildung der komplexen Ebene auf sich unter punktweiser
Festhaltung von % verstanden. Diejenigen geschlossenen Jordankurven, fiir die
eine quasikonforme Spiegelung existiert, heiflen “Quasikreise” oder “quasikonforme
Jordankurven” (2], [5], [10]). Eine moglichst konforme Spiegelung ist dann eine
solche mit kleinstmoglicher Dilatationsschranke. Diese Schranke Q¢ > 1 bzw.
g = (Qe — 1)/(Q% + 1) heiBlt Spiegelungskoeffizient ([9]).

Daneben wird zu ¢ auch der zugehorige Fredholmsche Eigenwert A¢ bzw.
die Grofle
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betrachtet. Dabei ist A\ fiir hinreichend glattes % kleinster nichttrivialer Eigen-
wert > 1 der Integralgleichung (vgl. z. B. [4], [12])

u(w) = Ag / K (w, )u(t) ds;
€
mit dem Neumannschen Kern

1 0

(n; Normalein ¢, ds; Bogenelement, fiir nichtglattes ¢ Definition von A in [12]).
Nach [1] gilt die Ungleichung
Ke < G-

Falls € eine analytische Ecke mit dem Innenwinkel wa enthélt, so hat man
nach [7] die Eckenbedingung
qe > ke > |1 —al.
Fiir konvexe Polygone folgt daraus die Abschéatzung

(1) g¢ > k¢ > max{l — « : 3 Ecke von ¢ mit Innenwinkel an}.

In dieser Arbeit wird nun das bisher nur fiir Spezialfille ([8], [9]) betrachtete
Problem des Spiegelungskoeffizienten fiir beliebige Dreiecke und allgemeiner fiir
Kreistangentenpolygone (alle Polygonseiten beriithren den gleichen Kreis) gelost.

Satz 1. Essei € ein Kreistangentenpolygon und an die Grofie eines kleinsten
seiner Innenwinkel. Dann gilt

2
¢ =1—« bzw. Qe =——1,
Q@

also (1) mit dem Gleichheitszeichen.

Es stellt sich nebenbei heraus, dafl die moglichst konforme Spiegelung hierbei
nicht eindeutig bestimmt ist.

Ferner wird das allgemeine Rechteck untersucht. Nach [9] herrscht fiir “quad-
ratnahe” Rechteckslinien 4’ noch wie beim Quadrat in (1) Gleichheit, d. h. es gilt

1
qg:’{f:§7

nach [8] fiir “quadratferne” Rechteckslinien mit einem Seitenverhaltnis p > 3,31
jedoch
Kg > %

Eine konkrete moglichst konforme Spiegelung liefert der Beweis von
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Satz 2. Fiir Rechtecke € des Seitenverhéaltnisses (v, welches
1 <p< 1,037

ertiillt, gilt qu = Ky = %

Auflerdem wird die obige Schranke fiir quadratferne Rechtecke verbessert
durch

Satz 3. Bei Rechtecken € mit
> 2,76

gilt die Abschatzung
qe > %
Zwar bleibt auch hier die schon in [9, S. 105] gestellte Frage nach der Mo-

notonie von Q¢ als Funktion von p offen, doch konnen wir immerhin folgenden
Satz beweisen.

Satz 4. Der Spiegelungskoeffizient Q«(u) fiir Rechtecke € des Seitenver-
haltnisses p > 1 erfiillt
Qv (1)

0

<

<,

NS

d. h. Qe(p) = O(p) fiir p— oo.

2. Beweis von Satz 1

Der Beweis erfolgt durch Konstruktion einer quasikonformen Spiegelung, fiir
die als kleinste Dilatationsschranke Q¢ = (2/a) — 1 nachgewiesen wird. Zusam-
men mit der Eckenbedingung Q¢ > (2/a) — 1 (bzw. ¢ > 1 — «) folgt dann die
Behauptung.

Zur Beschreibung der konkreten Abbildung entspreche der Mittelpunkt des die
Polygonseiten beriihrenden Kreises dem Ursprung der Zahlenebene, der Fulpunkt
des Lotes von diesem auf eine der Seiten dem Punkt 1 und einer der Endpunkte
der betreffenden Polygonseite dem Punkt 1—(1/h)i (vgl. zum Folgenden Figur 1).
Die Grofle des Polygoninnenwinkels an diesem Eckpunkt sei fr (0 < a < (< 1),
so dafl

643
h = tan —
an 5
ist. Ferner sei 5
R:=—--1
B

gesetzt. Durch die beiden Strahlen vom Kreismittelpunkt senkrecht zur Poly-
gonseite bzw. durch den Eckpunkt wird ein spitzer Winkelraum begrenzt, dessen
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Cs

\\‘Gg, -

Figur 1.

innerhalb des Polygons liegender Teil auf den dufleren Teil wie folgt abgebildet
wird. Fir die anderen derartigen Winkelrdume erfolgt die Spiegelung analog.
Die Kurven %) und %> mit den Parameterdarstellungen

(2) S = 1= b (), 0<ps r
(3) zo=1-— %z + r(p)e(7/2)—Re) 0<p< ﬁ_;
mit

(4) r=r(p) = sin ¢ + sin Ry + h(cos Ry — cos @)

hsin(R+ 1)¢

teilen den Winkelraum in die Teilgebiete %; bis ¢;. Dabei sind bei ¢ = 0 und
p = %ﬁw fiir r nattirlich die leicht ermittelbaren Grenzwerte zu nehmen. Daf}
jeder von 0 ausgehende und im Winkelraum verlaufende Strahl jede der Kurven
%1 und %> genau einmal schneidet, wird spater bewiesen werden.

Ein Punkt z aus % hat nun als Bild genau jenen Punkt w des Gebietes ¥,
fiir den gilt

g o= (1= 9] =~ (- 19
O o (- 3))-F--ne(e (- 1) -3)

wobei unter dem Argument jeweils der zwischen —7m und w gelegene Hauptwert
zu verstehen ist. Dadurch wird % schlicht auf ¢, abgebildet.
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Fiir die Definition der Abbildung von ¢; auf ¢; seien z ein beliebiger Punkt
aus 4 und z; bzw. zo die Schnittpunkte des Strahles von 0 durch z mit %} bzw.
%5, es gilt also

arg z = arg z; = arg 2s.

Ferner werde definiert

2
(7) Q::a_17

Q+ iﬂ'(Q — 1)tan%a7r
1+ 1m(Q — 1) tan Jar

(8)

Das Bild w von z in %3 ist dann bestimmt durch
(9) argw = arg z, |lw/za| = |z1/2]%.

Schliefflich setze man die in ¢ und % so festgelegte Abbildung noch stetig auf
die Rander fort. Dem Punkt z = 0 entspricht dabei sinngemafl w = oco.

Die Stetigkeit der angegebenen Abbildungen im Innern der Gebiete ¢ und
¢, sowie das punktweise Festbleiben des Polygons (also hier der Strecke mit den
Endpunkten 1 und 1—(1/h)i) ergibt sich aus (5), (6) und (9) oder noch einfacher
nach Ubergang zu den Logarithmus-Ebenen (siehe spater). Entlang der Strecke
zwischen 0 und 1—(1/h)i folgt die Stetigkeit aus der Symmetrie des betrachteten
und des sich an diesen Schenkel anschlieBenden Winkelraumes. Fiir die Stetigkeit
entlang der Strecke 0 < z < 1 beachte man, dafl fiir diese z in (9) 21 = 20 = 1
zu nehmen ist und nach (8) a nur von «, aber nicht von § abhéngt. Es ergibt
sich also fiir den an dieser Seite benachbarten Winkelraum auf dem gemeinsamen
Schenkel die gleiche Abbildung. Schliellich bleibt die Stetigkeit auf €7 zu zeigen.
Dazu ist zu verifizieren, daf} fiir die Punkte dieser Kurve bei Zugrundelegung der
Abbildung von ¥; auf ¥ einerseits und von % auf ¥, andererseits das gleiche
Bild auf %, entsteht, was man aber mittels (4) direkt nachrechnen kann.

Im néchsten Schritt wird die Dilatation im Gebiet % ermittelt. Wegen der
Invarianz der Problemstellung gegeniiber vor- oder nachgeschalteten schlichten
konformen Abbildungen kann man von der z- bzw. w-Ebene durch
Z = X+iy = log<z— (1—%2)) —gi, W =U+iV = log<w— (1—%2)) —gi
entsprechend Figur 2 zu einer Z- bzw. W -Ebene iibergehen (dabei sei unter log
der Hauptwert des Logarithmus verstanden).

Aus den Bestimmungsgleichungen (5) und (6) entstehen einfach

U=X, V=-RY,

womit sich als Dilatation p einheitlich R ergibt. Wegen ( > « gilt folglich

2
11 < ——1
(11) p_a )



170 Stephan Werner

Br;
Z =X+1Y
0
W =U+1iV
~RZ%i
Figur 2.

wobei sich genau dann Gleichheit einstellt, wenn bei 1 — (1/h)i eine Ecke mit
kleinstem Innenwinkel des Polygons vorliegt.
Zur Untersuchung der Dilatation im Gebiet ¢; wird die durch

2" =x+iy = log z, w* =u+iv=logw

entstehende z*- bzw. w*-Ebene betrachtet (vgl. Figur 3). (9) geht {iber in
(12> V=Y, U — Uy :a(xl—x),

wobei 1 = x1(y) und u; = u1(y) = ui(v) die €1 und %, entsprechenden Kurven
sind. Diese Kurvendarstellung ist natiirlich nur dann méglich, wenn z; und wu,
eindeutige Funktionen von y sind, was bedeutet, dal in der z- bzw. w-Ebene
jeder Strahl von 0 aus (im vorliegenden Winkelraum) jede der Kurven %7 und %%
genau einmal trifft.

Figur 3.
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An spéterer Stelle wird die Behauptung
(13) luy| < im(a—1) fir —oo <z < x1(y), —(1-p)sr<y<0

gezeigt werden. Mit den aus (12) folgenden partiellen Ableitungen ergibt sich
daraus fiir die Dilatation p = p(x,y)

2 2 2 2 2 12 2
(14) p+1:ux—|—uy+vx+vy_a +1+Z7r(a—1).
D —(ugpvy — uyvy) a

Zum Nachweis von

IN
SEEN
I
—_

Il
O

(15) p
genligt also die Verifikation von

a?+ 1+ 172(a —1)2 1
4 ( ) §Q+_7
a Q

was sich dquivalent umformen 148t in

(16)

(17) mQ < (Q —1)(Q + 1) tan 2ar + in(Q — 1)* tan® Lam.

Eine nihere Untersuchung des Ausdrucks ((2/a)—2) tan o zeigt die Richtigkeit
der Ungleichung

4
(18) (Q—l)tan%”>— fiir 0 < o < 1,
T

womit fiir (17)
Q< ((Q-1)(Q+1)+(Q—1))tanar

oder aquivalent dazu

am Q)
T_amtan(Q—l)(Q—l—Q) >0

hinreichend ist. Mit ¢ := %om ist dies gleichbedeutend mit

mt(m —t) y @
>0 f t< L.
r_)mrp =0 TwO<i<g

t — arctan

Eine Diskussion der linken Seite und deren Ableitung nach t zeigt die Giiltigkeit
der letzten Ungleichung. Damit ist also (15) bewiesen, sofern noch (13) nachge-
wiesen werden kann.
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Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen wird das in (4) definierte r =
r(¢) als Funktion von

vi= 50T =
dargestellt. Man erhalt

1  sinRy—siny
sin 287 sin(R+1)y

(19) r=

Wegen 0 <y < Ry<m—7in0<y< %ﬁﬂ' gilt in diesem Intervall
(20) sin Ry —siny > 0, sin(R+ 1)y > 0,

womit aus (19) r > 0 folgt, was die bisher angestellten Uberlegungen (angefangen
mit der Definition der Spiegelung) erst korrekt macht. Ferner liefern eine leichte
Rechnung

dr dr 1 1+4cos(R+1)y, . _
22 a_ e Resin~y — sin R
(22) dry dp  sinifm sin®(R+ 1)y (B siny = sin )

und einfache Eigenschaften der Sinusfunktion
(23) Rsiny — sin Ry > 0.
Ziel ist nun ein Ausdruck fiir u,, der nur noch von R, a und 7 abhéngt. Durch

@ — z; gemaB (2) mit (4) und 23 — y = argz; = Imlogz; wird eine eindeutige
Funktion y = y(¢) in 0 < ¢ < 237 definiert.

0 1
lyl
21(p) ¢
b
22(¢p)
@
R
)
1— %z

Figur 4.
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Fiir den Winkel ¢ gilt einerseits
§=5m— |yl

und andererseits wegen der Gleichschenkligkeit des aus z1, 2o und 1 — (1/h)i
gebildeten Dreiecks
§=¢+3(r—(R+1)p).

Damit folgt

(24) y=—lyl=—3R-1e.

Aus (24) ist wegen R > 1 ersichtlich, dafl auch jedem y genau ein ¢ entspricht,
womit endlich die schon benutzte Behauptung bewiesen ist, dafl %, von jedem
Strahl von 0 aus (im gegebenen Winkelraum) genau einmal geschnitten wird.
Fiir %, folgt die entsprechende Tatsache aus der umkehrbaren Eindeutigkeit der
Zuordnung zs — ¢ — 21 — y. (12) und (24) liefern

2 (dul dxl)

p -
(25) Uy 71 dgo+adgp

mit z; = Relog z1(¢) und u; = Relog z (). Aus elementargeometrischen Uber-
legungen erhalt man

1
|z1]|z2| = 1 + 3 —r?

also

T+ ug zlog(1+——r2>.

Fiir (25) ist folglich schreibbar

Rechnet man mittels

1 1 2
1 =log|z1| = §log((1 —rsinp)? + (_E —I—T(:oscp) )

unter Benutzung von (19) und (22) die auftretenden Ableitungen explizit aus, so
ergibt sich nach langeren Umformungen die gewiinschte Darstellung

(a—1)(—2sin Ry 4+ (R+1)siny + (R — 1) siny cos(R + 1)7)
(R—1)sinysin(R+ 1)y
2(Rsin~y — sin Ry)(sin Ry — sinvy)
~ (R —1)sinysin Rysin(R + 1)y

Uy = —

(26)
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Dabei sind natiirlich bei v = 0 und v = %ﬁﬂ' die jeweiligen Grenzwerte zu nehmen.
Mit (26) kann zum Beweis der Ungleichung (13) tibergegangen werden, die jetzt
die Gestalt

‘(a —1)sin Ry(—2sin Ry + (R + 1) siny + (R — 1) sin~y cos(R + 1))
(27) + 2(Rsin~y — sin Ry)(sin Ry — sin )|
< im(a—1)(R—1)sinysin Rysin(R+ 1)y fir 0 <~ < 367

bekommt. Statt (27) bei festem a fiir alle in Frage kommenden R und v zu zeigen,
soll der Beweis bei festem R > 1, also konstantem g, fiir alle dann méoglichen a
und « erbracht werden. Aus (8) unter Beriicksichtigung von (7) folgt zunéchst,
dafl a eine streng monoton fallende Funktion von « ist. Wegen 0 < o < 3 gentigt
daher der Nachweis von (27) fiir

R+ in(R—-1)h

(28) T 1+ im(R-1)h’

(Die rechte Seite von (28) entsteht aus derjenigen von (8) fiir 8 = «.) Da sowohl
der Ausdruck zwischen den Betragsstrichen auf der linken als auch die rechte Seite
von (27) linear von a abhéngen, gilt die Ungleichung genau dann fiir alle a geméaf
(28), wenn

—sm(R—1)sinysin(R+ 1)y < —2sin Ry
(29) +(R+1)siny+ (R —1)sinycos(R + 1)y

< %W(R — D)sinysin(R+ 1)y fir 0 <~ < %ﬁw

D=

und die bei Ersetzung von a durch die rechte Seite von (28) aus (27) entstehende
Relation

—1m(R —1)*sin~ysin Rysin(R + 1)y < (R — 1) sin Ry(—2sin Ry

+ (R+1)siny + (R — 1) sinycos(R + 1)7)

+2(14 37 (R —1)h)(Rsiny — sin Ry)(sin Ry — sin )
(R —1)*sinysin Rysin(R+ 1)y fir 0 <y < 167

(30)

1
<3
giiltig sind. Fiir v = 0 und vy = 37 sind (29) und (30) wegen (R+1)3 67 = 7 und
sin R% fm = sin % Gm mit Gleichheit erfillt. Zu zeigen bleiben also die insgesamt
vier Ungleichungen fiir 0 < v < % o

Beweis der zweiten Ungleichung in (29):

Aus

(31) %R+1tan7<tan%R+ 1 fir 0 < v < %ﬁﬂ'
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folgt zunachst
(R4 1)siny (1 + cos(R+1)y) < 2cosysin(R + 1)y,
und mit
(32) sin Ry = cos~ysin(R + 1)y —sin~ycos(R + 1)~y
ergibt sich hieraus
—2sin Ry + (R+ 1)siny 4+ (R — 1) sinycos(R + 1)y < 0,

also erst recht die zweite Relation in (29).

Beweis der ersten Ungleichung in (29):

Wird sin Ry mittels (32) ersetzt, so kann man die Behauptung leicht in die
Form

(33) (coty —im(R—1))tansR+1y<iR+1

bringen. Fiir 7 — 40 geht dies in eine Gleichheit tiber. (33) ist demnach sicher
dann erfiillt, wenn die Ableitung der linken Seite in 0 < v < % B nicht grofer als
0 ist, das heifit

1 R+1 R+1

T
— tan + (cot ——(R-1 )

1
<0
cos? $(R+ 1)y ~

oder
(34) G(v) == —sin(R+ 1)y + %R + 1(Sin 2y — %W(R — 1) sin? ’y) <0.

Wenn nun G eine Nullstelle 71 in 0 < 71 < %ﬁﬂ' hétte, so folgte nach einigen
Umformungen

2sin(R+ 1)m
(R+1)tan~;’

2 cos® v, — g(R — 1)siny; cosy; =

daraus

G'(11) = (R+1)(—cos(R+ 1)1 + cos 2y, — im(R — 1) sin~y cos 1)

_(R-I—l)(l—i—cos(R-l—l)’yl)(_tan L2 Bl )
B tan y; " R+1 . 9 N

und damit wegen (31)

(35) G (1) > 0.
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Da (18) giiltig bleibt, wenn « durch g ersetzt wird, erhélt man
(36) G(367) = 3(R+1)sinfr(1 — in(R — 1) tan 5 37) < 0.

Aus Stetigkeitsgriinden kann also nicht fiir jede Nullstelle 7 in 0 < v < igx
(35) gelten, so dafl die Annahme falsch war. Mithin hat G in 0 < v < %ﬁﬂ'
einheitliches Vorzeichen, ndmlich nach (36) das negative, womit (34), also (33)
bewiesen ist.

Beweis der ersten Ungleichung in (30):

Die Behauptung folgt sofort aus der ersten Ungleichung (29) und der Nicht-
negativitat (nach (20) und (23)) von (Rsinvy — sin Ry)(sin Ry — siny).

Beweis der zweiten Ungleichung in (30):

Zur Abkiirzung werden fiir 0 < v < % B eingefiihrt:

_ tan LR+ 1)y

L=1L{) = tan-y
sin Ry
k=k(y) = sin

Mit diesen Bezeichnungen ist der zweite Teil von (30) &quivalent zu

(R—1)(-2k+ (R+1)+ (R—1)cos(R+ 1)y
(R—k)(k—1)
k

+2(1+4 ir(R—-1)h) <im(R—-1)*sin(R+1)7.

Der Beweis ist also erbracht, wenn

R—k)(k—-1

(37) (R—=1)(-2k+ (R+ 1)+ (R—1)cos(R+1)y) + 2( 3{;( ) <0
und

R—k)(k—-1 R—-1

kEsin(R+ 1)y h
gezeigt werden konnen.

Zur Verifikation von (37) wird von (23), das heifit

(39) R>k
ausgegangen, woraus
(40) 1R+ 1(2L +2Ltan’v) > (k+1)L(1 + tan®~)

folgt. Weiterhin ergibt sich aus (32) nach einigen Umformungen

(41) k—1=(L—1)(1+cos(R+1)y)
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und weiter
2L = (k+1) + (k — 1)L*tan® .

Setzt man letzteren Ausdruck in (40) ein, so erhélt man
L(R+1)((k+1)+ (k—1)L?tan®y + 2L tan®v) > (k+ 1)L(1 + tan® )
und damit
S(R+1)(k+1)(1+ L?*tan®y) — (k+1)L(1 4+ tan®y) — (R+1)(L — 1)L tan®y > 0.

Hieraus kommt man mittels

1

L'=
tan-y

(L(R+1)(1+ L?tan®y) — L(1 + tan® 7))

und der aus (41) folgenden Beziehung
k'=L'(1+cos(R+1)y) — (R+1)(L —1)sin(R+ 1)y
nach etwas Rechnung schliefllich auf

L'k(k—1)+k(L—1)
L2
Hier steht nun auf der linken Seite gerade die Ableitung des Ausdrucks (L —1)(k—
1)/k, der fiir v — 40 gegen (R —1)?/(2R) strebt, so daf

> 0.

) (L - 1L(k SR (RQ—Rl)

folgt. Dies ist aquivalent zu
(R—k)(L-1)
k

Ersetzt man noch (L — 1) mittels (41), so resultiert (37).
Es verbleibt der Beweis von (38). Offenbar gilt

2

+(R-1)(—2(L-1)+(R-1)) <0.

(R —1)sin Rysinvy(1 + cos(R + 1)) + R(sin Ry — sinvy)? > 0,
was nach einigen Umformungen auf
(Rcos Rysinvy — sin Ry cosv)sin(R + 1)y + (R + 1)(sin? Ry — sin Rysin~y) > 0

fiihrt. Dividiert man durch sin®+y, so steht links &’'sin(R+ 1)y + (R+1)(k — 1)k,
womit

) ! >0
k/cos® 3(R+ 1)y ~

K’ R+1 R+1 1
(43) Ptan 5Tt (1
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folgt. Die linke Seite von (43) ist gleich der Ableitung von
1 R+1 (sin Ry — siny) (1 — cos(R + 1))
(1 — —) tan v = - - .
k 2 sin Rysin(R + 1)~y

Der Grenzwert des letzten Ausdrucks bei v — %ﬁw — 0 ergibt sich nach der
"Hospitalschen Regel zu 2/h. Daher liefert (43)

1 R+1 2
1__> < —
( RSy

(44)

und mithin wegen (44)

k
(45) 0< Esin(R—l— 1)y — 2(k—1)(1 — cos(R +1)7).
Durch Addition der aus (39) folgenden Beziehung

R-1 k-1
OS( sE IR )(1+COS(R+1)’7)

kommt man wegen (41) auf

0< % sin(R+ 1)y + R2—;%1 (1+ cos(R+1)y)
+ (L —1)(1+cos(R+1)y) (ﬁ (1+cos(R+1)y) — 1).

Dies wird unter Beachtung von (41) weiter umgeformt zu
kE—1 <1+R—11+COS(R—|—1)’Y
ksin(R+1)y — h 2R sin(R+ 1)y
(R—1)/(2R) 148t sich mittels (42) nach oben abschétzen, so dafl
(k—1)(R—1) (L—1)(k—1)(1+4cos(R+1)y) _R-1

ksin(R+ 1)y kEsin(R+ 1)y ~ h
und wieder mit (41)

kE—1 R—-1
ksin(R+ 1)y (B-1) h
also (38) folgt. Damit ist der Beweis von (29) und (30) und letztendlich von (13)
erledigt.
Mit der Ungleichung (11) bzw. (15) fiir die Gebiete ¢ und % gilt fiir die
konstruierte Spiegelung am Tangentenpolygon % iiberall

—(k-1) <

2
p<—-—1
o
und fiir ein gewisses Teilgebiet dabei Gleichheit. Folglich ist
2
Q==-1
Q@

die kleinste Dilatationsschranke. Nach der Eckenbedingung kann der Spiegelungs-
koeffizient nicht kleiner sein. Daher ist der angegebene Wert der exakte Spie-
gelungskoeffizient und die konstruierte Spiegelung moglichst konform, womit der
Satz bewiesen ist.
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Bemerkung. Im Spezialfalle regularer Vielecke ergibt sich bei unserer im
Beweis benutzten Konstruktion eine andere Extremalabbildung als die frither in
[9] angegebene. Fiir speziell das Quadrat sind die minimalen globalen Dilatations-
schranken fiir bestimmte Teilgebiete in Figur 5 eingetragen (links die Spiegelung
nach [9], rechts nach dem eben durchgefiihrten Beweis (% wird beim Quadrat zu
einem Geradenstiick)).

w
o] = (w
&%
w
»
o0
&
w

Figur 5.

Schon an diesem Beispiel ist zu sehen, daf3 die moglichst konforme Spiegelung
an Tangentenpolygonen nicht eindeutig bestimmt ist. Auflerdem 148t sich die in
dieser Arbeit konstruierte Spiegelung noch mannigfach abandern, ohne dafl die im
Satz genannte Dilatationsschranke iiberschritten wird. In dem aus den jeweiligen
Teilgebieten ¢ bei Heranziehung aller Winkelrdume zusammengesetzten einfach
zusammenhéangenden Gebiet ¥* gilt namlich fiir die Dilatation

. 2
p<Q <Q<5:a—1

mit einer (vom vorliegenden Polygon abhéngigen) Konstanten Q*, da bei genauer-
er Betrachtung die Ungleichung (16) fiir kein @ scharf ist. Schaltet man also in ¥*
eine beliebige Q«/Q*-quasikonforme Abbildung auf sich vor, die den Rand von
¢* punktweise festlafit, so bleibt insgesamt die Dilatationsschranke Q¢ erhalten.

3. Beweis von Satz 2

Nach der Eckenbedingung gilt g» > 1 bzw. Q¢ > 3 bei Rechtecken. Es
sei nun % ein zum Ursprung der (X,Y)-Ebene symmetrisches, achsenparalleles
Quadrat der Seitenlange 2. Hierzu wird unten eine 3-quasikonforme Spiegelung

W(Z) angegeben, bei der in einem Teilrechteck |X| <a <1, |Y]| <1 sogar
p<po:=3B+V5)<3

gilt und die Urbilder der Punkte mit |Re W | < a, |ImW| > 1 in diesem Rechteck
liegen. Durch den so gewonnenen Spielraum kann dann eine 3-quasikonforme
Spiegelung an Rechtecken 4 mit einem Seitenverhéaltnis

6
3+5

p=(1-a)+a
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wie folgt konstruiert werden (vgl. auch [9]). % habe die Ecken pu+ i, —p + 1,
—p — 1 und p — i. Zunachst wird das Innere von 4 durch eine Stauchung mit

dem Faktor v/3 4+ /5 / V6 parallel zur Abszissenachse im durch X|<p—-1+a
beschriebenen Teilgebiet und eine entsprechende Verschiebung der Punkte mit
p—14+a <|X|<pum p—1 ebenfalls parallel zur Abszissenachse auf das Innere
von % abgebildet. Anschlielend erfolgt die Spiegelung W (Z) auf das AuBere des
Quadrates und zuletzt die zur zuerst durchgefithrten Abbildung des Rechtecksin-
neren auf das des Quadrates inverse Abbildung, aber nun bezogen auf das AuBere
beider Kurven. Da bei der Hintereinanderschaltung quasikonformer Abbildungen
das Produkt der einzelnen Dilatationsschranken eine obere Schranke fiir die Ge-
samtdilatation liefert, ergibt eine Betrachtung der beschriebenen Spiegelung an %
in den einzelnen Teilgebieten die globale Dilatationsschranke ) = 3. Folglich muf3
Qv = 3 gelten.

Fiir die Beschreibung der Spiegelung an der Quadratlinie 2 mit den ge-
nannten Bedingungen sei die Ebene durch die vier Symmetrielinien des Quadrats
in acht kongruente Winkelrdume aufgeteilt, deren im Inneren von % gelegener
Teil quasikonform auf den jeweiligen dufleren Teil unter punktweiser Festhaltung
von % abgebildet wird. Durch die Festlegung, die Abbildung fiir alle acht Win-
kelraume in analoger Weise durchzufiihren, kann man sich auf einen beschranken,
der durch eine Kongruenztransformation so in eine z*- bzw. w*-Ebene gebracht
werde, dafl der Eckpunkt des Quadrats dem Ursprung, der Seitenmittelpunkt dem
Punkt 1 und der Quadratmittelpunkt dem Punkt 1 + ¢ entspricht. Mittels der
konformen Abbildungen (vgl. Figur 6)

* *

(46) z:x—l—iy:log;i*, w = u+iv = log
—2z

2 — w*

wird die Situation in eine z- bzw. w-Ebene iiberpflanzt. Dabei geht die Strecke
von 0 nach 1 in die negativ-reelle Achse iiber, der Strahl 1+ —¢i (0 <t < 00)

in die Strecke von %m’ nach —mi, die Strecke von 0 nach 1+ ¢ in die Kurve

(47) y1=vi(z) = %W — %arcsin(l — e2$), —o00 <z <0,

und der Strahl —¢(1+414) (0 <t < o00) in
(48) v1 = v (u) = —7 + % arcsin(1 — **), —o0 < u < 0.
Die Abbildung w(z) wird nun definiert durch
(49) u=uw, —o0o < x <0,
v

(50) o yf(’m), 0<y <yl

In (50) ist fiir u gemé&B (49) = zu nehmen, so dafl v durch z und y bestimmt
ist. Aus (49) und (50) folgen sofort die Stetigkeit und Schlichtheit der Abbildung
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1+
51
o
2 (@) 1]
T ] z
K o
0 j 1 v
w
,LU*
u(@
—Th
Figur 6.

sowie das punktweise Festbleiben von .# (also der negativ-reellen Achse der z-
bzw. w-Ebene). Fiir den Nachweis, dafl die Urbilder der Punkte mit |Re W | < a
in |Re Z| < a liegen, geniigt es zu zeigen, dafl fiir einander entsprechende Punkte
Z* und w* gilt

(51) Rez* > Rew”.

Mit den zu (46) inversen Abbildungen

. 2e? . 2e"
A et
1+e2’ v 1+ev
ergibt sich

2x 2u
e’ —1 e —1

Rez* =1 . Rew" =1 :

s +1—|—261’cosy+62$ e +1+26“COSU+€2u

wobei v und v nach (49) und (50) bestimmt sind. (51) hat wegen v = x < 0
also genau dann Giiltigkeit, wenn cosv < cosy erfiillt ist. Letzteres ist aber wahr,
weil nach (47) und (48) v; < —y; und daher mit (50) v < —y < 0 einerseits und
ebenfalls wegen (48) und (50) —7 < v; < v andererseits gilt.

Aus (47), (49) und (50) folgen (beachte vy = —37 — y1)

_ d (Ul) m 1 —sin 2y,
Vi Y1 y2y% cos 2y
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Mit 0 <y < y; ergibt sich

Jr1 uy +ul + vl + v}
p —_ =

p —(Uay — tyvy)
() ()
(52) < 2y1 2y1  cos2y;
B 41
2y
(1 +sin2y;)(my1 +2y7)
Nun ist

f(y1) := (1 + sin2y1) (7y1 + 2y7)

eine in 17 < y; < ln konkave Funktion, denn es gilt dort f”(y1) < 0, wie

explizites Ausrechnen und eine nidhere Diskussion des entstehenden Ausdrucks
zeigen. Wegen f(%w) = %WZ <7?= f(%w), f/(%ﬂ') < 0 und der Konkavitat von
f(y1) muB erstens in 3m <y < 57

und nach (52) deshalb

folglich p < 3 im ganzen betrachteten Gebiet richtig sein. Zweitens gibt es genau
. ~ . 1 ~ 1 ~ _ l _ 2 . . A .
ein § mit $7 < § < im und f(§) = f(57) = 72, und mit diesem § gilt

flyr) = n®  fir g <y < 3.

Damit ist 1
p + - S 37
p
also
(53) p<33+V5)

fir g <y < %77‘ erfillt. Weil y; streng monoton mit = wachst und nach (47)

y1 =y der Wert
zo = % log(1 — sin 29)

entspricht, besteht die Abschitzung (53) in der z-Ebene fir zg <z <0, 0 <y <
y1(z). Wegen z <0 und 0 <y < 37 gilt

Rez" =1+ -1 <1+ ol 2
ez* =
14 2e®cosy + €2 — (ex_|_1)2 ero + 1
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fiir alle Punkte der z*-Ebene, deren Entsprechungen in der z-Ebene in z = Re z <
xo liegen. Dies bedeutet, dal bei w*(z*) fir alle z* mit

2670
Rez® > ¢
ero +1

%(3 ++/5) eine Dilatationsschranke darstellt. Fiir die Konstante a ist daher jeder

Wert mit
2e7o

ero +1
wéahlbar. Numerisches Ausrechnen von ¢, xq, der oberen Schranke fiir a und des

zugehorigen p liefert als Fazit, daf} fiir alle Rechtecke 4 mit einem Seitenverhéltnis
von pu < 1,037 noch q¢ = %, also in der Eckenbedingung Gleichheit, gilt.

O<a<1-—

4. Beweis von Satz 3

Nach [9] sind das Problem der moglichst konformen Spiegelung an einer ge-
schlossenen Jordankurve % und das der moglichst konformen Fortsetzung der
Abbildung w(z) der Klasse X, bei der ¢ als Rand des Bildes von |z| > 1 entsteht
(bis auf eine lineare Transformation), &quivalent. Dabei umfafit die Klasse ¥ alle
in |z| > 1 schlichten konformen Abbildungen w(z), die hydrodynamisch normiert
sind. Ist w(z) € ¥ nach |z| <1 noch @-quasikonform fortsetzbar, so gehort w(z)
zur Klasse ©(Q). Die Aquivalenz der beiden Probleme bedeutet insbesondere

Qe = inf{Q : ¢ ist das Bild von |z| = 1 bei einer Abbildung w(z) € £(Q)},

wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit % als Bild von |z| = 1 bei einer
Abbildung w(z) € ¥ angenommen wird.
Nach [6, S. 113] gilt fiir den von % umschlossenen Flécheninhalt

_Q-1
S EE

Fiir das Rechteck nun 148t sich die Abbildung w(z) durch die Schwarz—Christoffel-
sche Formel explizit angeben. Die Langen der Rechteckseiten ergeben sich dabei
zZu

(55> I > 71-(1 - q2>7 q

(56) a=a(k)=4(E(K) - k*K(K')),
(57) b=0b(k) =4(E(k) — kK (k))
mit k£ = sina, K/ = cosa und den iiblichen Bezeichnungen fiir die elliptischen

Integrale erster und zweiter Gattung, wobei sich das gewiinschte Seitenverhaltnis
p= (k) =a/b>1 durch passende Wahl von o aus 0 < o < {7 einstellt. Wenn
nun die Eckenbedingung g« > 1 mit Gleichheit gelten soll, so muf geméaf (55)

I=1I(k)=ab> 37
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richtig sein. Mit Hilfe der einschliagigen Beziehungen zwischen den elliptischen
Integralen erhalt man

da db
— = —4kK (K’ — = :
(58) p kK (K", ” 4kK (k)

Nun ist I(k) = ab eine in 0 < k < 1v/2, also in 0 < o < }m, streng monoton
wachsende Funktion. Zum Beweis dieser Tatsache wird von

E(k) < K(k), E(K') < E(k), K(K") > K(k)
ausgegangen, was auf
(59) 8E(K')(E(k) — K(k)) +8k*(E(K)K (k) — E(k)K(K')) <0
fithrt. Die linke Seite 148t sich mittels (56), (57) und (58) auf die Form

d(aK (k) — bE (k"))
dk

kle

bringen, womit (59)

d(aK (k) — bE (k' 5
(a <)dk ) _ g ﬁir0<k<§

ergibt. Da aK (k)—bK (k') bei k = £/2 verschwindet, gilt mithinin 0 < k& < £v/2
2 g 2

aK (k) —bK (k') >0
mit Gleichheit genau fiir £ = %\/ﬁ Damit folgt weiter fiir 0 < k < %\/5

db  da dI(k)
0 < 4kaK (k) — 4kbK(K') = a— + — = —2
aK (k) W)=t & = "k
und daraus die behauptete Monotonieeigenschaft.

Nach (58) fallt a und wéchst b streng monoton mit k. Daher ist 4 = a/b eine
streng monoton fallende Funktion von &k, wobei p =1 fiir k = %\/ﬁ gilt. Zusam-
men mit der Monotonie von I(k) ergibt sich, daf es hochstens einen Wert p; > 1
geben kann, fir den I(up) = %ﬂ' gilt. Und falls ein p; mit dieser Eigenschaft
existiert, so folgt weiter

I < %w fir pu > p,

also nach (55) g» > % . Die numerische Auswertung zeigt die tatsichliche Existenz
eines solchen p; und liefert dafiir den im Satz angegebenen Wert von etwa 2,76.
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5. Beweis von Satz 4

Mit der aus [9, S. 105] entnommenen Abschétzung

™

Qe (p) < —1

arccotp

ist fiir die Behauptung Q«(u)/© < 7 hinreichend
m < (mp 4+ 1)arccotu fir p > 1,
was durch die Substitution ¢ = arccoty aquivalent iibergeht in
(60) g(p) == (mrcotp+1)p >m fiir 0 < p < 17
Aus der im Inneren des betrachteten Intervalls giiltigen Relation ¢ < tan ¢ folgt

g" () = 2m cot (1 4 cot? @) (¢ — tan @) < 0.

Damit ist g(¢) streng konkav und nimmt daher, wenn noch ¢(0) = 7 gesetzt
wird, sein Minimum in 0 < ¢ < iw an einer der Intervallgrenzen an, woraus
wegen g(0) =7 < (7 +1)37 = g(37) sofort (60) resultiert.

Zum Beweis der Abschitzung $7 < Q«(x)/p habe das Rechteck wieder die
beim Beweis des vorigen Satzes normierte Lage, entstehe also als Bild des Einheits-
kreises bei einer Abbildung der Klasse . Diese Abbildung ist dann bei einem
Rechteck € des Seitenverhaltnisses p > 1 aus Z(Qg(u)) . Mit den Bezeichnungen

des letzten Abschnitts, wobei wieder 0 < k& < %\/ﬁ angenommen werden kann,
folgt aus (58)

d(b+ ima)

(61) I

= 4k(K (k) — 1r K (k)

und aus den Beziehungen zwischen den elliptischen Integralen

d(K (k) = {nK (k) 1 (
dk 4k’

b+ iwa) > 0.

K(k) — 37K (k') wichst also streng monoton mit k. Da selbiger Ausdruck fiir
k — 0 gegen —oo strebt und fir £ = %\/ﬁ positiv ist, gibt es nach (61) einen Wert
ko mit 0 < ko < £v/2, s0 da8 b+ $7ma in 0 < k < ko fillt und in ko < k < £/2
wiichst. Wegen b+ ima — 7 bei k — 0 und b(3v2) + 27a(3v/2) < 7, was sich
leicht nachrechnen 1a3t, ergibt sich damit

b+i7ra<7r fﬁr0<k§%\/§.
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Unter Beachtung von I = ab und p = a/b kann man weiter schliefen auf
b? (1 + iw,u)Q < und I(l + iw,u)Q < 2.

Wird I mit der Bedingung (55) nach unten abgeschétzt, so erhdlt man

1 2
q2 (M) > (Zﬂ-/l’ B 1)
€ 1 2°
Fir g > 4/m (fir 1 < p < 4/7 ist 37 < Qe () wegen Qw > 1 trivial) folgt
schlieflich .
amp—1
4
g% (:u) > 7
Zﬂ'/l/ +1
und daraus die Behauptung.
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