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Abstract. Similar to the work done by F.Y. Maeda and F. van Gool, we consider a more
general semi-linear perturbation of linear harmonic spaces, studying the solvability (existence and
uniqueness of solutions) of the non-linear Dirichlet problem. We then prove that this perturbation
leads to a more general non-linear harmonic Bauer space introduced by the authors. In the last
sections of the paper we show that the majority of properties in the linear case has an analogue in
this non-linear setting.

0. Introduction

Soit (X, .#) un espace harmonique de Bauer au sens de [9]. Comme dans [8,
§3], nous notons par % (%) 'ensemble des ouverts U relativement compacts de
X tels que U est contenu dans un sous espace 2-harmonique de (X, 7). Nous
rappelons, voir [8, §3] ou [15], qu'une section (ou différence locale) de potentiels
continus et réels est une famille (My)yeca () telle que My — My est harmonique
sur UNV pour U et V dans % (). Si My est un potentiel sur U pour tout
U € % () la section est dite positive.

Soit ¢ une application borélienne de X x R & valeurs dans R et M une
section positive de potentiels continus et réels. Nous supposons que ¢ est M-
continue au sens suivant : Pour tout ouvert U de % (J¢) et pour toute suite
(up)n uniformément bornée dans %,(X) qui converge simplement vers u on a
lo(+,un) — @(+,u)| s My(x) converge vers zéro pour tout z € X (e« désigne la
multiplication spécifique, voir [9]).

Dans ce travail nous étudions les perturbations ¥ Ky non-linéaires définies
par YKy f = (fo(-,f))«My pour tout U € % () et toute fonction f boré-
lienne bornée sur U. Nous poursuivons 1’étude dans [3] du probleme de Dirichlet
relatif a cette perturbation et a la lumiere de cette étude nous proposons une
axiomatique d’espaces harmoniques non-linéaires de Bauer. Si (X, .%) est don-
né par un opérateur différentiel L sur R", c’est a dire pour tout ouvert U de
R, #(U) ={u € €U): Lu =0 au sens des distributions }, nous montrons
entre autres que si ¢ vérifie certaines conditions (non nécessairement localement

lipschitzienne et bornée) alors si J(U) = {u € €(U) : Lu = up(-,u) au sens des
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distributions }, on a (R”,j‘/g) est un espace harmonique de Bauer non-linéaire,
c’est a dire qu’on a toutes les propriétés d’espaces harmoniques (voir [9]) sauf la
linéarité du faisceau #. Nous généralisons ainsi la notion d’espace harmonique
non-linéaire introduite par van Gool dans sa these [14].

Dans le premier paragraphe, nous rappelons les notions de fonctions Kato-
bornées et Kato-Lipschitziennes introduites dans [3].

Au second paragraphe nous caractérisons au moyen des sections de potentiels
les perturbations semi-linéaires introduites par F. van Gool [13]. Nous montrons
ensuite que si YK est une perturbation au sens de van Gool, alors ¢ vérifie la
condition (*) suivante : il existe une section positive (Sv)ve# (#) de potentiels
continus et réels telle que ||Sylle < 1 et ¢~ (-,v)eMy < Sy pour tout U €
U () et tout v e By(U).

Nous montrons que la réciproque est fausse méme si = = 0. Si ¢ est
localement Kato-bornée relativement a M et vérifie (x), nous prouvons 'existence
d’au moins une solution du probleme de Dirichlet perturbé par ¥ K sur tout ouvert
UeUu(x).

Au troisieme paragraphe nous considérons le cas parabolique et nous montrons
que si ¢ est localement Kato-bornée et que si ¢~ est Kato-bornée relativement
a M (ne vérifiant pas nécessairement (x)) alors pour tout ouvert U € % () et
pour toute fonction f € %,(0U), il existe au moins une solution u € 6, (U) de
I’équation

(1) u+ (up(-,u))« My = Hy f.

Si de plus ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M ou si I'applica-
tion ¥ de R dans R définie par ¥(y) = yo(-,y) est croissante, on a unicité de la
solution de (1). Nous vérifions que dans ce cadre de perturbations les conditions
précédentes qui donnent l'existence et 1'unicité de (1) généralisent celles de van
Gool [13] et Maeda [20], [21].

Dans le paragraphe IV, nous considérons un faisceau ¢ parabolique sur
tout ouvert de % (s#) et nous montrons que sous des hypotheses convenables,
I’équation u+ (ucp( . ,u)) e My = g possede une solution unique pour tout U dans
U () et pour tout g dans 6, (U).

Nous traitons en particulier la résolution du systeme

() {Lu — ugp( -

,u) =0 au sens des distributions,
lim,_,, u(z) =

f(z) pour tout point L-régulier z € OU

ou L est un opérateur parabolique et f une fonction continue sur la frontiere
de U.

Nous montrons a I’aide d’un exemple que si L désigne un opérateur elliptique,
le systeme précédent n’a pas toujours de solution bornée pour toute f donnée a
la frontiere.
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Dans le paragraphe V, nous introduisons la notion de faisceau non-linéaire
et nous montrons que si ¢ est localement Kato-bornée relativement a M, alors

Papplication 7 définie sur I’ensemble des ouverts de X par
AU) = {u e GU):u+ (up(-,u)) My € (V)

pour tout V € % () vérifiant V C U} est un faisceau non-linéaire de fonctions
sur X .

Pour un ouvert U de % (#¢), K € (R*)*, nous considérons une base d’ouverts
% (U) assurant en particulier I'existence d’une solution unique notée f[v f de
I’équation u + (ugp( . ,u)) « My = Hy f pour tout V dans ¥ (U) et pour tout f
dans %, (0V) telle que || f|l < K.

Nous définissons alors les ensembles suivants :

S = {u € B,(U) : u semi-continue inféricurement et Hyu < u
pour tout V € # Il (U)},

S, = {u € #,(U) : u semi-continue supérieurement et Hyu > u
pour tout V € % Il (1)}

et nous généralisons le résultat prouvé par F.Y. Maeda dans [21] qui est le suivant :

H* = {u€e B(U):u+ (ugp(-,u))-Mv € #*(V) pour tout V.CV C U},
H.={ue BU) :u+ (up( -, u))eMy € H#.(V) pour tout V.C V C U}

Dans le dernier paragraphe, nous introduisons la notion d’espace harmonique
non-linéaire et nous définissons les fonctions /- -potentiels sur un ouvert U. Nous
donnons ensuite des conditions suffisantes sur ¢ pour lesquelles la paire (X, j?)
est un espace harmonique non-linéaire.

Dans le cas parabolique, nous montrons qu’on a le principe du minimum
sur les ouverts de % (J¢), et nous caractérisons de manieére analogue a celle de

Boukricha, Hansen et Hueber dans [8] les J -potentiels.

I. Notations et définitions

(X, ) désigne toujours un espace harmonique ou X est un espace locale-
ment compact a base dénombrable et 77 le faisceau des fonctions harmoniques.
Soit U un ouvert de X. Nous désignons par *5#(U) 'ensemble des fonctions
hyperharmoniques, par .#(U) les fonctions surharmoniques et par Z(U) les po-
tentiels sur U. %(U) (respectivement ZA(U)) dénote I’ensemble des fonctions
continues (respectivement boréliennes) réelles sur U.

Pour tout ensemble </ de fonctions réelles, &/* (respectivement .<,) est
I’ensemble de toutes les fonctions positives (respectivement bornées) de /. Le



36 N. Bel Hadj Rhouma, A. Boukricha et M. Mosbah

noyau harmonique Hy est défini par Hy(z,-) = pY pour tout o € U et
Hy(x, ) =¢e, pour tout € (X \U). pY est la mesure harmonique associée
a U et z par la méthode de Perron—Wiener—Brelot.

Si u est une application de U dans R, on notera par 4 la régularisée semi-
continue inférieurement c’est a dire 4(x) = liminf, ., yer u(y) pour tout x € U.

—

On notera par 4 la fonction de U dans R définie par i = —(—u).

Nous noterons par % () ’ensemble des ouverts U de X relativement com-
pacts et tels que U est contenue dans un P-ensemble (c’est & dire un ensemble
ouvert sur lequel il y a un potentiel strictement positif en chaque point).

M () désigne I'ensemble formé par les différences locales de potentiels conti-
nus et réels ou section de potentiels et .Z () le cone des éléments positifs
de A ().

Le symbole “<” désigne I'ordre spécifique dans & (U).

Définition. Une fonction f: X — R borélienne est dite dans la classe de
Kato-locale relativement & M et notée f € KLP¢ si le produit spécifique de |f]|
par M noté |f|«M est aussi une section positive de potentiels continus et réels.

Nous rappelons les définitions suivantes qui ont été introduites dans [3], pour
ceci nous considérons une section positive de potentiels continus et réels M et une
application ¢: X x R — R borélienne.

Nous dirons que 'application ¢ est localement Kato-bornée relativement a M
si: Pour tout ¢ € R, il existe p¢ € A+ () vérifiant : |p(-,g)|+My < pf; pour
tout U € % () et pour tout g € Bp(X) tel que ||g]lco < c.

Nous dirons que l'application ¢ est Kato-bornée relativement a M s’il existe
p € AT () vérifiant : |p(-,g)|s My < Py pour tout U € % () et pour tout
g € By (X) .

Nous dirons que ¢ est une fonction localement Kato—Lipschitzienne relative-
ment a M si pour tout ¢ € R, il existe p® € .#* () vérifiant :

lo(-,u) — (-, v)|[s My < |u—v|epf;

pour tout U € % () et pour tout u, v dans %(X) tels que ||ul|o < ¢ et
o] < c.

Nous dirons que ¢ est Kato—Lipschitzienne relativement a M s’il existe p €
M () vérifiant : |p(-,u) — (-, v)|[e My < |u—v|s Py pour tout U € % ()
et pour tout u, v dans %,(X). Nous dirons que ¢ est M-continue si pour
toute suite (uy,), uniformément bornée dans %,(X) qui converge vers u on a :
Pour tout ouvert U de % () et pour tout z € X, |p(-,u,) — (-, u)|+ My(x)
converge vers 0.

II. Etude de la perturbation semi-lineaire

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux perturbations semi-linéaires
définies sur un espace harmonique (X, ) qui ont été introduites par F.Y. Maeda
dans [20] et F. van Gool dans [13]. Nous traiterons le cas ou la perturbation est
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donnée par YKy f = (¢(-, f)f)eMy avec U € %, € B(U), M € M+ ()
et ©: X x R — R borélienne. Nous donnerons une caractérisation des fonctions
¢ qui donnent des perturbations semi-linéaires au sens de van Gool. Puisque les
perturbations semi-linéaires introduites par F.Y. Maeda vérifient les hypothéses
de F. van Gool (voir [13]) il suffit donc d’étudier les conditions de ce dernier.

II.1. Notation. Soit © un recouvrement de X par des P-ensembles et
soit % la famille des ouverts U relativement compacts tels qu’il existe W € ©
vérifiant U C W

I1.2. Définition. Soient U un ouvert de % et
Ky @b(U) — g@b(U) N %b(U) — @b(U> N Cgb(U)

vérifiant :
1) Il existe g € Z(U), ||q|loo <1 tel que pour tout M > 0 il existe p € Z(U)
et tel que pour tout f > g vérifiant |f| < M, |g| < M on a:

(g—flea=<Kuf—Kug=<(f—g)ep.

2) Soit V € % vérifiant V. C U ona Kyf = HyKyf+ Ky f.
L’application (U € %) — I + Ky définit une perturbation semi-linéaire au sens
de van Gool si pour tout U € % , Ky vérifie les propriétés 1) et 2).

11.3. Exemple. On considere 'espace harmonique classique c’est a dire
(X, ) ou . est le faisceau harmonique associé a ’équation de Laplace Ah = 0.
Soit p un potentiel continu sur X et p la mesure associée. On considere une fonc-
tion g continue lipschitzienne sur X x R et on définit Kx(f)(z) = g(z, f(z))ep
et Ky(f) = Kx(f)— HuKxf. On obtient alors une perturbation semi-linéaire et
un espace harmonique perturbé associé a ’équation Ah—g(-,h)u =0 (voir [13]).

I1.4. Remarque. La condition 2) implique que pour tout f € % (X),
(K u(f ))U car définit une section de potentiels continus et réels. En particulier,

pour tout y € R, (K U(X{y}))U cq €St une section de potentiels continus et réels.
On adoptera la notation (My)yes ala place de (My)yew () -

I1.5. Théoréme. Soit (Ky)yea une famille d’applications de %,(U) dans
Zy(U) NG (U) — P(U) N6, (U) vérifiant les conditions de la définition 11.2.
Alors il existe une section (qu)ueas positive de potentiels continus et réels telle
que pour tout U € %, ||qu|l« < 1 et pour tout ¢ € R, il existe une section
positive p¢ = (p{)vew € M () vérifiant : Pour tout U € % et pour tout
fr9€ By(U) avec f> g, |[fllec <c et ||g]loc <c ona:

(9= fequ < Kuf —Kyg < (f —9)+pp-

Démonstration. Soit ¢ € R et soit U un ouvert de % ; désignons par pf;
et qu respectivement les plus petits potentiels qui vérifient la condition 1 de la
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définition I1.2. Il suffit de prouver que (p§;)vea est une famille compatible de
différence locale de potentiels continus c’est a dire p§, — p§, est dans (U NW)
pour tout U, W dans % .

Soit V € % vérifiant V C U et soient f et g dans %,(U) telles que f > g,
1 flloo < ¢ et [|g|loc < c. Il existe p; € P(U) vérifiant (f — g)epf, = Kuf —
Ky g+ p1. Posons pY =pg — Hypfr, on a:

(f—g)pY =Kvf—Kvg+Hy(Kuf—Kug)—Hy((f—g)pl) +p1
=Kyvf—Kyg+s
avec
s =Hy(Kyf—Kug)—Hv((f —9)*p5) + p1-

Donc s = p;—Hy (p1) € Z(V) et alors Ky f—Kyg < (f—g)epY pour tout f > g
telles que ||f]loo < ¢ €t [|gllec < ¢. D’apres la définition de p§ on a p§ < pY.

Soit p € C(U) définie par

g sur U\ V,
p pf A (Hypg +p§,) sur V.

Ainsi p € Z(U) d’apres la propriété de troncature. De plus, pour tout f,g €
%y(U) telles que f =g, |flls <c et [lgllc <c,ona:

Kyf—-Kyg=Kvf—Kyg+ Hy(Kuf— Kug)
et

Kuf—Kug=(f—9)-p5 +Hv((f —9)pi) < (f —9) - (05 + Hy Pj)

sur V. D’autre part Ky f — Kyg < (f — g)+pf; done, Ky f — Kug < (f —g)p.
Ainsi pf; < p < pj, + Hyp; et par suite pY < py . Finalement p§, = pf, — Hyp
pour tout V € % tel que V C U. De maniere analogue, on montre que (qu)yea
est une famille compatible de différence locale de potentiels continus et réels.

I1.6. Proposition. Soit (Ky)yes une famille d’applications de %,(U)
dans Zy(U)NG(U) — Py (U)NG,(U) vérifiant les conditions de la définition 11.2.
Alors pour tout ¢ € R* , il existe (py)vew € M+ () vérifiant pour tout f,g €
By(U) telles que |[|flloc < c et [|gllc < ¢ @ —|f —glepv < Kuf — Kyg <
|f = glepu . En particulier |Kyf — Kug| <[f —gl<pu.

Démonstration. Soient U € %, p et q les sections positives de potentiels
continus et réels du théoreme I1.5. Soient f et g dans %, (U) telles que || floo < ¢
et ||g]looc < ¢. Posons h = f Ag,ona ||hllcc <c¢, h < f et h<g. Donc

{ (h—f)epv +qu) < Kuf — Kyh < (f — h)s(pv + qu),
(h—g)e(pv + qu) < Kug — Kuh < (9 — h)s(pv + qu)-

Par suite (2h — (f 4+ g))+(pv + qu) < Kvf — Kug < (f + 9 — 2h)«(pv + qu).
Posons py = pu + qu, ainsi —|f — g|lepv < Ky f — Kvg < |f — g|*pu -
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I1.7. Théoréme. Soient (X,.7’) un espace harmonique de Bauer, M €
M (H) et o: X x R — R borélienne. On suppose que pour tout U € %,
Iapplication Y Ky: B,(U) — Z,(U)NG(U) — P(U) N6, (U) définie par Kyu =
(up(-,u))e My vérifie les conditions de la définition 11.2 et que ¢~ (-,0) = 0.
Alors il existe (Sy)vew € M T(H) vérifiant ||Sy|e <1 et o= (-,v)My < Sy
pour tout V € % et pour tout v € % (V).

Démonstration. Soit U € %, il existe qu € P(U) tel que [|qu]oo < 1

us (o (+,u)eMy) < usqy. Pour v <u=0o0na —ve(p (-,v)eMy) < (—v)equ.
Or |ule=(-,u) = utp=(-,u") +u ¢ (-,—u"). Donc pour tout u € %,(U),

luls (@™ (+,u) e My) < utequ + u” oqu = |u|equ . Ainsi

et (o(-,u)u—p(-,v)v)e My > —(u — v)equ pour tout u,v € %,(U) vérifiant
u > wv. Soit A ={z €U : ulx)p(z,u(x)) — v(x)p(z,v(z)) > 0}. On a:
(up( -, u) —ve(-,v)) «My < 1ac(u—v)equ < (u—1v)eqy. Pour u>v=0 ona

(\U|907(',U)1{u750})'MU = \U|1{u¢o}°QU~

Posons
[l s u£0),
1 sur {u=0}.
On aura :
- 1 My = M - 1 M,
((P (,U) {u;éO})' U — v 1% (7“’) {u0} | *U
< M1 =1
o Huzo} J*qu = Luzoy+qu-
Ainsi

(P_( ) 7u)'MU = ((P_( ) 7u)1{u7€0})'MU + ((;0_( ) 70)1{u:0})’MU
= (¢7 (- W) uzo}) s Mo

Donc ¢~ (-, u)s My < qu -

II.8. Remarques. a) Dans le cas ot ¢ (-,0) € K¢ Dhypothese
¢~ (-,0) = 0 n’est plus nécessaire pour la démonstration du théoréme précédent
et par suite pour 1’étude des perturbations semi-linéaires au sens de van Gool. En

effet, il suffit de considérer la famille d’ouverts
U={Uec:|q+¢ (-,0)sMyllo <1}.

L’application U — [ + %Ky, U € % , définit une perturbation semi-linéaire au
sens de van Gool. De plus, pour tout U &€ U et pour tout u € %,(U) on a d’apres
ce qui précede :

(¢~ (- u)lguzoy) s Mu < 1{uzoy+qu.
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Donc

w_('710°A4U'::(w_('7u)1{u¢0})°A4U'+'(w_('70>1{u:0})'A4U
< Lguzoroqu + (¢ (+,0)1gucoy) My < qu + ¢ (+,0)sMy.

11 suffit de prendre Sy =qu + ¢~ (-,0)e My .

b) La réciproque du théoreme II.7 n’est pas vraie. Il suffit de considérer
exemple o(z,y) = y?sin®y.

Nous montrons plus tard que ¢ ne permet pas de définir une perturbation
semi-linéaire au sens de van Gool (voir I1.10 et I1.12).

I1.9. Proposition. Soient (X,.7) un espace harmonique de Bauer, M €
M (H) et ¢: X x R — R borélienne. On suppose que :

i) ¢ est localement Kato-bornée relativement a M .

ii) L’application ¢ est M -continue.

iii) II existe q € A+ () telle que pour tout V. € % () et pour tout
u€ Bp(V)onap (-,u)e My <qy et ||gv]e < 1.

Alors pour tout ouvert U € % () et pour tout f € %, (0U), il existe au
moins une solution de I'équation u + (up(-,u))sMy = Hy f.

Démonstration. Soit V. € % () et u € By(V),ona ||~ (-, u)e My|o < 1.
Donc d’apres [8], corollaire 2.9, l'opérateur (I + (- ,u)-MV) est inversible et

(I +¢(-,u)eMy)~1s > 0 pour tout s surharmonique positive bornée sur V. De
plus, pour tout f € %,(0V) on a Hy f € 6,(V) (voir [8]) et

(I + o7 (- u)eMy) " Hy f| < Hy||f||oo-

En effet : Hy| f|loc £ Hv f € ., (V). Donc

I+t (- u)eMy) " (£Hy ) < (T+ 9" (-, u) e My) " Hy || flloo < Hy[|f]oo-

Ainsi 1
|(I+¢"(-,u)eMy)  Hyf| < Hyl/f|so-

Par suite
(1 + (- ,U)'Mv)_lﬂvf’

STII + 9% (ow)eMy) Yo (- w)eby] % (1 + 9% (- u)eMy) " Hy f

n>0

<D [T+ (- u)eMy) o (- u)eMy ] "Hy || flloo
n>0

<N (o (w)edy) " Hy || flloe < abHy | fll
n>0 n>0

1
< ool Hy Hloo » 3=
o0



Perturbations et espaces harmoniques non linéaires 41

Posons ¢ = || f|loo||Hv1]|/(1 — ||gv]||sc) on a alors

—1
(7 + (- u)eMy) " Hy fllo < c.
D’apres [3, théoreme 3.8] il existe au moins une solution de ’équation
U+ (’LLLP( . 7u>) ’MV = va.

I1.10. Remarque. Soient (X, ) un espace harmonique de Bauer, M €
A () non nulle sur tout ouvert non vide et p: X Xx R — R qui ne dépend que
de y € R. Notons ¢(z,y) = f(y). On suppose que l'application U — I + ?Ky,
U € % , définit une perturbation semi-linéaire au sens de van Gool. Soit p une
mesure de Radon sur X telle que supppy = X. Ona: 0< [Mydy < 400 <
Uewu (), U#0D. (My # 0 sinon la perturbation est nulle.)

Soient r,s € R tels que r > s. Posons ¢ = max(|r|,|s|). On a :

(r—s)py = (f(r)r— f(s)s)oMU - —(r—3s)qu.

Donc
(r—s)/ P dp > (f(r)r—f(s)s)/ MUd,uZ—(r—s)/ qu dp.
X X X
Ainsi
_ Jx qu dp < f(r)r—f(s)s < pr‘g]d,u.
fXMUd,u_ r—Ss _fXMUdH
Posons
o= dxpude o Ixwdi
© JxMydu Jx My dp

f vérifie alors 'encadrement suivant : —K < (f(r)r — f(s)s)/(r —s) < K.. Pour
tout r,s € R avec r > s et ou ¢ = max(|r|,|s|).

I1.11. Exemples. On va donner des exemples d’applications ¢ pour les-
quelles I’équation u+ (ugp( : ,u)) e My = Hy f admet des solutions pourtant ’app-
lication U — I + 9Ky, U € %, ne définit pas une perturbation semi-linéaire au
sens de van Gool.

a) Soit ¢: X x R — R définie par op(z,y) = y*Psin’y (p > 1) et ¢
'application de R dans R définie par g(y) = y?P*! sin?y. ¢ est dérivable sur
R et ¢'(y) = (2p + 1)y*?sin’y + y*lsin2y, y € R. Pour y, = nw — im,
g (yn) = (—im+nm)?P(p+ 3 4+ imr —n7) et on a lim, 4 ¢'(yn) = —00. Ainsi
la condition (rf(r) —sf(s))/(r—s) > —K est impossible. L’application ¢ vérifie
les conditions suivantes : Pour M € .Z* (),

i) ¢ localement Kato-bornée relativement a M .
ii) L’application ¢ est M -continue.
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iii) ¢ est positive sur X x R.
Donc d’apres la proposition 11.9 on a : Pour tout U € % () et pour tout
f € %B,(0U) il existe au moins une solution de ’équation

(*) u+ (up(-,u)) My = Hyf.

b) Soit p: X x R — R

(z,y) = fly) = {ar“aﬂ\/yj+ 1, y>1,

1 y < 1.

Y

Pour r=1ets>1ona:

f(r)r— f(s)s _ arctany's — 1 e

r—s s—1 s—1

La condition (f(r)r — f(s)s)/(r — s) < K, est alors impossible. L’application ¢
vérifie les conditions suivantes : Pour M € .4 (),

i) ¢ est Kato-bornée relativement a M .

ii) L’application ¢ est M continue.

iii) L’application y — ¢(-,y)y est croissante sur R.

D’apres [3], il existe une base d’ouverts ¥ telle que pour tout V € 7 et
pour tout f € %,(0V), on a existence et unicité des solutions de 1’équation
u+ (up(-,u))eMy =Hyf.

Dans la suite, si de plus % est parabolique sur tout ouvert de % (%), nous
montrons 1'unicité de la solution de (x) (voir III.1) uniquement sous 1’hypothese
localement Kato—Lipschitzienne.

IT1. Perturbation non linéaire des espaces harmoniques paraboliques

Nous étudions dans ce chapitre une perturbation non linéaire des espaces
harmoniques paraboliques. Nous partons d’un espace harmonique (X, .7) tel que
le faisceau JZ est parabolique au sens de [4] ou [17] sur tout ouvert U € % (),
nous considérons une application ¢: X x R — R, M € .#* (), U € U ()
et g € 6,(U) et nous étudions l'existence et I'unicité des solutions de I’équation
“intégrale” u + (up(-,u))sMy =g.

IT1.1. Théoréme. Soient p: X x R — R borélienne et M € .4+ (). On
suppose que :
a) (-,0) € K.
b) ¢ est localement Kato-Lipschitzienne relativement a M .
Alors pour tout U € % () et pour tout g € 6,(U), I’équation “intégrale”
u+ (up(-,u))e My = g possede au plus une solution bornée dans 6, (U).
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Démonstration. Pour tout ¢ € R, il existe p¢ € #Z* () vérifiant :
lo(-,u) — (-, v)|+ My < |u—v|epf, pour tout U € % () et pour tout u,v €
By (X) tels que ||ul|lo < ¢ et ||v]|oo < ¢. ¢ est localement Kato-bornée relative-
ment a M. En effet, solent c € R*, V € % () et u € %(X) avec |lul|o < c.
On a:

(- u) s My <[+, u) =@+, 0)[« My + |p(-,0)|« My < cpy + [@( -, 0)[« My
Soient u et v deux solutions bornées de I’équation “intégrale”
u+ (up(-,u))eMy = g.

Posons
¢ = max(||uloo, [V o)

et
R A L S s

sur {u = v}.
Ona u—v+ ((u—v)¢p"?)e My =0 cest & dire (I + ¢+ My)(u—v) =0. Or
(5 wu— (- v)oleMy < ul [o(-,u) = (-, v)[My + (-, v)] |u - v|My

=< clu —vlopfy + [u—v|(cpf + (-, 0)|-My)
< |u = vl (2(cpfy) +[o( -, 0)|My) = |u — vl|epf;.

Posons
_Ju—v sur {u# v},
Y711 sur {u = v}.
On aura
ww | P wu—p(- v
|¢’\§’
w
et
‘90('7u)u_90('7v)v .MU_<‘U_U| ]5?]
w |w|
Donc
u—0

[

My < ('U—U
w

1{u;év}) 'ﬁCU + (

Ainsi ¢®v € K. D’apres [17] Popérateur (I+¢*"« My;) est inversible et puisque
(I +¢*"eMy)(u—wv)=0, alors u =v.

]-{u:v}) D < L{uzv) *Pu < DU
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I11.2. Proposition. Soient ¢: X x R — R borélienne et M € .4+ ().
On suppose que :
i) ¢ est Kato bornée relativement a M .
ii) L’application ¢ est M -continue.
Alors, pour tout U € % (), opérateur I + YKy est surjectif de ¢,(U) dans
(U).

Démonstration. Puisque ¢ est Kato bornée relativement a M , alors il existe
p € M () telle que : |p(-,u)|e My < py pour tout U € % () et pour tout
u < %b(X) .

Considérons g € 6,(U) et notons ¢ = HgHooHEnZO(Kg)”lHOO. Soit

E={uecGU): |lulew <c}

et soit Ty: E — %,(U) définie par T,(u) = (I + K}¥")"lg avec KM"f =
(fo(-,u))sMy. On a:

Tyul = (1 + K3) gl = > (Kp)"

n>0

S (KE) g) < lgll
n>0
Ainsi ||[Tyul|o < ¢ et par suite Ty (F) C E.

D’apres [3] T, est un opérateur completement continu et T, (E) est relative-
ment compact. Une application du théoreme du point fixe de Schauder montre
que T, possede au moins un point fixe u, vérifiant u, + (ugcp( . ,ug)) My=yg.

oo

II1.3. Exemple. Soit ¢ une application de X x R dans R définie par
o(z,y) = p1(x)p2(y) avec @1 € K12 et ¢y € 6,(R) alors ¢ vérifie les hypo-
théses 1) et ii) de la proposition III.2.

I11.4. Proposition. Soient ¢: X x R — R borélienne et M € .4+ ().
On suppose que :
i) ¢ est Kato bornée relativement a M .
ii) ¢ est localement Kato-Lipschitzienne relativement a M .
Alors, pour tout ouvert U € % () et pour tout g € 6,(U), I'équation “intégrale”
u+ (up(-,u))e My = g posséde une unique solution dans €,(U).

Démonstration. D’apres ii) I'application ¢ est M -continue, donc d’apres le
théoreme III.1 et la proposition II1.2 on a le résultat.

IT11.5. Exemple. ¢: X x R — R, (z,y) — o(x,9) = ¢1(x)p2(y) oun
o1 € KIo¢ et o est bornée, localement Lipschitzienne sur R. ¢ vérifie les
hypotheses i) et ii) de la proposition I11.4.

I11.6. Proposition. Soient ¢: X x R — R borélienne et M € .4+ ().
On suppose que :
i) ¢ est localement Kato-bornée relativement a M .
ii) ¢~ est Kato-bornée relativement a M .
iii) L’application ¢ est M -continue.
Alors pour tout ouvert U de % () et pour toute fonction f € %B,(0U), il existe
au moins une solution u € 6,(U) de I’équation u + (wp( . ,u)) My =Hyf.
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Démonstration. Soit U un ouvert de % () et soit u € B,(U). On a :
~1
|(I+¢(-,u)sMy)  Hyf]

ST+t (- u)eMy)

1

QO_( . ,U)-MU]H(I + (,0+( . ,U)'MU>_1HUf

n>0

<Y [+ (- w)eMy) o (- u)eMy]" Hy (]| fllo)
n>0

<> (e () My) Hy |l fI| < D (KE)"Hul| £l
n>0 n>0

ou p € M () vérifiant |o~(-,u)|« My < py pour tout U € % () et pour
tout u € % (X). Ainsi

H(I‘i'SO('aU)'MU)_lHUfHOO <

> (K5 Hyl

n>0

\|mu<+m

D’apres [3, théoreme 2.7] il existe au moins u € %, (U) solution de I’équation
u+ (up(-,u))eMy =Hyf.

IT1.7. Proposition. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .4+ ().
On suppose que :
i) ¢ localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
ii) 90('70) < K]%éfoc'
iii) ¢~ est Kato bornée relativement a M .
Alors pour tout U € % () et pour toute fonction f € %,(0U) on a I'existence
et I'unicité des solutions de I'équation u + (up(-,u))s My = Hy f .

Démonstration. D’apres i) ¢ est M -continue. D’apres la proposition I11.6 et
le théoreme III.1 on a l'existence et l'unicité des solutions de 1’équation
u + (ugo(-,u))-MU =Hyf.

IT1.8. Corollaire. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .4+ ().
On suppose que :
i) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
i) ¢(-,0) € KLee.
iii) ¢ est positive sur X x R.
Alors, pour tout U € % () et pour toute fonction f € B,(OU) on a I'existence
et I'unicité des solutions de I’équation u + (ugp( . ,u)) eMy =Hyf.

I11.9. Exemple. Soient M € .#*(s#), g de R dans R localement Lip-
schitzienne et C' de X dans R’ telle que C € KIp°. Soit ¢ l'application de
X x R dans R définie par ¢(z,y) = C(z)|g|(y). Alors pour tout ouvert U €
U () et pour tout f € HB,(0U), il existe une unique u € %;(U) vérifiant :
u+ (ulg(u)|C)eMy = Hy f.
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IV. Application : Cas d’un opérateur parabolique

Dans la suite nous considérons X = R™ x R, (n > 1), L un opérateur
différentiel parabolique autonéme de la forme

L = ia..i+ib.i+6_g
B Y Oxi0x; = O ot

4,j=1

et S le faisceau harmonique associé a L. C’est a dire pour tout ouvert U de
R" xR, #Z(U)={uec%U): Lu=0 au sens des distributions}.

Soit M € .#*(H) et soit ¢: X x R — R borélienne, localement Kato-
Lipschitzienne relativement & M et telle que (-, 0) € KX°¢. On se propose de ré-
soudre l'équation Lu — wup(-,u) = 0 au sens des distributions avec
lim,_,, u(z) = f(z) pour tout point z régulier de la frontiere de U, ou U est

un ouvert de % () et f € €(0U).

IV.1. Proposition. Soit ¢: R"*! x R — R borélienne. On suppose que
o(+,0) € Kk¢ et que ¢ est localement Kato-Lipschitzienne relativement & M .
Si de plus ¢~ est Kato-bornée relativement a M , alors pour tout U € % ()
et pour tout f € 6,(0U), il existe une solution unique u € %,(U) de I'équation
Lu — up(-,u) = 0 au sens des distributions telle que lim,_,, u(x) = f(z) pour
tout point z L-régulier de la frontiere de U .

Démonstration. On a :

Lu—wup(-,u) =0 au sens des distributions,
lim,_,, u(z) = f(z) pour tout point z € QU L-régulier

si et seulement si u + (ugp( . ,u)) My = Hyf. D’apres la proposition II1.7 on a
pour tout f € €(8U) une solution unique u de I'équation u + (ue(-,u))s My =
Hyf.

IV.2. Exemple. a) Si p(z,y) = C(x)g(y) avec C de R""! dans R*
localement Kato-bornée relativement a M et g: R — R localement Lipschitzienne
sur R. Alors pour tout U € % () et pour tout f € € (0U) il existe une unique
solution v € 6, (U) du systeme

Lu—Clg(u)|lu =0 au sens des distributions,
lim,_,, u(x) = f(z) pour tout point z € QU L-régulier.

b) Soit P un polynéme de degré impair vérifiant :

P(0)=0 et lim 2

|| =>+00 T

:+oo

Alors pour tout U € % () et pour tout f € €(0U) le systeme

Lu— Pu=0 au sens des distributions,
lim, . u(z) = f(z) pour tout point z € QU L-régulier
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posséde une unique solution u € 63,(U). En effet, posons

S Rt

On a limy| 4o @(7,y) = +oo donc il existe M € R vérifiant o~ < M. D’apres
la proposition IV.1 il existe une unique u € %;(U) solution du systeme

Lu— Pu=0 au sens des distributions,
lim,_,, u(z) = f(z) pour tout point z € QU L-régulier.

Soit X = R" et soit U € % (57), on notera par Ty et Ty les réels suivants :

To = inf{t € R : il existe € R" vérifiant (z,t) € U},
Ty =sup{t € R : il existe x € R" vérifiant (x,t) € U}.

IV.3. Définition. On appelle diamétre calorifique de U le nombre réel
positif T7 — Ty . Dans toute la suite on suppose que ¢ vérifie I’hypothese supplé-
mentaire suivante : Pour tout ¢ € RY , il existe M, € R} vérifiant ¢~ (z,y) < M,
pour tout z € R"™! et pour tout y € [—c,(].

IV.4. Théoréme. Soient U € % (), ¢ € R* et f € €(0U) véri-
fiant ||flec < ce”Me(T1=To) = Alors, il existe une unique solution u de I’équation
Lu = ¢(-,u)u au sens des distributions telle que lim,_,, u(x) = f(z) pour tout
point z € OU L-régulier.

Démonstration. D’apres le théoreme II1.1 il suffit de prouver I'existence des
solutions de I'équation Lu = ¢( -, u)u au sens des distributions avec lim,_,, u(z) =
f(z) pour tout point z € U L-régulier. Soit ¢ € R, posons ¢ 'application de
R"” x R x R dans R définie par @(x,t,s) = o(x,t, eMets) + M, et

E={uc%U): sup |eMlu(z,t)|<cl).
(z,t)eU

Pour tout v € FE, gﬁ(x,t,u(x,t)) = cp(x,t,eMCtu(x,t)) + M., > 0 car
Y- (x,t, eMCtu(x,t)) < M..

Soit f € F(OU) telle que |flloo < ce Me(Ti=To) = On pose g(z,t) =
eMct f(x,t) pour tout (x,t) € OU. Soit u € E et soit v, la solution du sys-
teme

Lv, — @(+,u)v, =0,
lim g ). vu(2,t) = g(z) pour tout point z € OU L-régulier.

Ona: fvu| = |(I+@(-,u)" Hug| < |Hug| < ||g]loc. Dot

Sup e vy (@, 8)] < M oyl < €M lglloe < MM MO fllog < ¢
(x,t)eU
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donc v, € E. Soit T: E — FE definie par, T(u) = v,, de maniére analogue a [3], on
montre que 1" est completement continu donc possede au moins un point fixe. C’est
a dire, il existe u € E tel que Lu = @(-,u)u avec lim(, 4., u(z,t) = g(z) pour
tout point z € U L-régulier. La fonction v: U — R, (z,t) — eMctu(z,t) vérifie
alors Lv = ¢(-,v)v au sens des distributions. De plus, pour z = (xg,t9) € OU
L-régulier, on a

lim v(z,t) = eMog(xg, tg) = eMoe ™Mb f(zq,t0) = f(2).

(z,t)—z

IV.5. Proposition. Soit ¢: R™ x R — R definie par ¢(z,y) = —yP avec
p € N\ {0}. Pour tout K > 0 et pour tout ouvert U de % () vérifiant
Ty —Ty < e 1 /pKP on a: Pour toute fonction f € € (0U) telle que || flloo < K, il
existe une unique solution u de I’équation Lu = (-, u)u au sens des distributions
avec lim,_,, u(x) = f(2) pour tout point z € OU L-régulier.

Démonstration. On a : ¢~ (x,y) < |p(x,y)| < P pour tout x € R™ et pour
tout y € [—c¢,c]. Si

6_1/17

(p(Ty — Tp)) """

1
T1—T0§pre_1, alors K<

Posons ¢ = (p(T1 - To))_l/p ona: K < ce " (Ti=T0)  Pour toute fonction
f € €0U) vérifiant ||fllec < K on a |f|lee < ce=¢"(T1=T0) " D’apres le théo-
reme précédent ’équation Lu = —uPT! posséde une solution unique vérifiant
lim,_,, u(z) = f(z) pour tout point z € QU L-régulier.

IV.6. Remarque. Nous obtenons un résultat analogue a celui de D. Feyel
et A. de La Pradelle [11] ot on remplace le diametre géométrique par le diametre
calorifique.

La proposition suivante montre qu’on n’a pas toujours la résolubilité du pro-
bléeme de Dirichlet et qu’on est parfois amené a étudier un probleme de bifurcation.

IV.7. Proposition. Soient A un opérateur élliptique sur R™, 7 le faisceau
harmonique associé a A et U € % (). Alors le systeme

(%) Au+u? =0,
lim,_,, u(z) = f(z) pour tout point z € OU A-régulier

n’a pas de solutions pour toute donnée f a la frontiere.

Démonstration. Supposons que pour tout f € € (0U) on a une solution du
systeme (x). Soit V' le noyau associé a 'opérateur A, alors pour tout n € N\ {0},
il existe u, € € (U) vérifiant u, — VuZ = nHyf. Soit f € €(0U) telle que
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Hyf > 1. On aalors u, >n et u, = Vu2 +nHy f. Ainsi

up > nHyf+nV(u,) >nHyf+nVinHyf 4+ nV(u,)]

>nHyf + nQV(HUf) +n?Vv? (nHUf + nV(un))
p+1
> nFVEYHy f) 4+ 0PV (uy,)
k=1
p
—n+ n2 an—lvk(HUf) + np-l-lvp-l-l(un).
k=1

Donc ZZ—S n*~1VF(Hy f) < +o00, ainsi V est un noyau fortement parabolique et
par suite J# est parabolique sur U (voir [4]). D’ou la contradiction a I’hypothese
élliptique.

V. Propriete de faisceau

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés de la paire (X ,Jffv) ou
AU) = {u € 6U) : u+ (up(-,u))sMy € H(V) pour tout V € % (H)
vérifiant V C V C U} avec (X, ) un espace harmonique, M € .4+ (), U un

ouvert de X et ¢: X x R — R borélienne.

V.1. Définition. Soit X un espace topologique et A une application
définie sur I'’ensemble des ouverts de X . Nous dirons que 77 est un faisceau
non-linéaire de fonctions sur X si ¢ vérifie les propriétés suivantes :

a) Pour tout ouvert U de X, J#(U) est un sous ensemble de fonctions numé-
riques continues sur U'.

b) Pour tout couple d’ouverts (U,V) de X vérifiant U C V ona: (V) C
HU).
c¢) Pour toute famille d’ouverts (U;);e; de X et pour toute fonction numérique

h définie sur U = |J,.,U; on a: h € #(U) si hly, € #(U;) pour tout
1el.

Soient (X, ) un espace harmonique de Bauer, M € .#Z*+ () et p: X xR —

R localement Kato-bornée relativement & M. On considere I’application 7
définie sur 'ensemble des ouverts de X par

icl

AU) = {u € GU) u+ (up(-,u))eMy € (V)
pour tout V € % () vérifiant V C U}.

V.2. Proposition. L’application S est un faisceau non-linéaire de fonc-
tions sur X .
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Démonstration. a) Il est clair que pour tout ouvert U de X et pour tout
ouvert V vérifiant V. CV C U ona J(U);y C H(V).

b) Soit (U;);cr une famille d’ouverts de X et soit h € JAL”J(UZ) pour tout i € I,
alors h est continue sur U = (J,.;U;. Soit V € % () tel que V.CV C U.
On a pour tout =z € V, il existe i € I tel que x € U;. On choisit V; € % ()
tel que z € V; et V; C VNU;, alors h+ (he(-,h))eMy, € H#(V;). Comme
¢ est localement Kato-bornée relativement & M, alors pour ¢ = ||hl|, il existe
p¢ € M () vérifiant : |p(-,h)|«M, < pS, pour tout w € % (). Donc
(4,0( -, h) 'Mw)we%(%) est une section de potentiel continus et réels. Ainsi

h+ (ho(-,h))eMy = (h+ (ho(-,h))«My,) + Hy, (ho(-,h))« My € F(V;).

Donc h + (ho(-,h))s My € (V) pour tout V € % (H#) tel que V.CV C U.
Par suite h € ,%f;(U)

V.3. Définition. Soit U un ouvert de % () et soit f € %,(0U). Nous
dirons que f est A résolutive sur U s'il existe une unique fonction h € A (U)
vérifiant h + (h(p( o h)) My = Hy f. Désormais, on notera par j%f une telle
fonction.

V.4. Définition. Soit U un ouvert de % (). Nous dirons que U est
A -vésolutif si toute fonction fe€U) est A -vésolutive sur U.

Dans toute la suite, nous supposons que le faisceau non-linéaire S vérifie
la propriété (&) suivante : Pour tout K € R, il existe une base d’ouverts
vk C U () telle que : Pour tout V € ¥* et pour tout f € %,(9V) vérifiant
|1 flleo < K, f est A -résolutive sur V.

V.5. Exemples. Nous donnerons des exemples d’applications ¢ pour les-
quelles le faisceau non linéaire ¢ vérifie la propriété (22).

V.5.1. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .#* (). On suppose
que :
a) L’application ¥U: X x R — R definie par V(z,y) = yp(x,y) est Kato—Lip-
schitzienne relativement a M .
b) L’application ¢ est M -continue. ]
Soit ¥ = {V ouvert de % () : | K| < 1} avec py = |¢(-,0)|« My + pu
pour U € % (7).
D’apres [3] on a pour tout V € ¥ et pour tout f € %,(0V) existence d’une
solution unique de I’équation u + (ucp( . ,u)) My = Hy f. Exemple :
_ [siny/y siy#0,
V.5.2. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .#* (). On suppose
que :
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a) ¢ est localement Kato-bornée relativement a M .
b) L’application y — ¢(-,y)y est croissante sur R.
c) L’application ¢ est M -continue.

d) 1e7%(X).

D’apres 'hypothese a) pour tout ¢ € R*, il existe p® € .#Z* () vérifiant :
lo(-,u)|« My < pg pour tout U € % () et pour tout u € %,(X). Soit K € R*
et soit ¥* = .o, {V ouvert de % () : |]K€CHOO <1-— K/c}. D’apres [3] on
a pour tout V € ¥E et pour tout f € %,(0V) telle que | f|loc < K une unique
solution de I’équation u + (ucp( . ,u)) My =Hyf.

V.5.3. Soient (X,#) un espace harmonique de Bauer tel que le faisceau
S est parabolique sur tout ouvert U € % (), ¢: X x R — R borélienne et
M € (). On suppose que :

a) ¢(-,0) € Kpe.
b) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
c) ¢~ est Kato-bornée relativement a M .

D’apres la proposition II1.7 on a pour tout U € % (s) et pour tout f €
%, (0U) Dexistence et I'unicité des solutions de I'équation u + (up(-,u))e My =
Hy f. Dans ce qui suit, nous supposons qu’en plus de la propriété (&?) 'applica-
tion ¢ vérifie les conditions suivantes
i) ¢(-,0) € Kipe.
ii) ¢ est localement Kato-Lipschitzienne relativement a M .

V.6. Remarque. L’application J est un faisceau non-linéaire de fonctions

sur X. En effet : D’apres i) et ii) ¢ est localement Kato-bornée relativement
a M.

V.7. Notations et remarque. a) D’apres ’hypothese ii) pour tout ¢ € R,
il existe p® € A () vérifiant : |p(-,u) — @(-,v)|+ My < |u — v|epf;, pour tout
U € U () et pour tout u, v dans %(X) tels que |[ullocc < ¢ et ||v]|oo < c. Par
suite :

(s u)u =@+, v)oleMy < ful lo(-,u) = (-, v)[+My + |p(-,v)|-Ju = v]eMy
=< clu—vlopg + ((Je(,v) = o (+,0)[ + [(+, 0))Ju—v])+My
=< Ju—vle(2epf + l (-, 0)|-My).

On note p§, = 2¢pf; + |¢(-,0)|e My, p¢ € M ().

b) Puisque 'application S vérifie la propriété (), alors pour tout k € R¥,
il existe une base d’ouverts ¥* U () telle que : Pour tout V € ¥k et pour
tout f € %B,(0V) vérifiant ||f|loc < K, f est S -résolutive sur V.

Dans toute la suite de ce chapitre nous supposons que 1 € . *(X). Soit U
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un ouvert de % (7). On note :
wHU) = JIVert VcUet |KY | <1—k/c};
c>k
H “(U) = {u € %,(U) semi-continue inférieurement :

Hyu < u pour tout V € w ulloe ()}

. (U) = {u € $,(U) semi-continue supérieurement :

Hyu > u pour tout V € %Il (1)}

Toute application f € j?fJ*(U) (ou f e j?f;(U)) est dite . -hyperharmonique (ou
Y -hypoharmonique) sur U.

Soit p € A *(U), nous dirons que p est un A -potentiel sur U si pour tout
g€ ,%f;(U) vérifiant 0 < g < p on a ¢ = 0. On notera par é;(U) I’ensemble des
Y -potentiels sur U .

V.8. Théoréme. Soient M € M4 (H), U € U(H) et p: X xR — R
borélienne. On suppose que :
i) (-,0) € Kk,
ii) ¢ localement Kato-Lipschitzienne relativement a M .
iii) J vérifie la propriété ().
Alors,

eﬁz;*(U) ={ue B U):u+ (up(-,u))+My € #*(V) pour tout V.C V C U}.

Démonstration. Soit u € jfi;*(U) et soit V € 2 Ivl=(U). Alors il existe ¢ >
ul|loo vérifiant [|K% || <1 — [|ulloo/c. Diapres [3] Hyu = (I + KM )" Hyu
et ||Hyulloo < c. Posons Ky u = (I—K"}c)_l(“@Kvu—i—K{}Cu). Soit W un ouvert
de X telque W CV ona:

= (I — KB,)"'[(I — K&) Hwu + * Kw Hwu + Kby Hyu
= (I — K2)"Y(Hwu+ ¢ KwHwu) = (I — K) "' Hypu.
Posons ~?°Hyu = (I — KB) " Hyyu. On aura K|, = 2" Hy K|, + K}, et ainsi
P Hy (u+ Kiyu) = P Hyu+ P Hy Kiu= Hyu+ Ky Hyu+ P Hy Kiu
= (Hyu —u) + Ky Hyu+u — Klyu + Kju
= (Hwu —u) + (u+ Kju) + (I — K5) " [(Hwu(o( -, Hwu))e My
+ Hywueply) — (u(p( - u)o My — uspy ]
= (Hwu —u) + (u+ Kyu) + (I = Kfp) ™ (Hwu — w) [0V My + )]
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Comme le noyau QSFIW“’“oMW + Py est positif et puisque fIWu < u alors,
Hyu—u+ (I — KP) " (Hyu — u)(¢7 ™" o My + ) < 0
et par suite :
u+ Kjue P SWV)={veB(V): (I-K)we HV)}
(voir [8]), donc (I — K )(u+ K{u) € .#(V). Or

(I = K§)(u+ Kjpu) = (I = KY yu+ (I = KD )(I = KJ) 7 (PKyu+ KJ )
= (I - K‘ﬁ/c)u +YKyu+ Kf,cu =u+ Kyue (V).

Soit A € % () tel que ACU. On a:
u+PKau=(u+?Kyu)+ HyKau € (V)

pour tout V C V C A tel que V € % IUl=(U).

Réciproquement soit u € %, (U) vérifiant u + YKyu € (V) pour tout
VCcVcU. Onawue %(U), de plus pour tout V € #“l=(U) ona Hyu < u.
En effet : u+ (up(-,u)) My — Hy (u+ (up(-,u))sMy) € 7" (U) et

u+ (up(-,u))eMy — Hy (u+ (up(-,u))My)
=u+ (up(-,u))sMy — Hyu — Hy ((up( -, u))My)
= (u— Hyu) + (up(-,u))eMy — (Hyup( -, Hyu))s My
— Hy ((wp(-,u))+My)
= (u— Hyu) + (up( -, u))eMy — (fIVU@( . ,ITIVU))-MV
= (u— Hyu) + ((u— Hyu)dver)dy,
— (I + $HVeuaMy) (u — Hyu).

Donc u — Hyu > 0. Par suite u € J*(U).

V.9. Remarque. De maniére analogue on montre que sous les mémes
hypotheses on a @ L (U) = {u € By (U) : u+ up(-,u)s My € H.(V) pour tout
VcvcU}.
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VI. Espace harmonique non-linéaire

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’espace harmonique non-
linéaire ot on omet les hypotheses de linéarité des fonctions harmoniques et hy-
perharmoniques et nous étudions les propriétés d’un tel espace.

Soient (X, ) un espace harmonique de Bauer, M € .#*+ () et p: X xR —
R Kato-bornée relativement a M .

VI.1. Définition. Soit # un faisceau non-linéaire de fonctions sur X .
Nous dirons que la paire (X, j‘/f) est un espace harmonique de Bauer non-linéaire
si A vérifie les propriétés suivantes :

a) Il existe une base ¥ d’ouverts S -résolutifs telle que pour tout U, V dans
v, unvev.

b) Propriété de convergence de Bauer : soit U un ouvert de X et soit (hy,)p
une suite de fonctions dans 7 (U) uniformément bornée qui converge vers h, alors

he#(U).

c) J est non-dégénéré : pour tout z € X, il existe un ouvert U de X
contenant x, une fonction h € J(U) telle que h(z) > 0.

VI.2. Définition. Soit U un ouvert de % (7). Nous dirons que S vérifie
le principe de minimum sur U si pour tout u € jfi;*(U) et pour tout v € jfi;i:(U)
tels que @ > o sur OU ona u > v sur U.

Dans toute la suite nous considérons le faisceau non-linéaire # définie sur
I’ensemble des ouverts de X par

AWU) = {u e GU):u+ (up(-,u)) My € (V)
pour tout V € % () vérifiant V.CV C U}.

VI1.3. Théoréme. Soit U un ouvert de X et soit ¢: X x R — R M-
continue et localement Kato-bornée relativement a M. Si (h,), est une suite de

fonctions uniformément bornées de | (U) qui converge vers h alors h € 7 (U).

_ Démonstration. Puisque (hy,)n, C 7 (U), alors pour tout V' € % () tel que
VCcUona:
P, + (hn(;p< ) hn)) My € %a/)

Posons ¢, = h, + (hncp(~,hn))oMV et soit ¢ € RY vérifiant ||h,|o < ¢
pour tout n € N. ¢ est localement Kato bornée relativement a M, donc, il
existe p® € A () tel que pour tout u € HBp(X) vérifiant ||ul|l.c < ¢ on a
lo(+,u)e My | < P{. Ainsi : Pour tout n € N,

|gn| < [hn] + |l @( -, Ry e My < ¢+ cpy, < +oo.

La famille {g, : n € N} est alors bornée dans (V) et donc {g, : n € N}
est relativement compact pour la topologie de convergence uniforme (voir [9, théo-
reme 11.1.1]). Donc, il existe une sous suite (gn,, )n de (gn)n qui converge uniformé-

ment vers g € (V). De plus (hnp(-,hy))s My converge vers (ho(-,h))e My .
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En effet :
|hno(- s hn) — ho(-, )| < Hhnl [o(- 5 hn) — (-, R)| + |-, h)| [hn — hl.

Donc

‘hn(ﬁ<',hn) - hgp(?h)|°MV < C|90('7h'n) - @<7h)|°MV + |h’n - h’"p%/

Par suite :
g, = T (i, + (o B ) M) = it (- 1)« My

Ainsi g = h+ (he(-,h)) My € (V) pour tout V € %(#’) tel que V C U.

Par suite h € S (U).

VI1.4. Proposition. Soient (X,.¢) un espace harmonique, M € .4+ ()
et p: X x R — R borélienne. On suppose que :
a) ¢ localement Kato-bornée relativement a M .
b) L’application ¢ est M - continue.

Alors, le faisceau non-linéaire ¢ est non-dégénéré.

Démonstration. Soit z € X : il existe h harmonique bornée sur un voisinage
U de z telle que h(z) > 0. Posons K = sup,cy |h(y)|. D’apres [3], il existe
une base d’ouverts ¥ telle que pour tout V € ¥ et pour tout f € %B,(dV)
vérifiant | Hy f|loc < K on a une solution de Péquation u+(uep(-,u))sMy = Hy f

et u = (I+KY) 'Hyf. Orilexiste V€ ¥ tel que z € V, V C U et
|Hy h||oo = ||h|v]|eo < K. Donc il existe u, € (V) vérifiant

up, = (I+ KMy " Hyh = (I +KM™")"'h.
D’apres [8], h(z) > 0, alors up(x) > 0.

VI.5. Proposition. Soient ¢: X xR — R borélienne et soit M € .4+ ().
On suppose que :
a) @ est Kato bornée relativement a M .
b) L’application ¢ est M -continue.
c) L’application y — yp(-,y), y € R, est croissante.
Alors la paire (X, j‘/f) est un espace harmonique non-linéaire au sens de la défini-
tion VI.1.

Démonstration. D’apres le théoreme VI.3 on a la propriété de convergence
de Bauer. De plus, il existe ¢ € # () vérifiant |o(-,u)|« My < qu pour tout
Ue % () et pour tout u € By(X). Posons ¥ ={V € %(H) : | K{ |0 < 1}.
¥ est une base douverts . résolutifs. En effet, d’apres [3], on a pour tout
V € ¥ et pour tout f € %B,(0V) existence et I'unicité des solutions de 1’équation
u—+ (ugo(-,u))oMV = Hy f. Il est clair que si U, V sont dans ¥, UNV € ¥ . De

plus d’apres a) et b) A est non-dégénéré. Donc (X, jfv) est un espace harmonique
de Bauer non-linéaire.
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V1.6. Proposition. Soit (X, .7) un espace harmonique de Bauer tel que
le faisceau % est parabolique sur tout ouvert de % (). Soit o: X x R — R
borélienne et soit M € .#*+ (). On suppose que :
a) (-,0) € Klge.
b) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
c) ¢~ est Kato-bornée relativement a M .

Alors (X, .#) est un espace harmonique non-linéaire au sens de la définition VI.1.

Démonstration. L’application ¢ est localement Kato-bornée relativement a
M donc # est un faisceau non-linéaire de fonctions sur X . D’apres ’hypothése b)
I’application ¢ est M -continue, donc la propriété de convergence de Bauer est sa-
tisfaite et . est non-dégénéré. De plus, tout ouvert U € % () est 0 -vésolutif
(voir la proposition II11.7) et UNV € % () pour tout U, V dans % (). Ainsi

(X, ) est un espace harmonique non-linéaire.

VI.7. Proposition. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .4+ ().
On suppose que :
i) J est parabolique sur tout ouvert de % ().
ii) ¢ est localement Kato-Lipschitzienne relativement a M .
iii) ¢(-,0) € Kkec©.
iv) ¢~ est Kato-bornée relativement a M .

Alors le faisceau non-linéaire ¢ vérifie le principe du minimum sur tout ouvert

de U ().

Démonstration. Soient U € % (), uw € H*(U) et v € H.(U) tels que :
@ > ¥ sur OU. D’apreés le théoréme V.8 on a : u+ (up(-,u))s My € 7, (U) et
v+ (vp(-,v)) e My € H#4(U). Posons s = u—v+(up( -, u)) e My—(ve(-,v)) s My .
Onase AWU) et s=u—v+¢“?(u—v)e My donc, il existe p € Z(U) tel que
s+p>0sur U. Ainsi s > 0 sur U (voir [9]). Or (u—v) = (I+¢“ e My) 1s >0
sur U. Donc v > v sur U.

VI.8. Corollaire. Soit ¢: X x R — R borélienne et soit M € .4+ ().
On suppose que :
a) J est parabolique sur tout ouvert de % ().
b) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
C) @('70) S K]I\J/IOC'
d) ¢ est positive sur X x R.
Alors le faisceau non-linéaire S vérifie le principe du minimum sur tout ouvert

de % ().

VI1.9. Théoréme. Soit ¢: X x R — R borélienne et M € .#*+(3¢). On
suppose que :
a) @('70) S K]I\J/IOC'
b) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .
c) S est parabolique sur tout ouvert de % ().
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d) ¢~ est Kato-bornée relativement a M .
Alors, pour tout U € % () et pour tout p € B,(U), on a :

p+ (pe(-,p)) e My € 2(U)

si et seulement si p € Z(U).

Démonstration. Soit U € % () et p € %By(U) vérifiant p+(pp(-,p))« My €
PU). Alors p € jfi;*(U) Soit g € jfi;(U) vérifiant 0 < g < p. On a :
g+ (9¢(-,9))« My € H#(U). Posons s = p+ (pe(-,p)) s My —g—(9¢(-,9)) My .
se€ S (U) et s> (pp(-,p)sMu — (9¢(-,9))*My donc s >0 sur U (voir [8]).
Ainsi p+ (pe(-,p)) s My > g+ (g9¢(+,9))» My et par suite g+ (go(-,g))+ My <0
sur U. Posons h = —(g-l— (gcp(-,g))-MU). Ona h>0sur U et

h=(=9)+ ((=9)¢(-,9))+Mv = (I +¢(-,9)*Mv)(~g)

donc —¢g = (I+ o - ,g)-MU)_lh > 0. Par suite g = 0 ainsi p € ég(U)
Réciproquement soit p € %, (U) tel que p € Z(U) et soit h € 7 (U) vérifiant

0<h<p+(pe(-,p))+My. Ona p+ (po(-,p))+My € S({U). Dapres la

proposition IIL6 il existe un unique g € €;,(U) vérifiant g + (gp(-,g)) My = h

donc g = (I + cp(~,g)-MU)_1h > 0. Posons

s=p+ (po(-,p)) My —g— (9¢(-,9))My.

Ona se . Z(U) et

s=p—g+¢"(p—g) My =(+¢"My)p-—g)
Donc p—g > 0 et par suite p > g. Or p € ,é;(U), donc g =0, ainsi h =0 et par
suite p + (P@(',p))-MU e 2(U).

V1.10. Corollaire. Soient ¢: X x R — R borélienne et M € .#* (). On

suppose que :

a) J est parabolique sur tout ouvert de % ().

b) (-,0) € Kk,

c) ¢ est localement Kato—Lipschitzienne relativement a M .

d) ¢ est positive sur X x R.
Alors, pour tout U € % () et pour tout p € B,(U). On a: p e P(U) si et
seulement si p+ (pp(-,p)) My € 2(U).

Nous remercions le Professeur W. Hansen pour l'intérét qu’il a porté a ce
travail, le referee pour les remarques utiles et T. Makeldinen pour la réalisation en
TEX de ce travail.
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