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ZUR KORREKTHEIT
ELLIPTISCHER FASTLINEARER
GEMISCHTER RANDWERTAUFGABEN IN R?

VEIKKO T. PURMONEN

Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir, in einzufiihrendem Sinne, die Korrektheit
nichtlinearer gemischter Randwertaufgabe

{Au-{-d(u):f in Q
Bfu+2F(u)=gf auf I,,

wobei Q ein glattes Gebiet des euklidischen Raumes R? mitdem Rand I'=I",ul _
ist. Unsere Aufgabe wird als fastlinear bezeichnet, weil ihre Nichtlinearitit gering ist.

Die allgemeine Aufgabenstellung fiihren wir in I aus (Aufgabe (# bd)). Die
Losungsmethode beruht, insbesondere die Nichtlinearitéit betreffend, auf elliptischen
fastlinearen Abbildungen in (komplexen) Hilbertrdumen. Diese Abbildungen fiihren
wir zu Beginn von II ein. Sie sind Spezialfille der im Sinne von A. V. Babin [2]
quasilinearen Abbildungen in (reellen) Banachriumen; die Hilbertraum-Situation
bringt jedoch sowohl einige Vereinfachungen als auch weitere Ziige mit. Wir stellen
ferner in II eine elliptische fastlineare Aufgabe in Hilbertriumen (Aufgabe (%))
und untersuchen dann ihre Losbarkeit von der Korrektheitsforderung ausgehend.

In III zeigen wir zuerst, daB die da genau zu formulierende gemischte Rand-
wertaufgabe (& bd) unter gewissen Voraussetzungen fastlinear und elliptisch ist.
Dann konnen wir Aufgabe (¥ bd) als eine Realisierung von Aufgabe (&) lésen.
Am SchluB finden sich einige erginzende Bemerkungen, enthaltend auch ein Beispiel
iiber die Nichtelliptizitdt quasilinearer, parametrisch elliptischer gemischter Rand-
wertaufgabe.
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I. Allgemeine Aufgabenstellung
1. Grundberiffe und Bezeichnungen

1.1. Fiir einen Multiindex p=(p,, ..., p,)EN" setzen wir |p|:=p;+...+p,,
EPi= &P 8P fiir E=(&y, ..., E)ER" und DPi=DJ...Di» mit Dy=—i 0/0x.

1.2. Ein beschrinktes Gebiet QCR" (n=2) heilt glatt, falls sein Rand I’
eine (n—1)-dimensionale C~-Mannigfaltigkeit ist, d.h. eine C~-Koordinaten-
iiberdeckung (einen Atlas) besitzt. Wir setzen voraus, dafl der Rand I' glatt zer-
gelegt ist: Es gilt I'=I,ul_ul, fir offene (und zusammenhéngende) I', und
. mit I'.nl'_=0 derart, daB TI'y=I,nI_ eine (n—2)-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit ist.

Fiir alle s€R (s=0) fithren wir die (komplexen) Sobolevrdume H*(Q), H*(I')
und H*(I'y) ein und bezeichnen ihre Skalarprodukte und entsprechenden Normen
mit (+|+)s0 bzw. |-l o, usw.; speziell gilt H°(2)=L*(2). Der Spuroperator
(der Ordnung 0) sei mit 7, bezeichnet. (Wegen der expliziten Definitionen siche
man J. L. Lions—E. Magenes [9], Kap. 1; vgl. auch [15].)

1.3. Eine Funktion heiBe glatt, falls sie eine C*-Funktion oder eine Holder-
funktion mit hinreichend groBem Exponent ist (vgl. [1], S. 9—12). Ist k€N, so
gilt H*(Q)cC*¥(Q) fiir s=k+n/2; deshalb kann man mit jedem w€H*(Q) die
Funktion 9,(u): @—~C® mit den Komponenten D*u, |¢|=k, verkniipfen, wobei
(k)= | ist. Daher ist etwa fiir eine in Q@XC® definierte Funktion @ der
Ausdruck a(x, 9, (1)) stets wohlerklart fir u€H*(Q) mit s>k+n/2.

1.4. Von nun an sei ein glattes Gebiet @ in R® mit glatt zerlegtem Rand I
fixiert. In diesem Fall besteht die Menge I'o=I ,nI_ also aus zwei Punkten, die
den Rand I' zerlegen.

2. Aufgabe (Zbd)

2.1. Es sei
A=A(x,D)= 2 a,(x)D?

Ipl=2m
ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m mit m=1, definiert in Q, und
fir j=O0,...,m—1 seien
Bf =B#(x,D) = 2 b#(x)y.D?

IpISM*
lineare Randoperatoren der Ordnungen mi mit 0=mF=2m—1, definiert auf I',.
Vorausgesetzt sei, daB a,€ C*(2) und b}—:,EC“’(f 4) gilt; wir konnen tatsdchlich
auch bfecC=(I') annehmen.
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Weiter sei &/ ein nichtlinearer Differentialoperator der Ordnung 2m—1 in
Q und %’;t, Jj=0, ..., m—1, nichtlineare Randoperatoren der Ordnungen m}—L—l
auf ', derart, daBB die Beziehungen

4 o (u) = o (x, D)(u) = a(x, a1 (1))
un
B () = B (x, D)) = b (x, 7o Oz -1 (1)

(z.B. fir u€ H™(Q)) mit wie oben glatten Funktionen a und b} gelten; hierbei
ist y90,,+_,(u) natiirlicherweise definiert.

2.2. Die in dieser Arbeit zu betrachtende Aufgabe formulieren wir jetzt folgen-
dermaBen:

Aufgabe (¥ bd). Gegeben seien Funktionen

feH~*™(Q)
und

+ s—m¥ —1/2 .
gFeH " TNy, j=0,..,m—1.

Untersucht ist die Liosbarkeit der Aufgabe
51 {Au+d(u)=f in Q
2. Bf u+#Ff(w)y=gf auf I'y, j=0,...,m—1

in folgendem Sinne:

(i) Aufgabe (2.1) soll fiir eine ,hinreichend umfangreiche Menge ¥~ der
Funktionen f und gji losbar in einer Menge UC H*(Q) sein;

(i) Durch Einschrinkung auf eine Teilmenge von U kann man die Eindeutig-
keit von Losungen der Aufgabe (2.1) gewinnen,

(iii) ,,Beliebig kleine'* Anderungen in den Anfangsbedingungen sollen nur ,,beliebig
kleine* Anderungen in der Lisung verursachen.

Mit anderen Worten, wir untersuchen die Korrektheit der Aufgabe (1.1) in dem
spdter durch Prdzisierung der Forderungen (i)—(iii) zu definierenden Sinne.

Unser Begriff der Korrektheit 148t sich aus den allgemeinen Prinzipien der
Hadamardschen Korrektheit herleiten und ist mit dem Begriff der Tihonovschen
Korrektheit verwandt (man siehe J. Hadamard [5], §§ 15—27, M. M. Lavrentiev
[7], § 1, A. N. Tihonov—V. K. Ivanov—M. M. Lavrent’ev [18]; vgl. auch F. John
[6], § 4.5, H. M. Lieberstein [8], Kap. 5).
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II. Elliptische fastlineare Aufgaben in Hilbertraumen
3. Vorbemerkungen

3.1. Fiir zwei (komplexe) Banachrdume X und Y sei £(X; Y) der Banach-
raum der linearen Abbildungen X—Y.

Es sei LEZ(X;Y). Mit A (L) bezeichnen wir den Kern, mit £(L) die
Wertemenge des Operators L; o(L)=dim A"(L) sei die Dimension von 4"(L)
und B(L)=codim #(L) der Defekt von #(L) in Y. Als Index von L definiert
man dann die Zahl »(L):=a(L)—p(L), sofern mindestens eine von den beiden
Zahlen «(L) und B(L) endlich ist (vgl. [4], S. 102).

3.2. Wir sagen, daB zwei separable (komplexe) Hilbertriume H und H,
ein Raumpaar [H, H,] bilden, falls es eine kompakte Einbettung H—H, gibt.

3.3. Sind .# und A4 zwei Teilriume eines Hilbertraumes H, so bezeichnen
wir ihre orthogonale direkte Summe mit # @®.A4"; fiir einen abgeschlossenen Teil-
raum A" gilt dann H=A4"@®AN "+, wobei A"+ das orthogonale Komplement von
N ist.

4. Elliptische fastlineare Abbildungen

4.1. Esscien H, H, und II separable Hilbertraume, deren Skalarpodukte
mit (+|+), (+]|+)o bzw. ((+]-)) und entsprechende Normen mit | -||, [|-[ly bzw.
Ill-|ll bezeichnet werden. Uber die Rdume H und H, setzen wir voraus, daB sie
ein Raumpaar bilden.

Wir setzen

Definition 4.1. Eine Abbildung
T:H-1I
heipt fastlinear beziiglich des Raumpaars [H, H,], falls T eine Abbildung der Gestalt

T(w)=Lu+ Su), ucH,
so ist, daf3 gilt:

1) LeZL(H; ),
2) S: H—II geniigt der Lipschitzbedingung
4.1 IS@ S| = Clully, vl lu—vlo, u,vEH.

Dabei haben wir die auch im folgenden oft vorkommende Bezeichnung
C(.,...) fiir eine nichtnegative Funktion reeller Verdnderlichen mit der Eigen-
schaft benutzt, daB sie beschrinkt in beschrinkten Mengen bleibt.
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Definition 4.2. Eine beziiglich des Raumpaars [H, H,| fastlineare Abbildung
T=L+S:H~1I

heift elliptisch, falls ihr linearer Teil L ein Fredholmoperator (Noetheroperator)
ist, d. h. falls gilt
a(l) <o, BL) <o

Bemerkung 4.3. a) Z#(L) ist abgeschlossen; ein Fredholmoperator in Ba-
nachrdumen ist ndmlich normal 16sbar (vgl. [4], S. 101—103).
b) B(L) = dim Z(L)*.

5. Elliptische fastlineare Aufgabe (%)
Eine beziiglich des Raumpaars [H, H,] fastlineare Abbildung T:H-II sei
elliptisch. Wir stellen dann
Aufgabe (¥). Untersucht ist, fiir welche h€ll die Gleichung
(5.1) Tu)=h

losbar in H in folgendem Sinne der Korrektheit ist:

Gesucht ist eine derartige Schar der Paare von Teilmengen von II und H, daf
fiir sie Gleichung (5.1) korrekt ist, d. h. im gewdohnlichen Sinne lGsbar wird und der
Forderung der stetigen Abhdngigkeit geniigt.

6. Vorbereitende Uberlegungen

Um die Losbarkeit der Aufgabe () zu untersuchen und das Resultat explizit
zu formulieren gehen wir von einigen Hilfssdtzen aus; die notigen Beweise werden
in § 8 durchgefiihrt.

6.1. Wir bezeichnen den von einer Menge .# C H aufgespannten abgeschlosse-
nen Teilraum von H mit [./#].
Fiir den Operator L setzen wir

oy = a(l), Bo = B(L), %o = x(L).

Es sei (¢,)C H eine orthonormale Basis von H, die man so wiahlen kann, da83
N(L) = [efieq = [{en)ilal

gilt. Die abgeschlossenen Teilrdume 4, und A4, werden jetzt durch

Hp=leici  bzw. N = = [editan
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fir alle «€N, erkldrt; insbesondere gilt also A, =A"(L). Die entsprechenden
Orthoprojektoren seien

Qa:H-»‘/Vcc‘ bzw. Q—a:IH_Qaz:H»‘/V.—z’
wobei I die identische Abbildung in H ist.
Dann hat man

Lemma 6.1. a) Q) =1, Q- = 1.
b) Es gibt eine positive Funktion ¢(x) mit den Eigenschaften

}im e()=0
und
”Q—au“() = s(a)HQ—azUH’ UEH-

6.2. Es gilt (man siche J. Peetre [12])

Satz 6.2. Es seien E, F und G reflexive Banachriume, und es gebe eine
kompakte Einbettung E—F. Fiir einen Operator $€%(E; G) sind die folgenden
Aussagen (i) und (ii) dann dquivalent:

(i) Die Wertemenge R(€) ist abgeschlossen in G und dim A" (%) < .

(ii) Es besteht die Ungleichung

lulle = C(Culg+lulp), uck,

mit einer positiven Konstanten C.
Daraus ergibt sich

Lemma 6.3. Es existiert eine Konstante Cy>0 derart, daf
lul = Goll[Lulll, ueAN,,
mit jedem o=uw, gilt.

Die Einschrinkung des Operators L auf A_,, a=a,, besitzt also den inversen
Operator, der mit L~} bezeichnet werde,

LZL:L(N_) — N,
Wir haben auch (vgl. [4], S. 104)

Lemma 6.4. Fiir jedes a=o, ist L(AN_,) ein abgeschlossener Teilraum von
IT mit dem Defekt a—x,, d. h.

dim L(A_ )+ = a—3¢q.

Es sei P_,: IT-L(A.,) der Orthoprojektor von IT auf L(AZ,), so daB
IP_,I=1 ist.
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6.3. Fiir «€ N, und fiir positive Zahlen r, r_, ¢ erkldren wir die abgeschlosse-

nen Kugeln
B(r):= {uEHl lul| = r} C H,

B,(r) = {ue A lul = r} 4,
B ()= {ue N |lul = r_y A,

Z—a(@) = {hE L('/V—a) [ |”h”| = Q} c L(‘/V—a)
und den Zylinder
Z_ ()= Z_(+L(N_)* C II.
Nun gilt

Satz 6.5. Gegeben seien r=0 und r_=0. Dann gibt es o(r,r_)EN, so, daf
fiir jedes a=o(r, r_) die Abbildung T die folgenden Eigenschaften hat:
(i) Fir alle w,z€B(r) und alle u,veB_,(r_.) besteht die Ungleichung

6.1) lu—vl = COr,r)w—zl|+C||P-, T(W+u)—P_, T (z+0)||;
(ii) Die Einschrinkung von T auf die Menge w+B_,(r_),
T:w+B_,(r_) ~T(w+B_,(r.)) c1I,

ist ein Homoomorphismus fiir alle we B(r);
(iii) Fir alle we B(r) gilt

P_(T(W)+Z_,(0)) € P_,T(w+B_,(r_)
mit o=r_[2C,).

Folgerung 6.6. Fiir gegebene ¢=0 und r=0 existieren r_(g,r)>0 und
oo, r,r_)EN, derart, daff mit vr_=r_(o,r), a=a(g,r, r_)

(o) € P_,T(w+B_,(r_))
fiir alle we B(r) ist.

Bemerkung 6.7. Die Abbildung S: H—II geniige statt (4.1) der gleichmdpi-
gen Lipschitzbedingung

(6.2 lISw@)=S@)|| = Cllu—vlly, u,veH.
Dann gibt es «’€N, so, dap fiir jedes az=o' gilt:

(i) Fir alle w,z€H und alle u, veEAN_, ist die Abschitzung
(6.3) lu—ovll = C(Ilw— 2zl +[[|P-, T(w+u)—P_, T(z+)|)
erfiillt;

(ii) Die Einschridnkung von T auf w+A_,,

T:w+N_,—-Tw+N_,) I,

ist ein Homoomorphismus fiir alle we H;
(iii) Fiir alle weH ist
P_ ,T(w+A_,) = L(A_,).
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7. Losung der Aufgabe (%)

7.1. Zuerst leiten wir fiir die Existenz einer Losung der Gleichung (5.1) eine
Bedingung her, die der bekannten Orthogonalititsbedingung des linearen Falls
entspricht.

Es sei also A€l vorgegeben. Dann gilt h€Z_,(¢) mit geeignetem ¢, und
aus Folgerung 6.6 und Satz 6.5 ergibt sich, daB die Gleichung

(7.1) P_,T(u) = P_,h

eindeutig l6sbar in der Menge w+B_,(r_) mit gegebenem wé B(r) fiir hinreichend
groBe r_ und « ist. Daraus folgt

T(w)—he L(A_)*+,
so daB u€w+B_,(r_) eine Losung der Gleichung

T(u)=nh
genau dann ist, wenn
(Ig—P-)(T(u)—h) =0
gilt.
Die mit den gegebenen h€Z_,(¢) und wé€B(r) verkniipfte Losung von (7.1)
werden wir mit u_, (k) bezeichnen. Somit besitzen die Gleichungen

(7.2) T() =h, Qu=w
eine Lésung u€B,(r)+B_,(r_), falls die Beziechung

J(T(u e w()— h) =0
besteht, wobel
J:L(WV_ )t -~ C* %

ein isometrischer Isomorphismus ist.
Definieren wir nun eine Funktion

P,: B,(NXZ_,(¢) > C*7™
durch
@, (w, h) = J(T(u_,,,(h)—h),
so erhilt die Bedingung fiir die Existenz der Lsung von (7.2) schlieBlich die Gestalt
®,(w, h) =0.
7.2. Die Funktion &, wird charakterisiert durch

Lemma 7.1. Mit gegebenen ¢=0 wund r=>0 seien r_(o,r)=0 wund
a(o, r,r_)EN, wie in Folgerung 6.6. Dann hat die Funktion

P, : B,(r)XZ_,(0) ~ C*7

fir r_=r_(g,r) und a=o(g,r,r_) folgende Eigenschaften:
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(1) Fir alle w,z€B,(r) und alle h,gcZ_,(0) gilt

P, (W, ) — D, (2, &)| = C(r, r_)(lw—z| +[[[h— gl

(ii) Fir jedes we€B,(r) und jedes peC* * bildet der Projektor P_, die
Niveaumenge
Fuw(@) = {h€Z_,(0)| P (w, h) = u}

homdoomorph auf die Menge

P_(%,w(0) = Z_.(0) = L(S-,)
ab.
Bemerkung 7.2. Im Falle von Bemerkung 6.7 lifit sich die Funktion &, in
N XTI fiir alle a=o" erkliren, und es gilt:
(i) Es besteht die Abschiitzung

I¢a(wa h)_qja(za g)| = C(”W_Z” +”|h'_g”[)

fiir alle w, ze AN, und alle h, g€ll;
(ii) Der Projektor P_, ist ein Homdomorphismus von

yu,w = {h€H|¢a(W1 h) = #}

auf L(AN_,) fiir jedes weN, und jedes uecC*™*o.
Es sei 4,(0):=%, .(0) bzw. ¥, =%, geschrieben.

7.3. Wir geben jetzt die Lésung der Aufgabe (&), formuliert wie folgt:

Satz 7.3. Mit den Bezeichnungen von Folgerung 6.6 gelte es r_=r_(o,r) und
a=al(g, r, r_) mit vorgegebenen 9=>0 und r=0. Dann ist Aufgabe (F ) korrekt
gestellt fiir die Schar der Mengenpaare

S, cIll, w+B_,(r_-)c H, weB,/(r),
d.i., fiur die Gleichungen
(7.3) T(u)=h, Qu=w
mit gegebenen heZ_,(9) und weEB,(r) gilt:

(i) Es gibt eine Losung u€B,(r)+B_,(r_) fir (7.3) genau dann, wenn
&, (w, h)=0 ist;

(i) Die Losung u€B,(r)+B_,(r_) von (7.3) ist eindeutig bestimmt,

(iii) Fir alle u, veB,(r)+B_,(r_) gilt

lu—vl = ClIT@)—T@)II+C0, r )@ u—Q,vll.

Beweis. Behauptung (i) ergibt sich aus 7.1 und Behauptung (ii) aus Satz 6.5.
Sind u, v€B,(r)+B_,(r_), so hat man

u=Qu+Q_,u bzw. v=Q0,v+Q_,v.
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Unter Benutzung von Satz 6.5 erhalten wir dann
lu—vll = 1Q,u—Q,0ll+Q-,u—Q_,vl
= 1Qu—Q, vl +C(r, r_) @, u—Q,vl
+CIP-, T(w)—P_, Tl
= CITW)—TI+C(r, r)lIQ,u—Q,vll.

Um (i) in Satz 7.3 anders zu gestalten fithren wir eine orthonormale Basis
(my)cII im Raum II ein, und zwar so gewdhlt, daB

LA+ = [mBizie
ist. Insbesondere gilt also
R(L)t = L(~/V—ao)J‘ = [nJf2, -
Hiernach haben wir

Satz 7.4. Die ,,verallgemeinerte Orthogonalititsbedingung &,(w, h)=0 in (i)
von Satz 7.3 ist dquivalent der Bedingung

(T -gwmDIm)) = (A1), k=1, ..., a—x.

Bemerkung 7.5. Im Falle von Bemerkung 6.7 ist Aufgabe (F ) korrekt ge-
stellt fiir die Schar der Mengenpaare

S, w+A/_,C H weN,
fiir alle a=o’.
8. Beweise
8.1. Beweis von Lemma 6.1. Die erste Behauptung gilt bekanntlich.
Existiere jetzt eine Folge (v;)CH mit
“ U_’” = 17
v;€N,, firein o; =],
8.1) lvjlo=¢ firein =0, j=1,2,....
Dann besitzt die Folge (v;) eine Teilfolge (v}), die schwach gegen ein v€H kon-

vergiert. Speziell gilt also fiir jedes k€N,

}ln}o (vjle) = (v]ey),
woraus man
(vle) =0, k=1,2,..,

schlieBt; deshalb strebt (v)) schwach gegen 0 in H. Folglich konvergiert (v})
gegen 0 in H,, im Widerspruch zu (8.1).
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Bemerkung. Die Behauptung ergibt sich wie oben auch daraus, daB eine
(orthonormale) Basis eines Hilbertraumes zusammenschrumpfend (,,shrinking*‘; man
siehe [10], [17], S. 267—279) ist.

8.2. Beweis von Satz6.5.

8.2.1. Bevor wir diesen Satz beweisen, fiihren wir einige Hilfsbetrachtungen
durch.
Ist a=a,, so konnen wir fiir we H ecine Abbildung
F,=F, N, -/,
durch
F,(u):

definieren. Dann gilt

LIP_(Tw+u)—T(w), ucN,,

F,(u) =u+K,(u),
wobei die Abbildung
K= Kyt Ny N,
durch

K,(u):= LLP_ (S(w+u)—Sw)), ucN,,
erklart wird.

Wir haben jetzt

Lemma 8.1. Es seien r=0, r_=>0 und O0<d<1 gegeben. Dann existiert
a(r, r_, 0)EN, derart, dafp mit o=a(r,r_, ) die Ungleichungen

(8.2) K, () =K, @) = déllu—v]
und
(8.3) 1K, ()] = 6llul,

wobei u und v in B_,(r_) liegen, fiir alle wEB(r) bestehen.
Beweis. Mit a=a, hat man

K, (u)—K,(v) = LZLP_,(S(w+u)— S(w+0))
und folglich wegen 4.1 und Lemma 6.3

1K, ) — K, @) = Col[|S(w+u)—S(w+o)l]

= C(r,r )|lu—ul,-
GemilB Lemma 6.1 gibt es «(r, 7, 0)€N, so, daB
e(@)C(r,r ) =0

fir alle a=wa(r, r_, 6) gilt. Somit erhilt man

1K, (W) —K, )] = du—vl|
fiir diese «, und analog
1K, )] = Coll|S(w+u)—S(w+v)|

= C(r, r)llullo = ollul.
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Lemma 8.2. Fiir gegebene r=0 und r_=0 gibt es o(r,r_)EN, derart, daf$
mit a=a(r,r_) gilt:
(i) Die Einschrinkung von F,, auf B_,(r_) ist eine bijektive Abbildung

Fy:B_,(r-) = B_,(r_/2)
fiir jedes we€B(r);
(ii) Fiir alle w,z€B(r) und alle u, v€B_, (r_) ist

lu—vl = C(r, ro)|w—zllo+ 2| F, (u) — F,(v)].
Beweis. A. Unter Anwendung von Lemma 8.1 wahlen wir
a(r,r_) =a(r, r_, 1/2).
Die Injektivitit der Abbildung F,, ergibt sich jetzt aus der Abschitzung
I, W) — F, )] = llu—vll +]K,, ) —K, ®)
=G/ )u—vl.
Um die Surjektivitdt zu zeigen, sei x€B_,(r_/2) gegeben. Hat die Gleichung
x=F,(uw) =u+K,(u)

eine Losung u€B_,(r_), so ist
u=x—K,(u),

d. h., u ist ein Fixpunkt der Abbildung

x—K,: x+B_,(r_[2) > x+B_,(r_/2).
Fir diese Abbildung gilt

I(x—K,) (@) —(x—=K,) ()] = (1/2)u—v],

so daB sie kontrahierend ist und folglich, in der Tat, einen Fixpunkt besitzt. Also
existiert u,€x+B_,(r_) mit
(x—K,,)(uo) = uy

X = u0+Kw(u0) = Fw(“O)‘

oder

B. Mit Hilfe von Lemma 8.1 erhilt man
lu—vll = | F,W)—F,@Il+K,u)—K, @)
= ||F,(w)— F, @) +(1/2)u—vl,
woraus folgt
lu—vll =2[|F,(w)—F, )

= 2||F, (u)— F, ()| +2|F,,(v)— F,(0)].
Da jetzt
IF, (@)= F, )] = || L3 P_,(S(w+1)— S(z+0) —(S(w) — S(2)))|

=C(r,ro)lw—z|,
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ist, so haben wir
lu—vl = C(r, ro)llw—zlo+2[|F, () — F,(v)].

Bemerkung 8.3. Geniigt die Abbildung S: H—II der gleichmiBigen Lip-
schitzbedingung
IHS(U)—‘S(U)IH = C|IU"'UI|0, u, UEH,

so existiert o’ € N, derart, daBl mit a=o’ gilt:
(i) Fir jedes wecH ist
F,: N ,—~ N,
eine bijektive Abbildung;
(ii) Es besteht die Ungleichung

llu—vl = Cllw—zllo+2||F, (1) — F, (V)]

fir alle w,z€H und alle u, veN_,.

Wie man analog zum Beweis von Lemma 8.1 einsehen kann, gibt es nidmlich
x(0)€N; so0,daB die Abschiatzungen (8.2) und (8.3) fiir jedes a=w«(6) und fiir alle
wéeH und alle u, véAN_, gelten. Setzt man nun o := a(1/2), so erhilt man die
Behauptungen wie diejenigen von Lemma 8.2.

8.2.2. Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 6.5.
A. Essei a(r,r_)EN, wie in Lemma 8.2. Mit a=a(r, r_) gilt also

lu—vll = C(r, ro)|w—zllo+ 21| F,, () — F.(0)]l.

Wegen der Identitét
F,(w)—F,(v) = L1 P_(T(W+u)—T(z+v))
—LZP_,L(w—2)—LZ}P_,(S(W)—S(2))
folgt daraus
lu—vll = C(r, ro)llw—2zll+ Co C(llwlo, Izl o) W — 2zl
+2C|IP- TWH+u)y—P_,T(z+v)]||
=C(r,r)lw—z|+ CllP-, T(W+u)—P_,T(z+v)|||.
B. Die Behauptung (ii) ergibt sich aus den Ungleichungen
lu—v] = CNITW)—=T I = C(r, r-)lu—vl,

die aufgrund von (i) und Definition 4.1 fir alle u, véw+B_,(r_) bestehen.
C. Wir wollen nun Behauptung (iii) beweisen. Mit h€P_,(Z_,(0))=2_,(0)
hat man dann wegen Lemma 6.3

ILZ3h] = Coll[h]l] = Coo =r_)2

fir o=r_/(2C,), und somit
L-1he B_,(r_J2).
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Nach Lemma 8.2 existiert deshalb u€B_,(r_) mit

Lzih = LZP_,(T(w+u)—T(w)).
Folglich ist
he P_ (T(w+B_,(r_))—T(w)).
Es gilt also

P_(Z_,(0) C P_(T(Ww+B_,(r-))—T(w))
und damit auch

P_(TW+Z_,(0)) € P_, T (w+B_,(r)).

8.3. Beweis von Folgerung 6.6. Es sei weB(r). Fir r_=>0 hat man dann
nach Satz 6.5
P_(T(W)+Z_,(2) < P_,T(w+B_,(r_)

fir ¢'=r_/2Cy) und a=a(r,r_). Nun gilt
Z_ (0 cTW+Z_,(2)
fir hinreichend groBes ¢’, oder genauer gesagt, fir ¢ =o+||[P_,T(w)|]|, wobei
IP-o TWIII = (ILI+C (@) Iwl +[lS )]
ist. Also, wenn man jetzt

r-(e,1) = 2Cy(@+(IL] + C)r+[SO)Il)

wiahlt, so erhilt man
P““(Z—a(g)) C P_z T(w +B_a(r_))

fir alle r_=r_(o,r) und alle a=u(g,r, r_).

Beweis von Bemerkung 6.7. Wihlen wir «’¢ N, gemiB Bemerkung 8.3, so er-
geben sich die Behauptungen aus Bemerkung 8.3 in der dem Beweis von Satz 6.5
in 8.2.2 dhnlichen Weise.

8.4. Beweis von Lemma 7.1.
A. Zuerst erhilt man

D, (w, h)—®,(z, &) = |J(T(u_ (W) —h)—J(T(u_,,.(g)—g)
= ||| T(u—py () =T (u_,, . ()| +lIlh—g]I|.

U_y W(h)=w4u, ucB_,(r.),

Schreibt man jetzt

u—a,z(g) =z+v, UEB—a(r—)’
so gilt
P_,T(w+u)=P_,h,

P_,T(z+v) = P_,g,
und damit nach Satz 6.5

lu—vl = C(r,r)w—zl+C||P-,h—P_,g]||.
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Daraus folgt
D, (W, 1) — D, (z, @) = [|lh—gll[ +[IL(w—2)+ Lu—0)[||+[[[S(W+u)— S(z+ )
= [[[h—gll|+IILI (Iw—zll +]lu —ol))
+C(r, ro)(lw—zllo+llu—vllo)
= [[[h—gll|+C@r, r)w—zll+ C(r, r_)|u—v]|
= C(r,ro)(Iw—zl +l|h—gllD-

B. Aus Satz 6.5 ergibt sich, daB die Einschrinkung von P_, auf T(w-+B_,(r.))
ein Homéomorphismus ist. Wie man leicht einsieht, gilt

Z,(0) € T(w+B_,(r_).

Daher ist die Einschrinkung von P_, auf &, (¢) und folglich auch auf %, ,(e)
ein Hom6omorphismus, weil man

'Spu,w(g) = ‘Spw(g)_']_llu
hat. Es gilt ndmlich
¢a(w’ h+g) = ¢a(W, h)_']g

fir g€ L(A._,)*. Hieraus folgt auch

P_(%,(0) = Z_,(0).

Beweis von Bemerkung 7.2. Die Behauptungen lassen sich aus Bemerkung 6.7
und aus 7.1 analog zum vorigen Beweis von Lemma 7.1 schlieBen.

II1. Eliptische fastlineare gemischte Randwertaufgaben
9. Elliptische lineare gemischte Randwertaufgaben

9.1. Der lineare Teil der Aufgabe (& bd) bildet eine lineare gemischte Rand-
wertaufgabe, und zwar die Aufgabe

Au= 2 a,(x)D’u=f
.1 pi=2m
Bfru= 2 bi(x)ypDPu=gt, j=0,..,m—1
+

Ipl=m3

Wir bezeichnen die den Hauptteilen der Operatoren A4 und BjF entsprechen-
den (charakteristischen) Polynome mit A,(x, &) und Bjio(x, &), also gilt fir £€ R?
Ao(x, &) = !2 a,(x)&?,
p

=2m

Bi(x. )= 3 b(x)en

Ipl=m;
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Die Eigenschaften ,,4 echt elliptisch* und ,,Randoperatoren iiberdecken A,
mit denen die Randwertaufgabe bei stetigen Randbedingungen elliptisch heif3t, defi-
niert man wie folgt:

(I) Der Operator A4 heiBt echt elliptisch, falls es gilt:

(i) Das Polynom A,(x, &) geniigt der Bezichung

Ao(x > é) # 0

fiir alle ¢€0 aus R? und alle x€ Q;

(i) Gegeben seien x¢ @ und zwei linear unabhidngige Vektoren p,v€R2
Dann besitzt das Polynom Ag(x, u+zv) der komplexen Variablen z genau m
Nullstellen z;, ...,z mit Im z}=>0.

(ID Das System {Bf} iiberdeckt den Operator A auf Iy, falls es gilt:
Gegeben seien x¢ ', und zwei Vektoren p, v€ R%, p>0 tangential und v#=0
normal zu I' im Punkt x. Dann sind die Polynome

BJ%(x,M+ZV)’ j=07---> m—l,

der komplexen Variablen z linear unabhidngig modulo des Polynoms

kﬁ: (z—2 (x5 1, v))s
wobei z (x; u, v), k=1, ..., m, die Nullstellen von A,(x, u+2v) mit positivem
Imaginirteil sind.
9.2. Es bezeichne II°(Q)=II°(Q; m, mf) den durch
1(Q) := H~™(Q)X iHJ Hs=mi =12(T )

erkldrten Hilbertraum mit dem Skalafprodukt ((+]+))s, o und der entsprechenden
Norm HI * Hls,ﬂa

A1, @ = 13- 2m, o+ ;I!gfllf-mjr_m,ri, h = (f, gf)e II*(Q).
s J

Setzen wir weiter
Lo = (Au, Bfu), u€H*(Q),

so erhalten wir einen linearen Operator
L, = L(D)€ Z(H*(Q); II'(Q)).

9.3. Essei so:=max uf+1/2, wobei uf die,,normale Ordnung des Opera-
tors Bji bezeichnet. Dann gilt (man siehe J. Peetre [13])

Satz 9.1. Die Bedingungen (I) und (II) seien erfiillt. Dann existieren reelle
Zahlen oy, ..., 0, (1=2m) derart, dafy die Koerzitivititsungleichung

lulls,e = C(lllLsullls, 0+ lulls-1,0), u€ H*(2),
fiir alle s=>s, mit szo,mod1 (k=1,...,1) besteht.
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9.4. Eine reelle Zahl s heiBe zuldssig, falls sie den Bedingungen in Satz 9.1
geniigt, d. h., falls s>s5, und s#o,mod1 (k=1,...,7) gilt.
Aufgrund der Sitze 6.2 und 9.1 erhalten wir

Satz 9.2. Es seien die Voraussetzungen von Satz 9.1 erfiillt und s€ R zuldssig.
Fiir den Operator
L,: H(Q) > II°(Q)
gilt dann:
() a(Ly) = dim N (L) < oo
(i) (L) ist abgeschlossen in IT°(Q).
Ferner gilt (man siehe J. Peetre [14])

Satz 9.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 9.1 hat R (L) fiir zuldssiges
s einen endlichen Defekt,
B(Ly) = codim Z(Ly) < oo.

Bemerkt sei, daB dies Ergebnis nicht im Falle n=2 gilt.

10. Die Fastlinearitit des Operators T, = T (D)

10.1. Um die Gleichungen (2.1) im Rahmen von II zu betrachten, definieren
wir die Abbildung
T, =Ty(D) : H*(Q) ~ IT*(2)

durch
T,(u) := Lau+S,(u), ucH(Q),
wobei
S, = S,(D) : H(Q) ~ II°(Q)
die durch

Sy(u) := (o (u), B (), ucH(Q),
erkliarte Abbildung ist. Hierbei sei angenommen, daBl s =2m ist.
10.2. Zuerst haben wir

Lemma 10.1. Die Hilbertriume H*(Q) und H*"'(Q) bilden ein Raumpaar
[H*(Q), H Q)] :
Es gilt ndmlich (vgl. [9], S. 99)

Satz 10.2. Der Hilbertraum H*®(Q) ist separabel, und die Einbettung H*(Q)—~
H*=*(Q) ist kompakt fiir jedes &=0.

10.3. Nun beweisen wir
Satz 10.3. Die Abbildung
T, =T,(D) : H(Q) ~ II*(Q)
ist fastlinear beziiglich des Raumpaars [H*(Q), H*"*(Q)] fir s>2m+1.
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10.3.1. Im Beweis benétigen wir einen Hilfssatz, den wir zundchst formulieren.

Essei k¢N,. DieSobolevraume H*(Q; C*¥) und H*(I'; C*) von C*-wertigen,
in Q bzw. auf I' erkldrten Funktionen lassen sich dhnlich wie die Rdume H*(Q)=
=H*(Q;C) bzw. H*(I')=H*(I'; C) definieren. Wir bezeichnen die Norm von
HY(Q;CY mit |-, 0

k
(10.1) U3 o,k = _21 lul?2o, U= (uy, ..., u)€ H(Q; C),
und die Norm von H*(I'; C*) mit || r.x»
k
(10.2) U3 rx = ;1' lud2r, U=(uy,...,u)e H(I; C*).
Wir lassen k aus Indizes der Normen weg, wenn dies keine Unklarheit verursacht.
Es gilt jetzt
Lemma 10.4. Es seien
a: QxCt-~cC
und
b: I'XCk—~C

glatte Funktionen, wobei k€ N, ist. Dann hat man:
a) Ist s=1, so gilt

la(x, U)—a(x, Vlls,0 = CUUls, 0,6 V50,0 IU=V 5,0,k

fiir alle U,V € H(Q; C".
b) Ist s=>1/2, so gilt

16Cx, Uy=b(x, V)lls,r = CUIUIls, r,xs IV lls, r, ) NU =V lls, 1,
fiir alle U,V ¢ H(T'; CY.

Der Beweis des Lemmas benutzt die Banachalgebra-Eigenschaft des Raumes
H*(Q), s=1, bzw. H*(I'), s=>1/2, sowie den Zusammenhang der Sobolevnormen
und der Besovnormen. (Wegen des Beweises siehe man Babin [2], S. 446—450, und
vergleiche auch Adams [1], S. 208—214, 223—225, Lions—Magenes [9], S. 52,
Nikol’skii [11], S. 159—162; das Resultat auf I' erhdlt man durch Lokalisierung,

vgl. [15])
10.3.2. Beweis von Satz 10.3. Wegen
Le 2(H*(Q); IT'()
geniigt es zu zeigen, daB die Ungleichung
(10.3) [18s@) = S;W)llls,2 = Clltlls-1, 05 [10]5-1,0) 4 —Vlls-1,0
fiir alle u, v€ H°(Q) besteht.
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Aus Definitionen folgt zuerst

(104) |||Ss(u)_Ss(U)IH§,Q = Ha(x9 a2m-—1(u))—'a(x7 aZm—l(v))H?—2m,!2
+§ Hb,i (x, Yo 3m}?—‘ —1(“))—17}r (x, )’oan.l?:—l(v))”?-m} -1/2,T "

sJ -

Aufgrund von Lemma 10.4 erhélt man hier
Ia = Ha(xa a2m-—1(u))_a(-x! a2m—1(v))Hs—2m,Q
= C(“aZm—l(u)“s—Zm,Qa “aZm—l(U)“s—Zm,Q)“32m—1(u)_aZm—l(U)”s—Zm,Q’

wobei wegen (10.1) beispielweise

”32m—1(u)ng—2m,9 :I ' ; L “Dp””?—zm,sz = C”“”?-l,n

pl=2m—
gilt (vgl. [9], S. 44). Folglich ist
[a = C(”“Hs—l,ﬂa ”U”s—l,ﬂ)”u—v”s—l,ﬂ'

Im zweiten Glied der rechten Seite von (10.4) erhilt man mit Hilfe von Lemma 10.4
entsprechend (vgl. auch [15])

Iy = ||b5 (%, 70 Oz 1)) = b5 (%, 9o Ot 1 (O))|fs—mit —172, 1
= Hb;—' (x, 7’03m;—‘—1(“))—bji (%, %o am,f—“-l(“))lis—m,i—l/z,r
= C(190 O 2 @l mt 172,12 1700 1 Ol sm 1/2.1)
X170 Omt —1 () =0 Ot 1 (Os—m ¥ — /2, r-
Hierbei gilt nach (10.2) und Spurtheoremen (vgl. [9], S. 41—42)

”7’03m?—‘—1(u)“§—mi—1/2,r = 2> ”Vonu”?-m?i—l/z,r
J J J

+_
1p[§m}. 1

=C 2 |D*uli .t g
Ipl=m¥ -1 J
= Cllulli_y,0-
Man hat also
I, = C(llulls—1,0, I0lls—1, Dt —vl5—1, 0,

was den Beweis von (10.3) und dann auch den Beweis des Satzes vollendet.

Bemerkt sei, daB wir oben die Glattheit von b7 beziiglich x auf I' benutz-
ten, und zwar im ersten Schritt der Abschiatzung von I,. Setzt man dies jedoch
nur auf I', woraus, so muB man die Sobolevraume H*(I',;C*) einfithren und
eine der letzteren Ungleichung von Lemma 10.4 entsprechende Abschitzung nach-
weisen (am einfachsten mit Hilfe der genannten Ungleichung; vgl. [15]).

Bemerkung 10.5. Man nehme an, daf die den Operatoren <« und 93;.5 zZu-
gehérigen Funktionen gleichmdpfig den Abschitzungen von Lemma 10.4 geniigen (wie
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ist der Fall, wenn
Ia(xa Zl)_a(x9 Z2)| = ClZl—Zzl,

iji (x, 21)—b1:'t(xa zy)| = C[Z1"Zzl

gilt). Dann besteht die Ungleichung
I”SS(u)_Ss(D)l”s,Q = C”u—v”s—l,ﬂa
und Satz 10.3 gilt fiir alle s=2m.

11. Elliptische fastlineare gemischte Randwertaufgabe (F bd)

11.1. Wir werden nun Aufgabe (¥) auf das Losen der Aufgabe (& bd) anwen-
den. Zu diesem Zweck nehmen wir als die zugrundeliegenden Hilbertriume H,
H, und II die Sobolevriume H*(Q), H* '(Q) bzw. II*(2) an, und benutzen
hiernach auch Bezeichnungen von II sachgemi3 modifiziert.

Speziell sei also (e,)CH°(Q) eine orthonormale Basis von H*(Q) mit

N(Ly) = [eniza
und () <I*(Q), n=(¢4, 1//kij), eine orthonormale Basis von II°(Q2) mit
LA )+ = Indfzr,  Be=o—x,
wobei a,=a(L,), B,=F(L,) und x,=x(L,) ist.
11.2. Als Zusammenfassung der Ergebnisse von §§ 9 und 10 haben wir zuerst

Satz 11.1. Sind die Bedingungen (I) und (Il) erfiillt und ist s=2m+1 zuldssig,

so ist der Operator
T, =T,(D): H(Q) - II°(Q)

eine elliptische fastlineare Abbildung beziiglich des Raumpaars [H*(Q), H*~'(Q)].

Wir kénnen also Aufgabe (&) anwenden und erhalten dadurch die folgende
Losung fiir Aufgabe (% bd):

Satz 11.2. Die Bedingungen (I) und (I1I) seien erfiillt und die reelle Zahl
s=>2m+1 sei zuldssig. Weiter seien ¢=0 und r=0 gegeben.

Dann existieren r_(g,r)=0 und oo, r,r_)E N, derart, daf fiir r_=r_(g, r)
und a=ale,r,r_.) gilt:

Aufgabe (F bd) ist korrekt gestellt fiir die Schar der Mengenpaare

() CIF(Q), w+B_,(r.) c H*(Q), weB,(r)c H(Q),
mit '
%) = {h€ Z_,(0)| D, (w, h) = 0};
dies bedeutet:
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Die Aufgabe
T, (u)=h
(11.1) { Ot =
mit gegebenen h¢ Z_,(0) und we B,(r) geniigt den Aussagen:
(i) Aufgabe (11.1) besitzt eine Losung u€ B,(r)+B_,(r-) genau dann, wenn
®,(w, h)=0 ist;
(i) Die Losung u€ B,(r)+B_,(r-) der Aufgabe (11.1) ist eindeutig bestimmt;
(iii) Es besteht die Ungleichung
lu—vls,0 = ClIT;@)—T;@lls, 0+ C(r, r)IQat — Qo vlls, 0
fiir alle u,v€ B,(r)+B_,(r-),
oder mit Hilfe der orthonormalen Basen ausgedriickt:
Fiir die Aufgabe
, T(u)=h
(L) {(u]ek),=lk, k=1,..,«a
mit gegebenen h¢ Z_,(0) und A=(Ay, ..., A)EC%, |A|=r, gilt:
(i) Es gibt eine Losung u€ B,(r)+B_,(r-) fir (11.1') genau dann, wenn die
Beziehungen

((Ts(u—a,l‘lw(h))[nk))s,ﬂ = ((hlnk))s,!)’ k= 1, ceey X,
erfillt sind;

(ii’) Die Lisung u€ B,(r)+B_,(r.) von (11.1’) ist eindeutig bestimmt;
(iii’) Fir alle u, v€ B,(r)+B_,(r-) gilt
lu—vl,0 = ClITw)—T,®)|lls o+ C(r, r-)lA—ul
mit A=JQ,u und p=JQ,v.
Aufgrund der Bemerkungen 7.5 und 10.5 erhalten wir noch

Bemerkung 11.3. Wenn die Bedingungen (I) und (II) erfiillt sind und s=2m
zuliissig ist, so ist Aufgabe (¥ bd) im Falle von Bemerkung 10.5 korrekt gestellt fiir
die Schar der Mengenpaare

Py CII5(Q), w+No,C HY(Q), WENA,

fiir alle a=a’, wobei o'€ N, nach Bemerkung 6.7 gewdhlt ist. (Beispiele fiir diese
Situation kann man mit Hilfe der Beispiele von Peetre [13], S. 349, und Babin [2],
S. 441—442, konstruieren.)

12. Erginzende Bemerkung

Die natiirliche Frage nach Verallgemeinerungen sei noch kurz behandelt werden.

12.1. Der Fall ,, H*?(Q) . Anstatt der oben zugrundegelegten R&ume
H(Q)=H>*(Q) und IIF(Q)=I1"%(Q) seien die Sobolevschen Banachriume
H*>?(Q) und II®?(Q) betrachtet. Dann gelten den in § 9 erreichten entsprechende
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Ergebnisse fiir zuldssige s=2m mit sz1/p,2/pmod1 fiir p#2 (man siche
E. Shamir [16]).

Ist ein solches s eine ganze Zahl, so lassen sich die vorigen Resultate ohne
wesentliche Schwierigkeiten fiir die Rdume H®?(Q) und II®7(Q) verallgemeinern.
Der Raum H*?(Q) besitzt ndmlich dann eine (Schaudersche) Basis (vgl. [3]), und
ist kompakt in H*"“?(Q) eingebettet (vgl. [1], S. 144). Infolge der Tatsache, daB
eine Basis reflexiven Banachraumes zusammenschrumpfend ist (vgl. [10], [17],
S. 278—279), bilden die Ridume H*?(Q) und H* '?(Q) also ein zuldssiges
Raumpaar im Sinne von Babin [2] (vgl. 8.1).

Versucht man diese, als natiirlich scheinende, Behandlungsweise auf den Fall
s¢ N anzuwenden, so st6Bt man jedoch auf zwei, soweit der Verfasser wei3, noch
ungelste Fragen, und zwar, erstens auf die Frage nach der Kompaktheit der
H*?(Q)-Einbettungen (vgl. jedoch Shamir [16]) und zweitens auf diejenige nach der
Existenz einer Basis im Raum H*®?(Q).

12.2. Der Fall ,,Quasilinear. Die im Sinne von Babin [2] quasilinearen, ge-
mischten Randwertaufgaben mit parametrisch Fredholmschem Operator sind (im
allgemeinen) nicht elliptisch.

Als Beispiel betrachten wir fiir s=2 die Abbildung

T,: HY(R%) ~ IP(R%) = HS2(RL) X HS 32 (R )X H*—3~R_),
T,(u) := (Au, B*(u)u, B~ u),

wobei 4 der Operator
A := D:+ D2

ist und die Randoperatoren B* und B~ durch
i d
B*(v): = cos (‘i‘ ”)’ov||s—3/2,R+] YOE

tsin (2 lovl-gnr, | o bei festem ve HS(RS),

bzw. durch

d
B~ = ?oa_y‘

erklart sind; hierbei bezeichnen p, v, y drei Vektoren in R2, und zwar sei

1 1 1 1
=|l-—, =1, V=17 —=1I =(0,1).
=7 7) (57 =0
Nun ist die Abbildung 7, im Sinne von Babin [2] quasilinear beziiglich des
Raumpaars [H*(R%), H*"'(R%)] (vgl. Definition 4.1). Es gilt nimlich die Lipschitz-
bedingung

|(B*(@)—B*(W))ul|s—s2,r, = Clo—wls—r,r2 lullsr2, u,v,we H(R%),
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(sogar mit einer von v und w unabhingigen Konstanten C) woraus die Quasi-
linearitdt von T, sich folgern 14Bt.

Die Abbildung 7, ist jedoch nicht elliptisch beziiglich des Raumpaars
[H*(R%), H'(R%)]. In der Tat, bei festgelegtem v€H*(R%) findet man (vgl.
Peetre [13]), daB s=2 mit

1

1
s = Z——E ”'}’0”“.9—3/2,R+ mod 1

ein exzeptioneller Wert, d. h. nicht zuldssig ist.
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