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DEREN ERSTE ABLEITUNG
BESCHRANKTES ARGUMENT HAT

K. DOPPEL

Herrn Professor Dr. Rolf Nevanlinna in Verehrung gewidmet

1. Einleitung. Bekanntlich kann eine Schwarz—Christoffelsche Funktion f(z),
die den Einheitskreis |z|<1 auf das Innere eines n-Ecks mit den AuBenwinkeln
u,m abbildet, vermoge der Sprungfunktion

y(9) = HaTe
0=

9,=9

n

als ein Lebesgue—Stieltjes Integral

) logf'(2) = —— [ log(1—e=%2) dy (9)

geschrieben werden. E. Study hat in seiner Monographie [14] gezeigt, daB die For-
mel (1) genau dann eine konforme Abbildung f(z) des Einheitskreises |z|<1 auf
ein konvexes Gebiet vermittelt, wenn ¥ (3) eine auf dem Intervall 0=9=2n
monotone Funktion darstellt. Die gleichzeitig gestellte Frage, welche konformen
Abbildungen des Einheitskreises die Formel (1) erkldrt, wenn (9) eine beliebige
Funktion beschrinkter Totalvariation ist, blieb zunichst offen.

V. Paatero hat in [9] dieses Problem gelost und gezeigt, daB die gemaB (1) defi-
nierten Funktionen dann dadurch charakterisiert sind, daB der Rand des Bildgebiets
von beschrinkter Drehung ist. Der dabei eingehende Begriff der Randdrehung
eines Gebietes, die beim Vorhandensein einer stetig verdnderlichen Randtangente ein-
fach durch die Gesamtvariation des Richtungswinkels der Randtangente und andern-
falls durch einen geeigneten GrenzprozeB zu definieren ist, wurde wohl erstmals
von K. Léwner erwdhnt [7], ohne freilich auf den Zusammenhang mit der entspre-
chenden Abbildungsfunktion einzugehen.

Der Beweis von Study stiitzt sich wesentlich auf die Schwarz—Christoffelsche
Formel, indem konvexe Gebiete durch solche mit Polygonen als Randkurven approxi-
miert werden; beim Beweis von Paatero werden aber die konformen Abbildungen
des Einheitskreises auf Gebiete mit beschridnkter Randdrehung direkt untersucht.
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Zunidchst wird bewiesen, daBl fiir jede analytische Funktion f(z), die |z|<1 auf
ein Gebiet mit beschrinkter Randdrehung o abbildet, gilt:

Re (1 +reft ;g::)) ] dt

21

) @ = lim

AnschlieBend wird die Schwarzsche Formel erweitert und gezeigt, daBl nun anderer-
seits diein |z|<1 analytische Funktion 14zf”(z)/f’(z) durch ein Poisson—Stieltjes-
sches Integral

2n

1 i3
3) 14z f,g; =%Of ———zm-’_-jdt//(S)+iImf(O) (zl<1)
dargestellt werden kann, wo ¥ (3) eine auf dem Intervall 0=9=2n reellwertige
Funktion mit der Totalvariation o ist. Aus der Formel (3) wird schlieBlich die
Lebesgue—Stieltjessche Integraldarstellung (1) gefolgert. Zur Vollstdndigkeit sei
bemerkt, daB solche Erweiterungen der Schwarzschen Formel von mehreren Autoren
gegeben worden sind; vergleiche dazu im Fall von positiv harmonischen Funktionen
G. Herglotz [4] und C. Carathéodory [3], von harmonischen Funktionen A. Plessner
[11] und im Falle von analytischen Funktionen R. Nevanlinna [8].

Bei den Untersuchungen der Klasse der Funktionen mit beschridnkter Rand-
drehung hat sich die obige Integraldarstellung als niitzlich erwiesen; man vergleiche
dazu V. Paatero [10], O. Lehto [6], D. A. Brannan [2] und G. Schober [13].

Nun existieren aber meines Wissens keine Untersuchungen dariiber, ob sich
die Klasse der durch das obige Lebesgue—Stieltjessche Integral darstellbaren Funk-
tionen erweitern 146t. Dies ist aber naheliegend, falls man von der Tatsache ausgeht,
daB zur Existenz des obigen Lebesgue—Stieltjesschen Integrals die beschriankte
Totalvariation von ¥ (3) hinreichend aber nicht notwendig ist. Zunichst kann
auf Grund des Fatouschen Satzes die Funktion (3) ndher charakterisiert werden.
Nach (3) gilt ndmlich

@) u(z) = Re [1+z ;8] - %jﬂRe [gt—j iy (9).

Da ¥ (¥ von beschriankter Totalvariation ist, folgt (vergleiche etwa [12], S. 46),

daB die radialen Grenzwerte der Funktion wu(z) fast {iberall existieren und dort

mit den Werten der Ableitung ’($) ibereinstimmen, d. h. fiir fast alle 3, 0=9

=2, gilt

ia f ”("em)
[/ (re®)

) lim Re [1 +re ] =y'(9).

Wegen
s f”(rew) )

0 i



Uber lokal schlichte Funktionen, deren erste Ableitung beschridnktes Argument hat 319

folgt aber dann auch, daB die radialen Grenzwerte von arg f”(re’®) fast iiberall
existieren. Nach (5) gilt daher bei beliebigem reellem ¢ fiir fast alle 8, 0=9=2nr,

lim arg f’(re®®) = Y (9)+8 +c.

Somit besitzt eine analytische Funktion f(z), die den Einheitskreis |z|<1 auf
ein Gebiet von beschriankter Randdrehung abbildet, die Darstellung

(6) logf'(2) = —-}t- f log (1 —e~z) d (arg f' () — 9)
mit

@ = fx|d(argf’(e‘3)—.9)|.

Ausgehend von diesem Sachverhalt ist nun naheliegend, den Darstellungssatz von
Paatero auf die Klasse der im Einheitskreis |z|<1 analytischen Funktionen f(z)
mit f’(z)#0 und sup |argf’(z)]<e fiir |z|]<1 zu verallgemeinern; freilich ist
dann die Funktion ¥ ($) nicht mehr von beschrinkter Totalvariation, sondern eine
passende summierbare Funktion aus L<[0,2n]. Der im folgenden angegebene
Beweis zeigt wieder, daB diese summierbaren Funktionen durch die radialen Grenz-
werte von arg f”(re'®) fiir fast alle 3 bestimmt sind. Im AnschluB daran werden mit
Hilfe der gefundenen Integraldarstellung fiir die betrachteten Funktionen einige
Eigenschaften aufgezeigt, die auch im Zusammenhang mit Resultaten von H. Hor-
nich [5] stehen.

2. Die Klasse H, und ein Darstellungssatz. Sei H, die Menge der im offe-
nen Einheitskreis |z|<1 analytischen Funktionen f(z)=z+a,2%+..., die dort
lokal schlicht sind (f7(z)0) und fiir die dort sup |argf’(z)|=nx gilt. Fir die
Klasse H, gilt folgender Darstellungssatz:

Satz 1. Jede Funktion f(z) aus H, kann mit Hilfe eines Lebesgue— Stieltjes-
schen Integrals (1) dargestellt werden, d. h. es_gilt

@) logf'(z) =— [ log(1—e"®2)dy(9) (2l <1)

wobei W (9) eine Funktion aus L™[0,2n] ist, die fiir fast alle 8 durch die radialen
Grenzwerte von arg f’(z) bestimmt ist und fiir die gilt

2
®) S v®)d9 =0 und [l =esssup|y(9)| =x

Umgekehrt stellt fiir eine solche Funktion (3) das Integral (7) eine Funktion aus
H, dar.
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Beweis. Falls f(z) eine Funktion aus H, ist, so ist logf/(z)=u(z)+iv(z)
eine im Einheitskreis |z|<1 analytische Funktion mit dort beschrinktem Imaginir-
teil v(z). Fiir 0=r<1 bilden die Funktionen

3
V,(9) = [ v(re) dt

0

eine gleichgradig absolut stetige Funktionenfamilie. Nach einem Satz von Evans
und Bray (vergleiche [12], S. 43) besitzt v(z) eine Poisson—Lebesguesche Integral-
darstellung der Gestalt:

2n 18
©) 0(2) = [ Re[S L2 2w @as (2l <.
27r0

Nach dem Satz von Fatou (vergleiche [12], S. 45) ist ¢~ (9) fiir fast alle 9 durch
die radialen Grenzwerte von v(z) bestimmt; d. h. fir fast alle 9, 0=9=2n, gilt

(10 11_{111 v(re'®) = 1111;1 arg f'(re’) = ¢~ (9).

Alsoist Y (9) als Grenzfunktion einer fast iiberall konvergenten Folge von stetigen
Funktionen meBbar und wegen |v(z)|=nx» fiir |z]<1 sogar wesentlich beschrinkt
und stellt somit eine auf dem Intervall 0=9=2n summierbare Funktion dar, fiir
die wegen der Voraussetzung f’(0)=1 nach (9) gilt
2n
[ ¥ ®as=o.
0

Weiter folgt aus (9)

sup [0(2)] = 1V 5 f Re (%522 ds = 1y

und daraus wegen (10)
¥ |l = sup |v(2)] = nx.

|z]<1
Andererseits stellt das Integral
an L[Sy @as (2=
5 f Tty /

eine im offenen Finheitskreis |z|<1 analytische Funktion dar, die fir z=0 ver-
schwindet; weil der Imaginirteil von (11) fir |z|<1 mit (9) iibereinstimmt, folgt
fiir eine beliebige Funktion f(z) aus H,

ST
(12 log /() =5 [ S @ds (2l =<1)
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und weiter

O R —1 _
03 LG=7[ @y @n-2[v ®d(m) =,

Nach partieller Integration gilt

” o is
L8 L[ = ® (=D
und mit Y@=y~ (9)/n

2n

4 (logf' ) = f L log(1—e* 0dy (@ (2l < 1)

Hieraus folgt schlieBlich die Behauptung (7). Ist umgekehrt ¥ (9) gemiB (8) gegeben,
so wird zunéchst durch

2n
(14) logf'(2) = —— [ log(1—e=#2)d(®) (2l <1
0

eine in |z|<1 analytische Funktion f(z) mit f’(0)=1 und f(0)=0 definiert,
die fiir |z|]<1 lokal schlicht ist. Weil aus (14) mittels partieller Integration wieder
(12) folgt, gilt

etz

v(z) = Imlogf’'(z) = —21? j Re (e—) vV (®dy  (z] < D).

i% z

Daraus ergibt sich nun sup |v(z)|=nx fiir |z|<1, d.h. die Funktion f(z) liegt
in H,, womit der Satz bewiesen ist.

3. Abschitzungen der Funktionen aus H, und ihrer Ableitungen. Wir beweisen

Satz 2. Fiir jede Funktion f(z) aus H, gelten folgende Abschiitzungen:

(s @I = 3 —rbild (<D,
1'—|Z] 2x< , _ 1+|Z| 2x

(16) (&) = ro=(EE) -

an @l =) <

In Abschiitzung (15) sind die Zahlen

(18) b, =k§, (n?._xk] (2%—}1—(k—1]

unabhdngig von f(z).
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Beweis. Zunichst erhalten wir aus (7)

2 2
(19) log|f'()| =~ [ log|l—e®z|dy(9) = [ Y(9dlog|l—e"z] (2] <1).

Wir setzen (bei festem z=re", 0=r<l1, 0=t<2n) h(9)=log|l—e *z|, 9€ER,
und schétzen das Lebesgue—Stieltjessche Integral

S v (®dn®)

nach oben und unten ab. Indem wir ¥ (&) periodisch auf R fortsetzen, gilt

t+2n

S ¥©®dr® = [ ¥ ($)dn®)
und ’ t

>0 fir 0<9—t<n,

d
O

Dann ist A()=h,(}) —h,(3), wobei die Funktionen

<0 fir n < 3%—1t < 2n.

h() fir t<9 <t+n
h (9 ={ .

0 fir t+7n =9 =1t+2n
(s { fir t=9=t+n
2(9) = —h(9) fir t+n1 <8 <t+2n

auf R periodisch und im Intervall /=9=¢42n monoton wachsend sind. Nach
(8) ist |¥|.,=» und daher gilt

t+2n t+n

(20) [ v®dn®=x [ dh©)

t
= x(log|l+e "z|—log|l —e~¥z])

1+ |z
ST

Analog gilt

t+2n t+2n

1) — [ v®dh®=x [ dh(®)

t t+r

= x(—log|l—e~"z|+log |l +e ¥z|)

1+|z|
1—|z|”

Nach (19)—(21) ergibt sich die Abschitzung nach oben

= xlog

1+ |z

22) log |f’(z)| = 2xlog =)z

(Iz] < 1).
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Auf gleiche Weise schétzt man nach unten ab

2n 2n
(23) log |f'(2)| =—x [ dhy(9)+x [ dhy(9)
0 )
1—e" iz
= 2xlog m
1—|z|
= 2xlog1_‘_lzl .

Also gilt die Behauptung (16).
Aus (16) folgert man

Iz| H 2
r@1= [ 1@l = [ ({5E) 4= =<,

Wennman den Integranden des rechten Integrals nach Potenzen von |z| entwickelt
und gliedweise integriert sowie

(2] = 2 bkt

beriicksichtigt, ergibt sich Abschitzung (15).
Andererseits folgt aus (13) mit Y ($)=y~ (9)/=n

2 is
r@=ir@ [ v ®ds (<D

sowie \
7@ = 1@l [ T 49 = I DI

GemaB (16) gilt schlieBlich die Behauptung (17).

4. Extremalfunktionen aus H,. Es erhebt sich die Frage, fiir welche Funktionen
die obigen Abschétzungen scharf sind. Aus (20) und (21) geht hervor, daB in (22)
fir ein z mit argz=¢ genau dann das Gleichheitszeichen steht, wenn

9 { » fur t=9=t+n
v = —x fir t+n <3 <t+2n
ist. Setzt man (9) periodisch auf R fort und in (7) ein, so wird
l1+e iz
logf (Z) = 2%10 —'—_—-e_TZ
und wir erhalten
, 14+e-z)>
7@ = (o)
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Die Integration ergibt die in H, liegende Funktion

-intzn+1
b

1
(24) f(@) = P
wobei b, die Zahlen (18) sind.
Es ist nun unmittelbar klar, daB die hergeleitete Funktion f(z) und f’(z) die
in Satz 2 angegebenen Schranken im Punkte z=|z|e” bzw. z=|z|e=" erreichen.
Fir z=|z|e" gilt

@) = f[”h')du Pt

und
r@i= )
bzw. fiir z=|z|e~"
|z]
@l = (1+|z[]

Die Schranke fiir f”(z) in Satz 2 wird von der konstruierten Funktion (24) nicht
erreicht.
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